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VORREDE  ZUR  DEUTSCHEN  AUSGABE. 

Das  Lehrbuch,  von  dem  der  erste  Band  hier  vorliegt,  be- 
ruht auf  der  in  den  Manuäli  Hoqoii  als  Nr.  352  bis  355  im 
Jahre  1905  zu  Mailand  erschienenen,  ebenfalls  zweibändigen 
Meccanica  rationale  des  Verfassers,  unverändert  erhalten  ge- 
blieben ist  der  ganze  Plan  des  Werkes,  seine  Einteilung  und 
Behandlungsweise:  die  Betonung  des?  prinzipiell  Bedeutsamen, 
überhaupt  das  Streben,  lieber  durch  eine  zweckmäßige  Aus- 
wahl als  durch  systematische  Vollständigkeit  einen  Überblick 
über  das  große  Gebiet  der  Mechanik  zu  geben,  die  Beifügung 
von  Ubungsbeispielen  zu  den  einzelnen  Kapiteln  und  die  Er- 
gänzung der  Darstellung  durch  historische  und  bibliographische 
Nachweise  über  die  Entwicklung  der  Probleme.  Im  einzelnen 
aber  sind  die  Änderungen  so  stark  gewesen,  daß  es  eigentlich 
ein  neues  Werk  ist,  was  jetzt  in  deutscher  Sprache  erscheint. 
Der  Verfasser  selbst  hat  viele  Partien  der  ursprünglichen  Aus- 
gabe neu  bearbeitet  und  große  Stücke  neu  hinzugefügt.  So 
ist  die  Einleitung  über  die  Vektorenrechnung  zum  größten  Teil 
und  der  letzte  Abschnitt  des  zweiten  Bandes,  die  Mechanik  der 
Kontinua,  völlig  neu.  Erheblich  verändert  sind  auch  z.  B.  die 
Kapitel  über  Kinematik  und  Dynamik  der  starren  Körper. 

Die  deutsche  Bearbeitung  hat  dann  vor  allen  Dingen  den 
Zielpunkt  verfolgt,  die  Darstellung  den  deutschen  Verhältnissen 
und  den  deutschen  Bedürfnissen  nach  Möglichkeit  anzupassen. 
Schon  um  dem  Buche  die  Lesbarkeit  eines  Originals  zu  sichern 
ist  eine  wörtliche  Übersetzung  grundsätzlich  vermieden  worden. 
An  einzelnen  Stellen  ist  aber  auch  das  Beweisverfahren  der 
VorInge  geändert,  an  anderen  sind  größere  Zusätze  gemacht 
worden,  alles  das  so,  daß  ein  möglichst  enger  Anschluß  an  die 
vorhandene  deutsche  Literatur  erreicht  wird.  Die  stärksten 
Änderungen  liegen  in  den  Übungsbeispielen.  Unsere  akademi- 
schen Lehrbücher  pflegen  so  gehalten  zu  werden,  daß  der  Leser 
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sie  yerstehen  kann,  ohne  ein  Blatt  Papier  daneben  zu  halten, 
auf  dem   er   die  fehlenden  Entwicklungen  ei^nzt,  und  ohne  , 

andere  Literatur  zu  Hilfe  zu  nehmen.  Für  Aufgaben,  die  ohne 
Lösung  oder  nur  mit  der  Andeutung  einer  solchen  gestellt 
werden,  hat  der  Studierende  wenig  Sympathie,  meistens  fehlt 
ihm  auch  ein  Berater,   der  sein  Resultat  prQft  oder  ihm  bei  • 

der  Arbeit  hilft.     Aus  diesen   Gründen  erschien  eine  breitere  I 

Ausführung  der  Beispiele  durchaus  geboten.    Sie  bieten  so  im  < 

wesentlichen  eine  Ergänzung  und  Erläuterung  des  größer  ge- 
dinickten  Textes.  Dabei  war  es  leider  nicht  zu  umgehen,  daß 
ihre  Anzahl  verringert  werden  mußte.  Vereinzelt  sind  aber 
auch  neue  Aufgaben,  yomehmlich  solche,  die  ein  technisches  \ 

oder  physikalisches  Interesse  haben,  hinzugefugt  worden.  End- 
lich sind  die  Figuren,  die  aus  äußeren  Gründen  in  der  italieni- 
scben  Ausgabe  sehr  spärlich  bemessen  waren,  bedeutend  Ter-  [ 

mehrt  worden. 

Was  die  hier  versuchte  Darstellung  der  Mechanik  innerlich 
charakterisiert,  ist  vornehmlich  die  konsequente  Verwendung 
der  Vektorenrechnung,  durch  die  es  möglich  wurde,  einen 
großen  Stoff  ohne  allzu  gedrängte  Kürze  auf  knappem  Räume 
zu  bewältigen.  Diese  neue  Behandlungsart  ist  aber  nicht  ein- 
seitig zur  Geltung  gebracht  worden,  im  Gegenteil  sind,  wo  es 
des  Verständnisses  oder  des  Anschlusses  an  die  herkömmliche  i 

Darstellungsweise  wegen  angebracht  schien,  auch  die  Koordi- 
natenausdrücke  angegeben  worden.  Was  an  Vektorenrechnung 
zur  Verwendung  gelangt,  ist  nach  dem  bestimmten,  von  dem  I 

Verfasser  und  Herrn  Burali -Forti  ausgearbeiteten  System  auf 
ein  Minimum  beschränkt.  Es  bietet  daher  dieses  Lehrbuch 
nebenbei  eine  gute  Gelegenheit,  sich  in  die  zwar  jetzt  allgemein  . 

als  unumgänglich  anerkannten,  aber  besonders  den  Technikern 
noch  wenig  vertrauten  vektoriellen  Methoden  mit  leichter  Mühe 
einzuarbeiten.  Was  an  Formeln  und  Regeln  gebraucht  wird, 
ist  ja  wenig,  nur  die  Übung  in  der  Anwendung  dieser  Formeln 
und  Regeln  ist  es,  was  Schwierigkeiten  macht.  Dazu  braucht 
es  eben  größerer  Übung,  wie  sie  wohl  ein  solcher  Lehrgang 
der  ganzen  Mechanik  gestattet,  wie  sie  aber  der  kurze  Anhang, 
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der  sich  in  den  zumeist  sehr  knapp  gehaltenen  Büchern  über 
Vektoranalysis  findet^  selten  zu  geben  vermag. 

Auch  Föppl  hat  in  seinen  Vorlesungen  über  technische 
Mechanik  die  ^ktorenrechnung  von  ähnlichen  Gesichtspunkten 
aus,  wie  es  hier  geschieht,  verwendet;  leider  sind  die  Be- 
zeichnungen hier  und  dort  völlig  verschieden,  doch  genQgt  es, 
einmal  die  Abweichungen  einander  gegenüber  zu  stellen,  um 
ohne  Mühe  die  verschiedenen  Symbole  gleich  zu  verstehen. 
Wir  können  deshalb  auf  das  Werk  von  Föppl,  dem  sich  die 
vorliegende  Ausgabe  äußerlich  eng  anschmiegt,  für  die  tech- 
nische Ausgestaltung  und  Verwertung  der  hier  vorgetragenen 
theoretischen  Disziplinen  um  so  eher  hinweisen,  als  dort  von 
den  theoretischen  Grundlageii  gerade  die  Elastizitätstheorie, 
auf  die  wir  hier  nicht  näher  eingehen  konnten,  ausführlich 
entwickelt  wird. 

Die  Verlagshandlung  hat  der  Ausstattung  des  vorliegenden 
Buches  die  gewohnte  Sorgfalt  angedeihen  lassen  und,  wenn  es 
nicht  ohne  Erfolg  bleiben  sollte,  so  gebührt  ihr  ein  großer  Teil 
des  Verdienstes. 

Neapel  und  Braunschweig,  November  1910. 

R.  MARCOLONGO. 
H.  E.  TIMERDING. 
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„     67     „     4  V.  o.  ist  zu  streichen  „auch''. 

j,     69     „10  V.  0.  sind  zu  yertauschen  ^- -  und  -      • 

„  82  „  16  V.  u.  (Anm.)  lies  „Den"  statt  „Der*'. 

„  96  „  1  V.  o.  lies  ^  statt  n^ . 

„  97  „  8  und  10  v.  o.  lies  d  —  a  statt  a  —  d. 

f.  100  „  8  y.  u.  (Anm.)  lies  „worauf  diese  dann*'  statt  „die  dann*'. 

„  101  „  2,  7  und  9  v.  u.  lies  +  statt  — . 

„  101  „  1  und  8  V.  u.  lies  —  statt  +. 

„  102  „  2  Y.  0.  sind  zu  vertauschen  Cj  und  e, ;  in  den  Formeln  nach 

Zeile  3  müssen  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  lauten 

*^  —  f*"  «/        I      4s      <«         ** — ^f* 

2-—.     - — r  2(x/4  +  vX),     2-i-i--,,—    T-—    *• 

X*  — i*  — fi*  +  **         ^  '^   '        ''        x*+;i*— ft*  — V* 

,    108     „    14  und  16  ▼.  u.  lies  ^  statt  ^ . 

2  2 

^    111      „    16  V.  u.  lies  „auf  drei  mit  p,  g,  r  komplanaren  Vektoren** 

statt  „auf  den  drei  Vektoren". 

„    121      „      bv.oA\^f^P^R-^Q/\{P-R)%\AiiP=R+Q/\(P—R). 
^    125      „    21  V.  o.  lies  i:(X  —  a;)  +  y(r—j/)  +  i(-^—r)  ^  0    statt 

x{X-x)  +  y(r-y)  +  z{Z-z)  =  0. 
„159     „     4  V.  u.  lies  „Memoires  des  savants  ätrangers,  St.  Paters- 

bourg*'  statt  „Memoires  des  savants  ^trangers". 
„    160     „      1  V.  u.  lies  r  statt  r'. 
„    161      „      1  ▼.  0.  lies  r'  statt  F. 
„    165      „      5  und  7  t.  u.  lies  tor  statt  od. 
.,    180     „     8  V.  u.  lies  B>  D  statt  B  <  D. 
„    192      „      1  V.  u.  (Anm.)  lies  S.  20  statt  S.  5. 
„    200      „    23  V.  o.  lies  1769,  p.  278  statt  1767,  p.  285. 
„    231      „    12  V.  0.  lies  „12.  Aufgabe*'  statt  „vorigen  Aufgabe". 


EKSTER  TEIL 


KINEMATIK 


Erstes  Kapitel. 

Yektorgeometrie. 

1.  VektoreiL  Viele  Größen^  die  in  der  Mechanik  und 
überliaupt  in  der  Physik  yorkommen^  sind  direkt  zahlmäßig 
miteinander  vergleichbar  und  erschöpfen  ihr  Wesen  in  dieser 
Vergleichung.  Es  läßt  sich  dann  immer  für  die  Größe  eine 
Skala  aufstellen^  und  sie  wird  yoUständig  festgelegt  durch  eine 
bestimmte  Stelle  in  dieser  Skala.  Deshalb  spricht  man  yon 
Skalaren  und  bezeichnet  als  solche  z.  B.  die  Masse,  die 
Tem2)eratur,  den  Arbeitsausdruck  u.  a.  m.  Dagegen  gibt  es 
auch  Größen,  denen  außer  einem  bestimmten  zahlmäßigen  Be- 
trage auch  eine  bestimmte  Richtung  zukommt.  Diese  Größen 
heißen  Vektoren,  zu  ihnen  gehören  die  Wegstrecken,  Ge- 
schwindigkeiten, Impulse  oder  Bewegungsgrößen,  Kräfte  usw. 
Da  sie  für  die  Mechanik  und  insbesondere  für  die  Kinematik 
Yon  grundlegender  Bedeutung  sind,  soUen  sie  zunächst  vom 
rein  mathematischen  Standpunkte  aus  kurz  erörtert  werden.^) 


1)  Wir  beabsichtigen  hier  nicht  eine  auBfuhrliche  Auseinander* 
Setzung  der  Yektorenrechnnng,  wir  wollen  uns  vielmehr  mit  einer  kurzen 
Herrorfaebung  dessen,  was  für  die  Mechanik  von  Wichtigkeit  ist,  be- 
gnügen. Der  Leser,  der  weiter  auf  den  Gegenstand  eingehen  will,  möge 
sich  an  die  Spezialwerke  halten,  unter  denen  wir  die  folgenden  neueren 
Lehrbücher  anführen: 

Wilson,  Vector-Analysis  founded  upon  the  Lectures  of  J.  W.  Gibbs, 
New  York  1902. 

Bucherer,  Elemente  der  Vektoranaljsis,  Leipzig,  2.  Auflage  1902. 

Gans,  Einführung  in  die  Vektoranaljsis,  Leipzig,  2.  Auflage  1909. 

Jahnke,  Vorlesungen  über  die  Vektorenrechnung,  Leipzig  1905. 

Valentin  er,  Vektoranaljsis  (Sammlung  Göschen),  Leipzig  1907. 

Ignatowskj,  Die  Vektoranaljsis  und  ihre  Anwendungen  in  der  theore- 
tischen Phjsik,  Leipzig,  1.  Teil  1909;  2.  Teil  1910. 

Burali-Forti  e  Marcolongo,  Elementi  di  Calcolo  vettoriale,  Bologna 
1909;  Omografie  vettoriali  con  applicazioni  alle  derivate  rispetto 
ad  un  punto  e  alla  Fisica-matematica,  Torino  1909. 
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Ein  Vektor  ist  ein  geometrisches  Gebilde,  das  die  Merk- 
male GröBe^  Richtung  und  Sinn  zeigt  und  sich  durch  zwei 
Punkte  festlegen  läßt  derart,  daß  der  durch   zwei  Punkte  A 

^D  uud  B  bestimmte  (von  A  nach  B  lau- 
fende) Vektor  mit  dem  durch  zwei  an- 
dere Punkte  C  und  D  bestimmten  (von 
C  nach  D  laufenden)  Vektor  identisch 
ist,  wenn  die  Strecken  AB  und  CD 
dieselbe  Länge  haben,  parallel  sind 
und  der  Sinn  von  A  nach  B  mit  dem  von  C  nach  D 
identisch  wird,  mit  anderen  Worten,  wenn  ABBC  die 
Ecken  eines  Parallelogramms  sind  in  der  Reihenfolge  eines 
Umlaufes  um  das  Innere  dieses  ParaUelogramms  genommen. 

Wir  wollen  für  einen  Vektor  die  Bezeichnung  B  --  A  ge- 
brauchen (ihn  als  die  Differenz  zweier  Punkte  ansehen),  die 
soeben  angegebene  Identität  schreibt  sich  dann 

B^A^D-C. 
Es  folgt  daraus 

B-D^A-C, 

Wir  bezeichnen  häufig  auch  einen  Vektor  durch  einen  fetten 
lateinischen  Buchstaben  und  schreiben  so  z.  B. 

B-A^a.  (1) 

Wenn  B  mit  A  zusammenfallt,  erhält  man  den  Vektor  Null. 

Die  positive  oder  verschwindende  Zahl,  welche  die  Länge 
der  einen  Vektor  darstellenden  Strecke  angibt,  heißt  der  Modul 
des  Vektors  und  wird  durch  mod  a  ausgedrückt.  Wenn  der 
Vektor  Null  ist,  ist  auch  sein  Modul  Null  und  umgekehrt. 

Die  Summe  eines  Vektors  a  und  eines  Punktes  A 
ist  ein  Punkt  B  von  der  Art,  daß 

wird,  imd  wir  werden  dann  schreiben 

B^A  +  a. 

Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  folgenden  Identitäten 

A-^{B-A)'^B,      A  +  {B-'B)^A. 
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Die  Summe  zweier  Vektoren  a  und  ft,  die  wir  durch 
a  +  b  bezeichnen  werden,  ist  ein  Vektor  von  der  Art,  daB, 
wie  wir  auch  den  Punkt  0  annehmen  mögen,  die  Gleichung  gilt 

a  +  b=  {(0  +  a)  +  ft}  -0. 
Dieser  Vektor  ist  eindeutig  bestimmt.  Seine  Konstruktion 
ergibt  sich  sofort  wie  folgt:  Wir  müssen  an  den  Punkt  0 
den  Vektor  a  als  eine  Strecke  anlegen  und  an  den  Endpunkt 
dieser  Strecke  weiter  den  Vektor  ft;  der  Vektor,  der  nach 
dem  Endpunkte  dieser  zweiten  Strecke  von  0  aus  hinläuft,  ist 
dann  der  Summenvektor  a  +  ft.  Dieser  Vektor  erscheint  so 
als  die  dritte  Seite  eines  Dreiecks,  von  dem  die  Vektoren  a 
und  b  die  beiden  ersten  Seiten  bilden,  und  wenn  wir  dieses 
Dreieck  d,urch  ein  kongruentes  Dreieck  zu  einem  Parallelo- 
gramm TerroUständigen,  können 
wir  auch  sagen:  Lassen  wir 
alle  drei  Vektoren  von  einem 
beliebig  wählbaren  Punkte 
0  auslaufen,  so  erhalten  wir 
den  Summenvektor  als  die 
Diagonale  eines  Parallelogramms,  von  dem  die  Sum- 
manden zwei  Seiten  bilden. 

Die  so  definierte  Summe  befolgt  das  assoziative  und 
das  kommutative  Gesetz,  d.h.  es  wird 

(a  +  ft)  +  c  «  a  +  (6  -h  c),      a  +  b^b  +  a.        (2) 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  ^  3^^ 

■wir   einfach    schreiben  //  "^^^..---^y^y/ 

können  /  /       ^^.^„.--'^^"^         /  / 

(a+ft)  +  c  =  a  +  ft+c.       y^^^^;^,..^^       '/Cf 

Man    beachte    die  ,^^^—- ■;: >^^ 

folgenden  Identitäten  ^^»•8- 

(ß^A)^  iC^B)  +  (^  _  C)  =  0, 
D  =  ^  +  (5-^)  +  (C-^)  +  (D-C), 
die  sich  aus  den  auch  für  Vektoren  gültig  gefundenen  Regeln 
der  Algebra  ergeben. 
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Das  Produkt  eines  Vektors  a  mit  einer  reellen 
Zahl  m  ist  ein  paralleler  Vektor,  dessen  Modul  das 
m-fache  von  dem  Modul  des  ersten  Vektors  ist  und 
der  mit  diesem  Vektor  gleich  oder  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  jenachdem  m  das  Vorzeichen  +  oder  —  hat. 

Wir  schreiben  dieses  Produkt  wa,  und  nach  der  vor- 
stehenden Definition  folgt  dann  sofort: 

m(a  +  6)  «  ma  +  m6;      (m  +  n)a  '^ma  +  na, 

Wir  setzen  noch 

-  a  «  (-  l)a,     «--&-«  + (-l)ft,     S""i^ 

und  schließen,  daß  der  ganze  algebraische  Algorithmus 
der  Operationen  -|-  und  — ,  sowie  das  Multiplizieren 
und  Dividieren  mit  einer  reellen  Zahl  sich  ohne  wei- 
teres auf  die  Vektoren  übertragen  läßt. 

Wenn  e^,  e,,  63  drei  von  NuU  verschiedene  und  nicht 
komplanare  (d.  h.  nicht  derselben  Ebene  parallele)  Vektoren 
sind,  so  läßt  sich  jeder  andere  Vektor  a  auf  eine  einzige  Art 
linear  und  homogen  durch  diese  drei  Vektoren  e^,  e,,  e^  aus- 
drücken, so  daß 

a  =  xei+  ye^  +  ze^  (3) 

wird,  wobei  x,  y,  z  drei  reelle,  eindeutig  bestimmte  Zahlen  be- 
deuten. 

In  der  Tat,  ist  zunächst  a  parallel  zu  e^,  so  beachten 
wir,  daß  die  beiden  Vektoren 

(mod  61)  a    und    (mod  a)  e^ 

denselben    Modul   und    dieselbe    Richtung   haben,   und    finden 

demnach 

(mod  e^  a  ='±  (mod  d)  e^ , 

mithin  existiert  eine  einzige  reelle  Zahl,  nämlich  x  ==  ±  ^^^^  , 
derart,  daß 


wird. 


a  ==  xe^ 


1.  Vektoren. 


Ist  weiter  a  komplanar  mit  e^  und  e^,  so  nehmen  wir 

und  ziehen  durch  0  und  A  zu  den  Vektoren  e^  und  e^  die 
Parallelen,  die  sich  in  einem  Punkte  B  schneiden.    Dann  wird 

und  die  Vektoren  B—  0  und 
Ä  —  B  sind  zu  den  Vektoren 
e^  und  62  parallel,  lassen  sich 
also  in  der  Form  ansetzen 

jB— 0=-a;«i,    Ä  —  B^ye^, 

und  es  wird 

a  =-  xe^  +  ye^ . 

Wäre  auf  eine  zweite  Art 

a  —  afe^  +  ye^, 
so  würde  sich  durch  Subtraktion  ergeben 


Fig.  4. 


also  2r  —  ar'  =  0,  y  —  y'  -»  0,  da  e^  und  «,  nicht  parallel  sind. 
So  sieht  man,  daß  x  und  y  wieder  eindeutig  bestimmt  sind. 
Ist  der  Vektor  a'^  A—  0  nicht  komplanar  mit  zweien 
der  Vektoren  e^y  e^,  e^,  so  legen  wir  durch  0  die  Ebene  £^ 
die  zu  den  Vektoren  e^  und  e^ 
parallel  ist  und  ziehen  durch 
A  die  Parallele  zu  e^,  welche 
die  Ebene  s^  in  einem  Punkte 
B  schneiden  möge;  durch  B 
legen  wir  die  Parallele  zu  €2, 
durch  0  die  Parallele  zu  e^, 
diese  beiden  Parallelen  mögen 
sich  in  C  schneiden,  dann  wird 

•     a  -  (C  -  0)  +  (B  -  C)  +  (^  -  B) 

und  die  Glieder  der  Summe  auf  der  rechten  Seite  haben  die 

Form 

C-tO  — rre,,    B—C^^ye^,    A  —  B  =  ze^, 


Flg.  5. 
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also  wird 
oder 


a  =  x^i  +  ye,  +  ^e^ 


A^  0  +  xe^  +  ye^  +  ze^.  (4) 

Sind  e^y  e^y  e^  Einheitsvektoren,  d.h.  ihr  Modul  gleich  1, 
so  werden  x,  y,  e  die  kartesischen  Koordinaten  des  Punktes  Ay 
bezogen  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen  Ursprung  0  ist  und 
dessen  Achsen  parallel  sind  zu  den  Vektoren  e^,  e^,  e^  derart, 
daB  der  Sinn  dieser  Vektoren  die  positiven  Seiten  auf  den 
Koordinatenachsen  angibt. 

Unter  der  Projektion  a^  eines  Vektors  a  auf  eine  gerade 
Linie  g  verstehen  wir  einen  Vettor,  der  in  diese  gerade  Linie  g 
fallt  und  durch  die  Fußpunkte  der  aus  den  Endpunkten  von  a 
auf  g  gefällten  Lote  begrenzt  wird.  Hat  g  einen  bestimmten 
Richtungssinn,  wie  ihn  die  Achsen  eines  Koordinatensystems 
besitzen,  und  nennen  wir  dann  ap  den  Winkel,  den  diese  Rich- 
tung mit  der  Richtung  des  Vektors  a  bildet,  so  wird  der 
Modul  des  projizierten  Vektors 

mod  a.  =»  mod  a  •  cos  9, 

und  die  Richtung  dieses  Vektors  ist  der  Richtung  von  g  gleich 
oder  entgegengesetzt,  jenachdem  tp  spitz  oder  stumpf  ist. 

Sind  nun  a?,  y,  z  die  Projektionen  des  Vektors  a  auf  die 
Achsen  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  so  wird 

a^x  +  y  -\-  z. 

Nehmen  wir  aber  in  den  Koordi- 
natenachsen drei  Einheitsvektoren  an, 
welche  die  Richtung  der  positiTen 
Achsen  haben,  und  nennen  sie  der 
Reihe  nach  ^^,  e^,  e,,  so  läßt  sich 
setzen 


X  -  xe^,    y  =  ye^ 


e€f, 


Pig.  6. 


und  man  findet 

Geht  der  Vektor  a  vom  Koordinatenursprung  0  aus,  so  sind 
Xj  y,  z  die  Koordinaten  seines  Endpunktes.    Allgemein  werden 
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X,  fff  z  als  seine  Komponenten  nach  den  Koordinatenachsen 
bezeichnet. 

Sind  jetzt  a,  ß,  y  die  Bichtungskosinns  der  mit  einem  be- 
stimmten Richtongssinn  behafteten  Geraden  g^  so  wird  die 
Projektion  des  Vektors  a  auf  g 

a^  «  {ax  +  ßy  +  yz)  •  {ae^  +  /Je,  +  ye^. 

2.  Vektorprodukte.  Man  unterscheidet  zwei  Arten  von 
Vektorprodukten,  innere  und  äußere.  Das  innere  oder 
skalare  Produkt  zweier  Vektoren  a,  ft  ist  das  Produkt  der 
Moduln  beider  Vektoren  mit  dem  Kosinus  des  Winkels,  den 
sie  bilden.     Wir  schreiben  dieses  Produkt 

a  X  6  «  mod  a  •  mod  ft  •  cos  (a,  6)  (5) 

und  lesen  es:  a  in  6.  Nach  dieser  Definition  laßt  sich  die 
Projektion  eines  Vektors  a  auf  eine  orientierte  Gerade  g  auf- 
fassen als  ein  in  die  Richtung  von  g  fallender  Einheits- 
vektor Qj  den  man  mit  dem  inneren  Produkt  von  rc  und  g 
multipliziert  hat. 

Das  skalare  Produkt  verschwindet,  wenn  einer  der  beiden 
Vektoren  verschwindet  oder  sie  aufeinander  senkrecht  sind. 
Es  befolgt  das  kommutative  Gesetz,  und  aus  der  bekannten 
Regel  fär  die  Projektion  eines  Streckenzuges  auf  eine  Gerade 
kann  man  sofort  ableiten,  daß  für  jenes  Produkt  auch  das 
distributive  Gesetz  gilt,  d.h.  es  bestehen  allgemein  die  Glei- 
chungen 

a  X  ft  =  ft  X  a,  C6) 

axip  -\-C'\ ^=-axh  -{■  axc  •{ ,  (7) 

w  (a  X  ft)  =  (ma)  x  6  =  a  x  (wft). 

Außerdem  schreiben  wir 

axa^a^j  (8) 

und  zwar  ist  dieser  Ausdruck  =  (mod  a)*.   Es  ergibt  sich  dann 

(a  +  bf  =  a*  -f  ft*  +  2a  X  ft,  (9) 

genau  ebenso  wie  in  der  gewöhnlichen  Algebra. 
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-^ffttflflll 


m^ 


Fig.  7. 


Das  äußere  oder  vektorielle  Produkt  zweier  Vektoren 
a,  b  ist  ein  dritter  Vektor  c,  der  zu  den  beiden  ersten  Vek- 
toren senkrecht  und  dessen  Modul  gleich  dem  Inhalte  des 
durch  die  Ecken   0,   0  +  a,  0  +  a  +  bj  0  +  b  bestimmten 

Parallelogramms/  d.  h.  gleich  dem 
Produkte  ihrer  Moduln  mit  dem 
Sinus  des  Ton  ihnen  eingeschlosse- 
nen Winkels  ist.  Was  den  Sinn  des 
Produktrektors  betri£Ft,  so  setzen 
wir  fest,  daß  die  drei  Vektoren 
a,  b,  €  immer  ein  Bechtssystem 
bilden  sollen.  Das  bedeutet:  Der 
Sinn  Ton  c  ist  der,  den  der  Daumen 
der  rechten  Hand  annehmen  kann,  wenn  man  dem  Zeige- 
und  Mittelfinger  die  Richtungen  yon  a  und  b  gibt  Wir 
schreiben 

c^a  Ab  (10) 

und  lesen  dies:  a  gegen  b.    Außerdem  haben  wir 

mod  €  =  mod  a  •  mod  6  •  sin  (a>  ft),  (11) 

wenn  der  Winkel  zwischen  a  und  b  immer  positiv  gerechnet 
wird. 

Dieses   Produkt  befolgt  nicht   das   kommutative  Oesetz, 

vielmehr  haben  wir 

a  Ab b  Aa.  (12) 

Das  Produkt  verschwindet,  wenn  einer  der  beiden  Vektoren 
a,  b  verschwindet  oder  wenn  a  zu  6  parallel  ist.  Aus  b^^ma 
folgt  also  immer  a  A  b  ^0.  Ferner  erkennt  man  leicht,  daß 
die  Formel  gilt 

m(a  A  ft)  «  (ma)  A  ft  =»  a  A  (wft). 

Es  besteht  das  distributive  Gesetz,  d.  h. 

dA{a  +  b)^dAa  +  dAb  (13) 

oder  auch 

(a  +  b)  Ad^a  Ad  +  b  Ad.  (14) 

Infolge  von  (12)  genügt  es,  eine  von  diesen  beiden  Gleichungen 
zu  beweisen.     Die  Gleichung  (14)  ist  zunächst  erfällt,  wenn 
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d  auf  a  nnd  b  senkrecht  ist^  denn  in  diesem  Falle  erhält 
man,  wenn  wir  mod  d  »  1  Toraussetzen,  was  die  Allgemein- 
heit der  Betrachtung  nicht  einschränkt^ 
a  A  d  aus  a  durch  eine  Yiertelum- 
drehung  um  eine  zu  d  parallele  Achse. 
Durch  dieselbe  Rotation  ergibt  sich 
b  A  d  aus  b  und  (a  +  b)  A  d  aus 
a  +  b.  Also  ist  der  Satz  richtig. 
Er  ist  auch  richtig,  wie  man  sofort 
sieht,  wenn  a  senkrecht  zu  d  und  b 
parallel  zu  d  ist.  Im  allgemeinen 
Falle  setzen  wir  nun 

a  '^  xd  +  a\    b  =  yd  +  b', 

wobei  a  und  b'  za  d  senkrecht  seien. 
Es  ergibt  sich  dann 

(a  +  b)  A  d  ^  {{x  +  y)d  +  a'  +  b')  A  d 

=  [a'  +  b']  Ad^a'Ad  +  b'Ad^aAd+bAd, 

und  damit  ist  der  Satz  allgemein  bewiesen. 

Für   die  Grundvektoren  e^,  6g,  e^  gelten,  da  sie  aufein- 
ander senkrecht  sind  und  die  Länge  1  haben,  die  Gleichungen 


Fig.  8. 


6j^  X  6|  *^  1. ,               ^2  X  ^2  — •  X  , 

e^xe^^l, 

e,  X  6j  =  0,          «8  X  e^  =  0, 

61  X  «2  =•  0, 

ej  A  «1  =•  0,         e,  A  e,  =  0, 

^8  A  63  -  0, 

(15) 

6(|  /\  6j  ="  ^1,              63  /\  6j  — ^  ^2, 

61  A  62  «  63, 

6j  /\  62  "■         6j,       6j  /\  63  ^  —  ^2, 

«2  A  61  ="  —  63 .  J 

Setzen  wir  nun 

a  —  xe^  +  ye^  +  ^er^j,    b  =  ic'ei 

+  y^2  +  ^'^8» 

so  wird  nach  dem  distributiven  Gesetz 

a  X  ft  =  xx'e^  xe^-\ V  xy 

'^1  X  62  H 

und  wegen  (15) 

axb  ^  xaf  +  yy  + 

Insbesondere  ist 

a^  =-  a?*  +  y*  +  z^ 

> 

(16) 
(17) 
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Analog  wird 

a  A  b  ^  XX  e^  A  e^-] h  xye^  A  e^  H 

und  wegen  (15) 

aAb^  (y/  —  jsy') e^  +  {ex  —  x/) e^  +  (xy  —  yx') e^ 
oder  in  Determinantenform  geschrieben 


a  Ab  = 


€i  €^  €^ 

X  y  B 

/       f       / 

X  y  z 


(18) 


3.  Besiehnngen  swisohen  Bkalaren  nnd  vektoriellen 
Produkten.  Die  znletzt  gefundenen  Formeln  gestatten,  mit 
Leichtigkeit  einige  wichtige  Identitäten  herzuleiten.  Wir  nehmen 
einen  dritten  Vektor 

c  =  x  e^  +  y  e^+  z  e^ 

hinzu  und  beweisen  zunächst  die  Identität: 

(a  A  ft)  A  c  =  (c  X  a) 6  —  (c  X  b)a.  (19) 

Nennen  wir  den  Vektor,  der  das  Resultat  der  Operationen  auf 
der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist,  Xe^  +  Ye^  +  Ze^,  so  finden 
wir  z.  B. 

X  =  {zx  —  xz)  z'  —  {xy  —  yx')  y" 

(fr  1         ir         I         fr    \      r  /     "     '     i         rt     /     ,        //     /\ 

X  x  +  y  y  +  e  z)x  —  {x  x  +y  y  +  z  z)x 

^  (cxd)x'  —  {ex  b) X. 

Nehmen  wir  die  analogen  Gleichungen  für  Y,  Z  hinzu,  so  er- 
gibt sich  in  der  Tat 

Xe^+  Ye,+  Z€^ 

'^{cxä) {x'e^  +  ye^  +  ze^)  -{cxb) {xe^  +  ye^  +  ze^ 

^  {cxd)b  —  {cxb)a. 

Aus  der  somit  bewiesenen  Gleichung  (19)  kann  man  leicht 
auch  die  folgende  ableiten: 

a  A  {bAc)  =  {axc)b-{axb)c.  (20) 
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Die  Gleichungen  (19)  und  (20)  zeigen  deutlich,  daß  für  das 
vektorielle  Produkt  dreier  Vektoren  das  assoziative 
Gesetz  nicht  gilt. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  gemischten  Produkt  dreier 
Vektoren  über  und  beweisen  für  dasselbe  die  wichtige  Identität 

axbAc^aAbxc,  (21) 

d.  h.  die  Vertauschbarkeit  der  inneren  und  äußeren 
Produktbildung.  Dieser  Identität  ist  noch  die  folgende  hinzu- 
zufügen: 

ax6Ac=-ftxcAa  =  cxaAft,  (22) 

welche  die  zyklische  Vertauschbarkeit  der  Faktoren 
ausdrückt. 

Führen  wir  nämlich  in  (21)  die  Komponenten   der   drei 
Vektoren  ein,  so  geht  diese  Gleichung  über  in  die  folgende: 

•         X  (y /'  -  ßY)  +  y  {zx"  -  o:'/-)  +  z  {x'y"  -  yx'') 

«  (ifz  —  zy) x'   +  ^zx  —  xz') y"   +  {xy'  —  ys!) z\ 

die  in  der  Tat  identisch  erfüllt  ist.  Die  beiden  Seiten  der 
letzten  Gleichung  lassen  sich  in  Determinantenform  schreiben 


X 

y 

g 

x' 

y' 

e' 

x" 

v" 

e" 

woraus  dann  auch  die  Richtigkeit  von  (22)  folgt.  Die  vor- 
stehende Determinante  bedeutet  das  Volumen  des  Parallel- 
epipeds,  das  die  drei  Vektoren  a,  by  c  bestimmen,  positiv  ge- 
nommen, wenn  sie  ein  Rechtssystem  bilden,  und  negativ  im 
entgegengesetzten  Falle. 

Aus  (21)  folgt,  wenn  man  c  Ad  statt  c  nimmt, 

(a  A  ft)  X  (e  A  d)  =  [(a  Ab)  Ac]xd 

und  nach  (19)  wird  weiter 

[(a  A  ft)  A  c]  X  if  —  [(cxa)b  —  (exft)a]  x  d, 

somit  ergibt  sich  endlich  die  Formel 

(a  A  6)  X  (e  A  <f)  =  (axe)(6xd)  -  (axd)(ftxc).  (23) 
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4.  Komplaiiare  Vektoren.  Wenn  drei  Vektoren  a,  b,  c 
in  einer  Ebene  liegen,  wird  ihr  gemischtes  Produkt  =»  0. 
Andererseits  läßt  4nch  dann  c  durch  Addition  aus  zwei  Vek- 
toren gewinnen,  welche  den  Vektoren  a,  b  parallel  sind,  d.  h. 

es  laßt  sich  setzen 

e  «=  ma  +  nft, 

wenn  m,  n  Zahlfaktoren  bedeuten.  Wir  nehmen  insbesondere 
für  c  einen  Vektor  P—  0  in  der  2;y- Ebene,  der  vom  Koordi- 
natenursprung 0   ausgeht.     Dann   ist 

oder 

P  —  0  =  Q  (cos  tpe^  +  sin  ye,), 

wenn  p  •=  mod  (P—  0)  und  y  der  Win- 
kel ist,  den  der  Vektor  mit  der  posi- 
tiven :&- Richtung  einschließt. 

Wir  verwenden  nun  ♦  als  Symbol 

für    eine   Drehung   in   positivem   Sinne  um  90®,   die   in   der 

a;y -Ebene  ausgeführt  wird.     Dann  ist 

also 

—  ^1  =  «*^i     oder     i*  =  —  1 . 

Weiter  wird  t'  =  — i,  «*  «  1,  somit  hat  der  Operator  ♦  alle 
Eigenschaften  der  imaginären  vierten  Einheitswurzel  )/— 1,  und 
wenn  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet,  hat  man 

e^y  «s  cos  9  +  i  sin  tp^ 
mithin 

P^O^Qifve,,  (24) 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

p=  o  +  Q^^e^.  (25) 

Wenn  9>  von  0  bis  2ar  geht,  beschreibt  der  Punkt  P  einen. 
Kreis  um  0  mit  dem  Radius  p,  als  dessen  Vektorgleichung 
sich  (25)  auffassen  läßt. 

Liegt  allgemein  eine  Gleichung  vor 

P=0  +  [/'(ti)  +  f9(u)]6, 
oder 
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in  der  f  und  fp  irgendwelche  Funktionen  des  veränderlichen 
Parameters  u  bedeuten,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Kurve 
in  der  2;y-Ebene  dar.     Z.  B.  ist 

P  =  0  +  a  cos ti6i  +  6  sin  ue^  (26) 

die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  Halbachsen  a,  b  in  die  x- 
und  y- Achse  fallen,  und 

P^0  +  aue^  +  6t*Vj  (27) 

die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Achse  zur  y-Achse  parallel 
und  deren  Parameter  —  a^  :2b  ist. 

6.  VektorBysteme.  In  der  Mechanik  kommt  es  häufig 
vor,  daß  ein  Vektor  an  einen  bestimmten  Punkt  geknüpft  oder 
gebunden  ist,  wie  z.  B.  die  Geschwindigkeit  oder  die  Kraft 
sich  auf  einen  bestimmten  materiellen  Punkt  bezieht.  Wir 
sprechen  dann  von  einem  gebundenen  Vektor.  Eine  (diskrete 
oder  kontinuierliche)  Gesamtheit  von  solchen  Vektoren  bildet 
ein  Vektorsystem. 

Es  sei  P  —  A=p  ein  Vektor,  der  an  einen  Punkt  Ä 
gebunden  ist  und  0  irgend  ein  anderer  Punkt.  Dann  definieren 
wir  einen  Vektor  Jkf—  0  =  wt  durch  ^ 
die  Gleichung  ^ 

M-0^{Ä-0)  Ap    (28) 

und  nennen  m  das  Vektormoment 
des  gebundenen  Vektors  p  für  den 
Punkt  0.    Dieses  Vektormoment  än- 
dert sich  nicht,  wenn  der  Angriffs-  0  ^^  ^^ 
punkt  von  p  sich  auf  der  Geraden 

AP  verschiebt,  und  es  verschwindet  nur  dann,  wenn  der  Be- 
zugspunkt 0  auf  der  Linie  des  Vektors  liegt. 

Wir  betrachten  nun  ein  Vektorsystem,  dessen  Vektoren 
Pi,  p„  . . .  in  den  Punkten  Ä^,  A^, . . ,  angreifen  und  nennen 
0  wieder  einen  beliebigen  Bezugspunkt.     Dann  setzen  wir 

w-(^i-O)  Api  +  (^,-0)  A  !>,  +  ••  J        ^    ^ 
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und  bezeichnen  p  als  den  resultierendenVektor  des  Vektor- 
Systems,  ni  als  das  resultierende  Moment  des  Systems 
für  den  Punkt  0.  p  und  m  zusammen  sollen  die  Vektor- 
koordinaten des  Systems^  auf  das  Zentrum  0  bezogen, 
heißen. 

Wählen  wir  irgendeinen  anderen  Punkt  0'  als  Zentrum 
und  nennen  p\  m  die  zugehörigen  Vektorkoordinaten,  so  er- 
gibt sich  zunächst 

p=p'.  (30) 

Femer  folgt  aus 

A^-O^A^-a+O'-O 
die  Gleichung 

iA^  -  0)  A  jj^  =  {A^  -  0')  Ap^  +  (0--  0)p^, 

nehmen  wir  hierin  (»=»1,2,... 
und  addieren  die  entstehenden 
Gleichimgen,  so  finden  wir 
nach  (29): 

m^m+(0'-0)Ap.  (31) 

Gemäß  dieser  Gleichung 
verändert  sich  also  das  re« 
sultierende  Moment,  wenn  das  Zentrum  verändert  wird, 
während  hierbei  der  resultierende  Vektor  ungeändert 
bleibt.  Es  wird  m  =  ni  nur  dann,  wenn  0'—  0  zu  p  parallel 
ist,  also  dann,  wenn  das  Zentrum  in  der  Richtung  des  resul- 
tierenden Vektors  verschoben  wird. 

Aus  (30)  und  (31)  folgt,  da  (0'—  0)Apxp^O  ist,  sofort 

pxvfi  =p  X w , 

d.  h.  das  skalare  Produkt  des  resultierenden  Vektors 
und  des  resultierenden  Momentes  ist  konstant.  Wir 
wollen  dieses  konstante  Produkt  das  Eigenmoment  des  Vektor- 
systems nennen  und  mit  F  bezeichnen,  wir  setzen  also 

Y  =^pxirti,  (32) 

Da  auchjp  konstant  ist,  können  wir  sagen:  Die  Projektion  des 
resultierenden  Momentes  auf  den  resultierendenVektor 
ist  konstant.    Diese  Projektion  ist  nämlich  =  F:  modj>. 
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Es  sei  nun  znnachst 

P  +  0. 

Wenn  dann  das  Eigenmoment  yerschwindet,  muß  entweder 
m  «=^0  oder  p  senkrecht  zu  m  sein.  Im  letzten  Falle  läßt 
sich  aber  0'  derart  bestimmen,  daß  m' »  0  wird.  Es  genügt 
nach  (31)  zu  diesem  Zwecke,  den  Punkt  0'  so  zu  wählen,  daß 

wird.  Durch  diese  Gleichung  wird  aber  eine  gerade  Linie  p 
festgelegt,  auf  der  0'  liegen  muß.  Daraus  folgt:  Wenn  das 
Eigenmoment  verschwindet,  so  verschwindet  entweder 
der  resultierende  Vektor  oder  das  Vektorsystem  läßt 
sich  auf  einen  einzigen  Vektor,  nämlich  einen  in  die 
Linie  p  gelegten  Vektor  j>,  reduzieren,  derart,  daß  das 
Moment  (0'  —  0)  Ap  dieses  Vektors  för  alle  Punkte  des  Raumes 
dasselbe  wird  wie  das  Moment  m  des  Systems. 

Setzt  man  in  (32)  die  Werte  (29)  ein,  so  ergibt  sich 

oder,  da 

p^x{A„-  0)  APa+PaX{^Q-  0)  Ai>^  =-  {A^-A^)xp^  Ap^ 
ist,  finden  wir  weiter 

F  =  ^(^,-A)xp,Aj>„,  (33) 

wobei  p,  <f  — «  1,  2, . . .  und  jede  Wertekombination  p,  ö  nur  ein- 
mal vorkommt  Der  Ausdruck  unter  der  Summe  gibt  das 
Volumen  des  Parallelepipeds  an,  von  dem  A  —  -4^,  p  ,  p„ 
drei  Kanten  bilden,  mit  der  bereits  angegebenen  Vorzeichen- 
bestimmung. Dieses  Volumen  kann  man  aber  auch  durch  das 
sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  ersetzen,  von  dem  die  beiden 
gebundenen  Vektoren  p  und  p„  zwei  Gegenkanten  bilden,  mit 
der  folgenden  Vorzeichenregel:  Man  lege  eine  Ebene  a  durch 
A  und  p„  und  lasse  A^  den  Vektor  p  durchlaufen.  Wenn 
dann  ein  Beobachter,  der  in  der  Richtung  von  x>a  ™^^  ^^^ 
Füßen  in  A„  steht,  die  Bewegung  der  Ebene  a  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgen  sieht,  so  ist  das  Vor- 

Haroolongo:  theoret.  Meohanik.  2 
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zeichen  +  und  im  entgegengesetzten  Sinne  — .  So  wird  das 
Eigenmoment  eines  Vektorsystems  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  sechsfachen  Volumina  aller  der 
Tetraeder,  Yon  denen  je  zwei  Vektoren  des  Systems 
zwei  Gegenkanten  bilden,  jedes  Volumen  mit  dem  ge- 
hörigen Vorzeichen  genommen. 

Eün  Vektorsystem,  dessen  resultierender  Vektor  verschwindet, 
heißt  eine  Koppel.    Für  p  =  0  liefert  aber  (31) 

das  resultierende  Moment  bleibt  also  bei  der  Verlegung  des 
Zentrums  ungeandert,  es  ist  eine  Eonstante,  die  als  das  Koppel- 
moment  bezeichnet  wird. 

Das  einfachste  Beispiel  einer  Koppel  wird  durch  zwei 
gleiche  Vektoren  von  entgegengesetzten  Richtungen,  die  in 
t  zwei  verschiedenen  Punkten  A^^  A^  an- 

greifen, geliefert.     Dann  folgt  aus 

m  -  (^1-  0)  A  i>i  +  (^8-  0)  A  j?„ 

dapi«-.2>„ 

m  «  (J,  —  ^)  A  p„       (34) 

also  liegen  p^  und  j>^  in  einer  Ebene, 
die  zu  dem  Vektor  m  normal  ist. 
Femer  wird  der  Inhalt  des  Parallelogramms,  von  dem  die 
beiden  Vektoren  zwei  Gegenseiten  bilden,  gleich  dem  Modal 
von  m  und  sie  bestimmen  an  diesem  Parallelogramm  einen 
Umlaufssinn,  der  um  die  Richtung  von  m  positiv  (links) 
herumführt.  Weiter  aber  sind  die  beiden  Vektoren  der  Koppel 
durch  das  Moment  nicht  bestimmt  und  können  noch  auf  un- 
endlich viel  verschiedene  Arten  angenommen  werden. 

6.  Zentralachse  eines  VektomystemB.  Zwei  Vektor- 
systeme, die  für  ein  Zentrum  0  dieselben  Vektorkoordinaten 
haben,  haben  nach  (31)  dieselben  Vektorkoordinaten  auch  für 
irgendein  anderes  Zentrum  0\  Zwei  solche  Systeme  heißen 
äquivalent 

Ein  System,  das  die  Vektoren  von  zwei  oder  mehr  Systemen 
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Yereinigt  enthält^  heißt  das  ans  diesen  resultierende  System 
oder  kurz  ihre  Resultante,  seine  Yektorkoordinaten  sind  die 
Summen  oder  Resultanten  von  den  Yektorkoordinaten  der 
Einzelsysteme.  Es  ergibt  sich  sofort:  Die  Resultante  meh- 
rerer Koppeln  ist  eine  Koppel,  deren  Moment  die 
Summe   der  Momente  aller  der  einzelnen  Koppeln  ist 

Wenn  das  vorgelegte  System  nicht  eine  Koppel  und  nicht 
einem  Einzelvektor  äquivalent  ist  und  man  aus  dem  resultie- 
renden Vektor  des  Systems,  im  Zentrum  0  angebracht,  und 
einer  Koppel,  deren  Moment  gleich  dem  resultierenden  Moment 
fUr  das  Zentrum  ist,  ein  neues  System  zusammensetzt,  so  hat 
dies  letztere  offenbar  dieselben 
Vektorkoordinaten  wie  das  vor- 
gelegte System.  Es  ergibt  sich 
also:  Ein  allgemeines  Vek- 
torsystem ist  auf  unend- 
lich viele  Arten  einem  aus 
einem  Einzelvektor  und 
einer  Koppel  zusammenge- 
setzten System  äquivalent. 

Wir  können  nun  beweisen,  daß  eine  einzige  Gerade  von 
der  Art  existiert,  daß  für  ein  auf  ihr  angenommenes  Zentrum  ff 
der  resultierende  Vektor  dem  resultierenden  Momente  parallel 
wird.     In  der  Tat  folgt  aus  (31)  mit  Hilfe  von  (l9) 

mAp^m'Ap+  {{ff—  O)  A  p]  Ap 

^m  Ap+{px  {ff-  0)}p  -p\ff'-  ff). 

Machen  wir  nun 

(y-O ?^AP,  (36) 

80  wird,  da  zufolge  dieser  Gleichung  der  Vektor  0'—  0  zu  dem 
Vektor  p  senkrecht  ist, 

und  damit 

m'  A  p  =  0, 

d.  b.  m'  zu  jp  parallel.  Der  durch  (36)  bestimmte  Punkt  0' 
hat  demnach  die  verlangte  Eigenschaft.  Wir  können  dann  setzen 


Fig.  IS. 
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m' » ajp,  wenn  a  einen  ZahlÜEiktor  bedeutet.  Hat  nun  ein 
weiterer  Punkt  0"  dieselbe  Eigenschaft,  wird  abo  fQr  ihn  ebenso 
das  Moment  m"  ^  ßp^  so  folgt  aus 

sofort 

(/j-a)jp-((y-O'0  ^p. 

Diese  Gleichung  ist  aber  nur  dadurch  zu  erfüllen ,  daß  ihre 
beiden  Seiten  verschwinden,  daß  also  (i  ^  a  und 

(O'-O")  Ajp-0 

wird.  Der  Punkt  0"  liegt  demnach  auf  der  durch  O  parallel 
zu  p  gezogenen  Geraden  und  kann  beliebig  auf  dieser  an- 
genommen werden. 

7.  Binf&hnmg  kartesisoher  Koordinaten.  Wir  legen 
als  Koordinatensystem  ein  Rechtssystem  Oie^ye^yC^  zugrunde, 
Xy  y,  z  seien  die  Koordinaten  eines  Punktes  A^  a,  ß,  y  die  Rich- 
tungskosinus und  r  der  Modul  eines  in  A  angreifenden  Vek- 
tors p.     Wir  haben  dann 

p  =  T{ae^^-ße^-\-ye^. 

Daraus  folgt  nach  (28) 

m  «  r\iyy  —  ße)ey^  +  {az  —  yx)e^  +  {^x  —  ay)e^. 

Wir  setzen 

X  =  yy  —  ßz^    fi  ^  ccz  —  yx,    v  =  ßx  —  ayj         (36) 

woraus 

«A  4-  /SfA  +  y V  =  0  (37) 

folgt.  Die  Komponenten  des  Vektormomentes  m  sind  dann 
rkj  rfi,  TV,    Die  sechs  Zahlwerte 

ra,    rß,    ry,    rA,    r^ci,    rv, 

bei  denen  noch  die  Relation 

«'  +  /3'  +  y'  =  1  (38) 

zu  beachten  ist,  legen  den  Vektor  p  und  die  Gerade  p,  die 
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seinen  Träger  bildet^  fest  und  heißen  die  homogenen  Ko- 
ordinaten des  gebundenen  Vektors.  Die  Größen  a,  ß,  y^ 
I,  /f,  V  selbst,  zwischen  denen  die  Relationen  (37)  und  (38) 
bestehen,  legen  einen  Einheitsvektor  in  der  Geraden  p  fest, 
sie  heißen  die  homogenen  Kx)ordinaten  der  Geraden. 

Nehmen  wir  nun  ein  System  von  Vektoren  p^  (^«1,2,.. ,) 
an,  deren  Koordinaten  i^g^g}  ^gßgf  •  •  •>  ^^^  seien,  und  nennen 
Psf  Pyy  P»  ^^®  Komponenten  des  resultierenden  Vektors,  m„  m^,  m, 
die  des  resultierenden  Momentes,  so  ergibt  sich  sofort 

i>X  =-  2rgfigJ         Py  =-  ^^q^qy         P*  =*  -^^>'?'  (^^) 

Diese  Komponenten  sind  also  die  Summen  der  Koor- 
dinaten aller  einzelnen  Vektoren  des  Systems. 
Aus  der  Definition  (32)  von  V  folgt 

y'~Px^x+  Py'^y  +  A  w„  (41) 

und  setzen  wir  hierin  die  Werte  (39)  und  (40)  ein,  so  er- 
gibt sich  V^^Vgo  för 

Dieser  Ausdruck  liefert  das  sechsfache  Volumen  des  Tetraeders, 
von  dem  die  gebundenen  Vektoren  p^  und  p^  zwei  Gegen* 
kanten  bilden,  ausgedrückt  durch  die  homogenen  Koordinaten 
dieser  Vektoren. 

Nehmen  wir  statt  des  Vektors  p^  den  ursprünglich  be- 
trachteten Vektor  jp,  für  p^  den  Grundvektor  e^,  also 

^i^^j       ßly  Ytf  ^l,  V'lJ  v^  ^  0, 

so  ergibt  sich  an  Stelle  von  V^ 

Die  drei  letzten  Koordinaten  eines  Vektors  p  be- 
deuten also  die  sechsfachen  Volumina  der  Tetraeder, 
von  welchen  der  Vektor  _p  und  je  einer  der  drei  Grund- 
vektoren e^j  e^j  e^  zwei  Gegenkanten  bilden. 
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Historisohe  Bemerkungeii.  Die  Scheidung  von  Skalaren 
and  Vektoren  stammt  von  W.  B.  Hamilton  und  ist  die  Grund- 
lage seines  QuatemionenhaUcüls ^  dessen  Hauptzüge  er  am  13.  No- 
vember 1843  der  irischen  Akademie  in  Dublin  mitteilte  [siehe 
Proceedings  of  the  B.  Irish  Academj  vol.  2  (1844),  Philosophical 
Magazine  (t)  vol.  25  (1844),  p.  10]  und  in  seinen  Lectures  an 
QtiotemionSf  1853,  ausführlich  darstellte.  Schon  lange  vor  ihm 
war  die  Bezeichnung  gerichteter  Größen  in  der  Ebene  durch 
Wessel,  Om  directionens  analjtiske  Betegning,  Nje  Sämling  af 
det  kongelige  Danske  Videnskabemes  Selskabs  Skrifter,  vol.  5,  1799 
(Neudruck  in  französischer  Sprache  1897)  und  Arg  and,  Essai  sur 
une  mani^re  de  representer  les  quantites  imaginaires,  1806,  begründet 
und  durch  GauB  populär  gemacht  worden.  Bei  dem  Versuch  einer 
Ausdehnung  auf  den  Baum  hatten  aber  beide,  Wessel  und  Argand, 
versagt.  Dagegen  veröffentlichte  Graßmann  fast  gleichzeitig  mit 
Hamilton  in  seiner  Linealen  Ausdehnvmgslehre  1844  (Werke,  Bd.  Ii) 
eine  Theorie,  in  welcher  der  Begriff  des  Vektors  als  „Strecke"  er- 
erscheint, die  aber  noch  allgemeiner  ist  als  die  Hamiltonsche  Theo- 
rie, indem  sie  sich  von  vornherein  auf  einen  Baum  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  bezieht.  In  der  Beschränkung  auf  den  Baum  der  An- 
schauung stellte  Graßmann  seine  Untersuchungen  dar  in  der  Geome- 
trischen Analyse  1847  (ebenfalls  abgedruckt  in  den  Werken  Bd.  Ii  und 
gab  eine  neue  Ausarbeitung  der  allgemeinen  Theorie  in  der  zweiten 
Ausdehnungslehre  1862  (Werke  Bd.  1%\  vgl.  dazu  einige  seiner  Abhand- 
lungen, die  in  seinen  Werken,  Bd.  IIi  stehen).  Die  Scheidung  von 
äußerem  und  innerem  Produkte  rührt  von  Graßmann  her;  bei 
Hamilton  vereinigen  sich  beide  zu  dem  Quaternionenprodukt.  Zu 
beachten  ist  aber,  daß  bei  Graßmann  das  äußere  Produkt  nicht  ohne 
weiteres  mit  dem  Vektorprodukt  zusammenfallt,  vielmehr  eine  besondere 
Größenart  darstellt,  es  wird  unmittelbar  durch  das  Parallelogramm 
gegeben,  das  die  beiden  in  dem  Produkt  vereinigten  Vektoren  fest- 
legen, und  bedeutet  eine  Fläche  von  bestimmtem  Inhalt  imd  Umlaufs- 
sinn in  einer  Ebene  von  bestimmter  Stellung,  so  daß  es  mit  der  oben 
eingeführten  Koppel  im  wesentlichen  übereinstimmt.  Das  Vektor- 
produkt ist  von  ^eser  Größe  nach  der  Graßmannschen  Terminologie 
die  Ergänzung,  Die  Theorie  der  gebundenen  Vektoren  ist  auf  Graß- 
jnsinns  Linienteile  oder  Liniengrößen  begründet,  während  sie  Hamil- 
ton durchaus  fern  lag;  in  ihrer  statischen  Ausdeutung  ist  sie  aber  schon 
durch  die  Werke  von  Poinsot  und  Moebius  ausgebildet  worden.  Die 
Theorie  der  Vektormomente  hat  Cauchj  entwickelt,  Ezercices  de 
mathematiques  vol.  1  (1826),  CEuvres  (i)  tome  6,  p.  89.  Dagegen 
ist  die  im  folgenden  Kapitel  dargestellte  Vektoranalysis  wesentlich 
auf  Hamilton  zurückzuführen. 
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Übnngsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Von  dem  beweglichen  FaraUdogramm  OQPS 
drehen  su^  die  beiden  Seiten  OQ  and  08  um  0  mit  den  konstanten 
Winkelgeschwindigkeiten  co  und  0»  Wdches 
ist  die  Vektorgleichung  der  dann  von  der 
Ecke  P  beschriebenen  Kurve? 

AuflösxLng.  Es  sei  p  die  Länge  von 
OQ,  q  die  Länge  von  OS  und  zur  Zeit  ^»0 
sei  pe  der  Vektor,  der  die  Seite  OQ  der 
Länge  und  Lage  nach  angibt.  Dann  wird 
zur  Zeit  t 

Die  Winkelgeschwindigkeiten  oo,  6  sind  hier-  jfig,  14. 

bei  positiv  oder  negativ  genommen,  je  nach- 
dem sie  in  positivem  oder  negativem  Sinne  drehen.    Der  Phasen- 
winkel a  gibt  den  Winkel  QOS  zur  Zeit  t  ^  0  an.     Zur  Zeit  t 
ist  derselbe  Winkel  bis  auf  ein  Vielfaches  von  2it  gleich  (ß  —  cai)t-\'  a. 

Setzen  wir  also 

u  n 


■^0  ö  — (d'  Ö  —  flo' 

so  wird  der  in  Bede  stehende  Winkel  gleich  Null  für  die  Zeiten 
<  "■  ^  +  2«r,  und  ein  gestreckter  Winkel  ftlr  *  —  ^q  -f  (2w  +  1)t, 
wenn  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Daraus  folgt,  daB  die  betrach- 
tete Kurve  nicht  spezialisiert  wird,  wenn  man  in  ihrer  Vektor- 
gleichung nach  Belieben  a  ■»  0  oder  a  »»  tt  annimmt. 

2.  Aufgabe.  Wenn  ein  beweglic^ier  Kreis  auf  einem  festen 
Kreise  rollt ^  so  sind  drei  FäUe  zu  unterscheiden:  1.  die  beiden  Kreise 
schließen  einander  aus,  2,  der  rollende  Kreis  uHrd  von  dem  festen 
umsdilossen,  3.  der  rollende  Kreis  umschließt  den  festen  Kreis. 
Die  Kurven,  die  in  den  drei  Fällen  von  einem  mit  dem  rollenden 
Kreise  fest  verbundenen-  Punkte  beschrieben  werden,  tverden  der 
Beihe  nach  als  Epi-,  Hgpo-  und  Perizykloiden  bezeichnet.  Man  soll 
ihre  Identität  mit  den  in  der  vorigen  Aufgabe  behandelten  Kurvoi 
nachweisen. 

Auflöaung.  Nennt  man  0  das  Zentrum  des  festen  Kreises, 
P  den  die  Kurve  beschreibenden  Punkt,  Xr  seinen  Abstand  vom 
Zentrum  M  des  rollenden  Kreises,  femer  B  den  Badius  des  festen 
Kreises,  r  den  des  rollenden  Ejreises,  und  rechnet  r  positiv,  wenn  die 
beiden  Kreise  sich  ausschließen,  negativ,  wenn  sie  sich  umschließen, 
so  erhält  man  für  alle  drei  Kurvenarten  die  gemeinsame  Gleichung 
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P^O+{(jR+ryv+ire 


—;r9\ 

wenn  e  einen  festen  Einheitsvektor 
bezeichnet.  Die  drei  Kurvenarten 
scheiden  sich  dann  wie  folgt:  l.r>0 
Epizjkloide,  2.  r<0,R  +  r>0 
flypozykloide,  3.  r<0,-R  +  »"<0 
Perizjkloide. 

Um  die  gefundene  Gleichung  mit 
der  früheren  zusammenfallen  za  las- 
sen, mache  man  tn  =»  ±  e,  je  nach- 
dem R-^-r^O.  Man  nehme  femer 
je  nachdem  a  «"  0  oder  a  «  sv. 
Dann   kann   man    (da   e^* ««  —  l) 

fär  i>,  g  die  absoluten  Betrage  von  R  +  r  und  Ir  nehmen,  und  setzt 

man  noch  o^  »  9, 

et. ■«  +  •■ 


Fig.  15. 


* 


9 


so  ist  die  völlige  Übereinstimmung  hergestellt. 

3.  Aufgabe.  Man  soU  nachweisen,  daß  jede  Epüyldoide  auch 
eine  Perieykhide  ist  und  jede  HypoeyTdoide  auf  doppelte  Weise  ge- 
iconnen  werden  kann. 

Anflöaung.    Setzen  wir  in  der  Gleichung 

TD     I      - 

in  der  tp  und  tf;  gleiche  Vorzeichen  haben,  einmal  1/;  ■= — ~^9i 

i>  =«  12  +  r,  g  =  Ar,  das  andere  Mal  (p  =«  — T —  tj;,  —  g  —  ^  +  /, 

—  p  '==  l'r\  so  findet  man  das  einemal  die  Gleichung  einer  Epizj- 
kloide, das  anderemal  die  Gleichung  einer  Perizykloide.    Dabei  wird 

Setzen  wir  femer  in  der  Gleichung 

in  der  jetzt  9,  tf;  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  einmal 

B  +  r 


^ 


9,    p=-B  +  r,     g  — —  Ar, 


so  daß  r  <  0,  12  +  r  >  0,  das  andere  Mal 
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woraus  r'<0,  B'  +  />  0,  so  ergeben  sich  dieselben  Relationen 
wie  vorhin  und  beidemal  erhalten  wir  eine  Hypozjkloide.  Vgl.  Ebner, 
Leitfaden  der  iethnisch  wichtigen  Kurven,  Leipzig  1906. 

4.  Aufgabe.    Es  seien  a,  b,  C  drei  heUebige  nicht  komplanare 
Vektoren^  und  wir  setzen 

femer  a  A  bxc  '^^  ^y  dann  ist  zu  beweisen,  daß 

b'A&^Ja,    c'  Aa'^J'b,    ciAb'-^A-e 

umd  ci  A  b'xc  ^  J*  wird, 

AnflöBUXig.    Man  findet  nach  (19)  z.  B. 

c'  A  a  —  {a  A  b)  A  «'—•  {a'x  a)ft  —  (a'x  b)a. 

Es  ist  aber 

axa^b  Aexa  —  axft  A  c  =  z/, 
a'xft  —  ft  Acxft  —  &  A  &xc  =  0, 

also  wird  c'  A  u'  '^  J  '  b  usw.    Dann  aber  wird  weiter 

a  A  b'xc--'  J(c  X  c')  —  z/(c  X  a  Ab)^J*. 

6.  Aufgabe.  Es  seien  a,  6,  e  drei  beliebige  komplanare  Vek- 
toren, a^  ßjy  irgend  drei  Zahlen.  Man  soll  einen  vierten  Vektor  h 
so  finden^  daß 

a^axk,    /3=-&x&,    y^exk 

wird. 

Auflösung.  Die  drei  Gleichungen  ergeben  eine  einzige  Auf- 
lösung; denn  aus 

ax(fc  — fc')-0,       bx(k  —  k')^Q,       cx(fc  — fc^-O 

folgt 

&  — fc'-O. 

« 

Die  Lösung  lautet 

ab/\e  +  fieAO'  +  yO'A^, 
a  f\bxc 

In  der  Tat  ist 

ßc  A  axa^O,    ya  A  & x a  =  0, 

und  damit  wird  für  den  angegebenen  Wert  von  Ic 

axk'^a, 

und  ebenso  bxk  "^  ß,  exk  '^  y. 
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6.  AuiJBabe.  Zu  zeigen,  daß  das  Quadrat  der  Entfernung  einer 
Geraden  vom  Ursprung  0  durch  den  Ausdruck  X'  +  f^'  +  v*  gegeben 
wird, 

Anf  losang.    Der  in  Rede  steheode  Ausdruck  ist  gleich 

-  a:«+  y*+  i^'-  (ax  +  |5y  +  yz^ 

—  r*  —  r*  cos  9*  =*  r'sin  9', 

wenn  r  die  Entfernung  OA  eines  Punktes  A  der  Geraden  vom  Ur- 
sprung 0  und  9  den  Winkel  zwischen  OA  und  der  Geraden  be- 
deutet.   Hieraus  folgt  in  der  Tat  die  Behauptung. 

7.  Aufgabe.  Die  Formel  für  das  Volumen  des  durdi  zwei  ge- 
bundene Vektoren  als  zwei  Gegenkanten  bestimmten  Tetraeders  direkt 
abzuleiien. 

Auflösting.  Die  Koordinaten  der  Anfangspunkte  beider  Vek- 
toren seien  T^y^ifZ^  und  a:,»  V^i  ^s*  ^®  Koordinaten  ihrer  End- 
punkte drücken  sich  dann  aus  in  der  Form 

^i  +  ^1«!»  yi  +  nfti  ^1  +  n/i  ^od  X,  +  r,a„  y,  +  r^ft,  z^  +  r^y^ 
und  damit  ergibt  sich  für  das  gesuchte  Volumen  der  Ausdruck 

'  1  ^1  Vi  h        I 

1-^2  %  ^f 

Entwickeln  wir  diese  Determinante  und  führen  ein 

so  finden  wir 

8.  Anfjgabe.  Die  Geraden^  deren  Koordinaten  einer  homogenen 
Gleichung  ersten  Grades  genügen^  bilden^  wie  man  sagt,  einen  linearen 
Sirahlenkomplex.  Welche  Flädte  erfüllen  die  KomplexstrMen^  die 
durdi  einen  gegebenen  Punkt  gehen? 

Auflöaung.    Setzen  wir  in  die  Gleichung  des  Komplexes 

die  Werte  (SCl  von  A,  /i*,  v  ein,  so  ergibt  sich  eine  Gleichung 

m/a  +  m//3  +  iw/y  =  0, 


\y-^ 
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die  zeigt,  daß  die  durch  den  Punkt  {xyz)  gehenden  Eomplexstrahlen 
zu  dem  Vektor 

senkrecht  sind,  also  eine  Ebene  erfcQlen.    Dabei  wird 


m 


9 


^p  +  P»^^Px^ 


umgekehrt  gehen  auch  immer,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Eomplex- 
strahlen, die  einer  Ebene  angehören,  durch  einen  Punkt  dieser  Ebene. 
Vgl.  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Baumes,  gegründet  auf  die  Be- 
Irae^tung  der  geraden  Linie  als  Baumdement,  Leipzig  1868 — 69. 

9.  Aufgabe.  Die  Gleichungen  der  Zenhrdlachse  eines  gegebenen 
aUgemeinen  Yektorsystems  zu  finden, 

Anfldsung.  Rechnet  man  nach  (29)  und  (31)  das  Moment  rn 
des  Yektorsjstems  für  einen  Punkt  0'  mit  den  Koordinaten  Xy  y^  e 
ans,  indem  man  die  Werte  (39)  und  (40)  einführt,  so  findet  man 
genau  den  in  der  vorigen  Aufgabe  benutzten  Vektor  7n\  Setzt  man 
nun  Toraus  tn  «  %p  oder 

mje^  +  w/e,  +  w/ej  ==  ^{fx^i  + Py^t+P.^t)^ 

wobei  X  einen  Proportiönalit&tsfaktor  bezeichnet,  so  findet  man  sofort 

Px  Py  Pz 

als  die  Darstellung  der  Zentralachse. 

10.  Aufgabe.  Zu  zeigen^  daß  sich  ein  allgemeines  Vektorsystem 
durch  ein  äquivalentes  Vekiorsystem ,  das  aus  nur  zwei  Vektoren  he- 
stekty  ersetzen  läßt. 

Auflösung.    Es  handelt  sich  hier  darum,  die  sechs  Gleichungen 

unter  der  Voraussetzung 

aufzulösen.    Man  leitet  aus  ihnen  ab  (vgl.  (41)) 

for 

^i^Px^+ ^-^,72- 

Sind  also  die  Koordinaten  der  einen  Geraden  («2, . . .  v^)  gegeben,  so 
findet  man  zunächst  r^^^  V :  M^  und  dann  weiter 
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Von  einem  der  beiden  Vektoren  kann  also  der  Träger  beliebig  an- 
genommen werden  (nur  darf  diese  Gerade  nicht  dem  linearen  Komplex 

Pjs^  -i h  w,y  —  0 

angeboren),  dann  sind  von  den  beiden  Vektoren  die  Koordinaten  ein- 
deutig festgelegt. 

U.  Aufgabe.  Das  Moment  eines  Vektorsystems  für  eine  ge- 
gebene Achse  zu  finden. 

Auflösung.  Moment  eines  Vektors  für  eine  Achse  heiBt  das 
mit  dem  gehörigen  Vorzeichen  genommene  sechsfache  Volumen  des 
Tetraeders,  von  dem  der  Vektor  und  eine  Einheitsstrecke  auf  der 
Achse  zwei  Gegenkanten  bilden.  Das  Moment  eines  Vektorsjstems 
ist  die  Summe  der  Momente  aller  einzelnen  Vektoren.  Es  ergibt 
sich  somit  nach  (39)  und  (40),  wenn  a,  . .  .,  v  die  Koordinaten  der 
Einheitsstrecke  auf  der  Achse  sind,  ftbr  das  Moment  der  Ausdruck 

aw,+  /3Wy+  yw,+  lp^-\-  fti?y+  vj?,. 

12.  Aufgabe.  Von  jedem  Punkte  des  Baumes  trird  auf  seine 
JMarehene  bezüglich  einer  gegebenen  MiUelpunltsfläche  zweiter  Ord- 
nung das  Lot  gefäUt.  Den  Strahlenkomplex  zu  untersuchen^  den  aUe 
diese  Lote  bilden, 

Auflösung.  Um  die  Gleichung  des  Strahlenkomplexes  zu  er- 
halten^ lege  man  die  Koordinatenachsen  in  die  Hauptachsen  der 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Dann  hat  die  Polarebene  eines  Punktes 
(xyz)  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax^  +  Byri  +  Czt'^l, 

wenn   $,  17,  ^  laufende  Koordinaten  bedeuten.     Für  die  Richtungs- 
kosinus a,  ß^  y  des  Lotes  findet  man  also 

er :  /3  :  y  =  Ax  :  By  :  Cz 

und  damit  nach  (36)  für  seine  drei  letzten  Koordinaten 

^  :  fi :  V  =  (C  —  B)yz  :  (A  —  C)zx  :  {B  —  A)xy. 

Demnach  wird 

und  dies  läßt  sich  als  die  Gleichung  des  Komplexes  auffassen. 

Zu  dem  Komplex  gehören  alle  Durchmesser  der  Fl&che  zweiter 
Ordnung  und^alle  Parallelen  zu  ihren  Hauptachsen.  Die  Komplex- 
strahlen durch  einen  beliebigen  Punkt  erfüllen  einen  orthogonalen 
Kegel  (der  unendlich  viele  Tripel  zueinander  senkrechter  Seitenlinien 
enthält)  und  die  Komplexstrahlen  in  einer  beliebigen  Ebene  umhüllen 
eine  Parabel.  Dieser  Strahlenkomplex  heißt  der  B  eye  sehe  Achsen- 
komplex,  Vgl.  Reye,  Geometrie  der  Lage,  2.  Bd.,  4.  Aufl.  1907, 
28.  Vortrag.  


Zweites  Kapitel. 
Yektoranalysis. 

1.  Itorivierte  eines  Vektors.^)  Wenn  zwischen  irgend- 
welchen Grenzen  jedem  Werte  einer  numerischen  Veränder- 
lichen t  eine  bestimmte  Lage  eines  Punktes  P  zugeordnet  ist,  so 
heißt  P  eine  Funktion  von  i  und  wird  geschrieben  P(0- 
Die  Koordinaten,  welche  die  Lage  von  P  festlegen,  sind  dann 
eben&lls  Funktionen  von  t. 

Man  kann  nun  in  der  gewohnlichen  Weise  die  Deri- 
vierte  des  Punktes  P  definieren.  Bezeichnet  t^  einen  zweiten 
Wert  der  Variablen  t,  so  ist  die  Differenz  P(^i)  -—  P(t)  ein 
Vektor  und  es  laßt  sich  stets  ein  neuer  Vektor  a  so  be- 
stimmen, daß 

wird.  6eht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  t^  sich  ins  Un- 
begrenzte t  nahem  läßt,  so  geht  der  Vektor  a  in  die  Derivierte 

a  -  -^-^-  (1) 

des  Punktes  P  über,  a  ist  dann  wieder  eine  Funktion  von  t 
und  in  der  gleichen  Weise  wie  die  Deriyierte  von  P  läßt  sich 
auch  die  Derivierte  von  a,  d.  h.  die  zweite  Deriyierte  von  P 

da  _  d*P  .^. 

'dt  ""  dt«  ^"^^ 

festigen.    Nimmt  man  a  »  a|e^+  ^^s  +  ^s^s  ^  ^^  ^^^^ 

da  da,  da,  da»  /o\ 


1)  Zu  dem  Inhalte  dieses  Kapitels  vergleiche  man  außer  den  im 
Torigen  Kapitel  zitierten  Werken  noch:  £lie,  La  fonction  vectorieJle  et 
9on  appUeation  ä  la  physique,  M^moires  de  Bordeaux  (4)  vol.  8  (1893), 
p.  1;  E.e AY i Bid e,  Electramagnetic  theory,Yo\.l^  London  1894;  Ferraris, 
Tearia  geometriea  dei  campt  vettoriali,  Memorie  diTorino  (2)  vol.  47  (1897), 
p.  269;  Föppl,  Die  Geometrie  der  Wirbelfelder,  Leipzig  1897. 
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Die  Sätze  über  die  Demieite  einer  Summe  oder  Diffe- 
renz gelten  in  der  gewöhnlichen  Form  anch  fQr  Vektoren. 
Ebenso  ergeben  sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die  den 
bekannten  Formeln  genau  analogen  Regeln  fQr  die  Deri  vierten 
der  Produkte  zweier  Vektoren  o,  b 


d(axb)       da       ,    ,  db 


(4) 


2.  Anwendungen  anf  ebene  und  r&nmliohe  Kurven. 

Die  Punkte  P  einer  Kurve  sind  als  eine  Funktion  der  von 
einem  bestimmten  Anfangspunkte  und  in  bestimmtem  Sinne 
gerechneten  Bogenlänge  8  anzusehen.  Die  erste  Derivierte  von 
P  nach  8  wollen  wir  mit  t  bezeichnen.  Nach  der  gegebenen 
Definition  ergibt  sich,  wenn  P  die  Koordinaten  Xy  y,  b  hat^ 

dx        .dy       t^^^  /c\ 


Da  aber 


(rn'+©'+©'-i. 


bedeutet  t  einen  zur  Kurventangente  parallelen  Ein- 
heitsvektor, der  im  Sinne  der  wachsenden  Bogen- 
länge s  gerechnet  ist.    Die  zweite  Derivierte  P"  ist  ein 

neuer  Vektor  f,  der  der  Schmiegtingsebene  der 
Kurve  parallel  ist.  Wird  f «-  0,  so  ist  t  ein 
konstanter  Vektor  c  und  es  wird  P^  Pq  +  sc^ 
d.  h.  die  Kurve  ist  eine  Oerade  in  der  Rich- 
tung des  Vektors  c  durch  den  Punkt  Pq.  Ist 
^'4"^);  80  differenziere  man  die  Gleichung 
txt^l  nach  8  und  findet 

Fig.  16. 

also  ist  der  Vektor  t'  senkrecht  zu  t.    Wir  setzen  nun 

p  -  ^d?  (^) 

and 

n  =  pf;  (7) 
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Q  heißt  dann  der  Erümmangsradius  der  Enrve  in  P.  Der 
EinheitsTektor  n  ist  der  „KtLUfinormeiie^  der  Kurve 
(d.  L  der  durch  P  in  der  Schmiegungsebene  von  P  senkrecht 
Zur  Tangente  gezogenen  Geraden)  parallel  und  nach  dem 
Erümmnngszentrnm  Q  (das  im  Abstände  q  von  P  anf  der 
Hanptnormalen  liegt)  hin  gerichtet;   wir  finden  somit 

Q^P  +  Qfi.  (8) 

Setzen  wir  schließlich 

b^t  An,  (9) 

so  ist  b  ein  dritter  Einheitsvektor^  der  der  „Binormale^^ 
der  Kurve  in  P  parallel  und  so  orientiert  ist,  daß 
ty  n,  b  ein  Rechtssystem  bilden.     Da 

ft  X  f  ==  0    und    &  X  n  —  0    oder    bxf  ^0 

ist,  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  ersten  dieser  Glei- 
chungen b''xt'\-bxt'=^0  und  wegen  der  dritten  Gleichung 

b'xt^Q. 

Ist  fr'  «=  0  für  jeden  Eurvenpunkt,  so  wird  b  ein  kon- 
stanter Vektor  I.     Dann  läßt  die  Gleichung  Ixt^O  oder 

l  X  -j-  =  0  sich  direkt  integrieren  und  ergibt 

«  X  (P  —  Po)  «  konst. 

Die  Eonstante  ist  aber  0,  da  für  P  =  Pq  die  linke  Seite  ver- 
schwindet Also  ist  der  Vektor  P  —  P^  bestandig  senkrecht 
zu  einem  konstanten  Vektor  l,  d.  h.  die  Eurve  ist  in  einer 
Ebene  enthalten. 

Ist  fr'  +  0,  so  ist  b\  weil  ft'  x  <  —  0,  senkrecht  zu  ty  aber, 
da  aus  ft  x  &  «  1  wieder  ft  x  ft'  =  0  folgt,  auch  senkrecht  zu  &, 
also  ist  b'  parallel  zu  n,  und  es  ergibt  sich  eine  Gleichung 

n  «  xb\  (10) 

In  dieser  bedeutet  r  einen  (positiven  oder  negativen)  Zahl- 
faktor, der  der  Torsionsradius  der  Raumkurve  im  Punkte  P 
heißt.  Der  umgekehrte  Wert  1/r  wird  als  die  Torsion  be- 
zeichnet.    Wir  beweisen  jetzt  das 
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Frenetsche  Theorem:  Die  Deri^ierten  der  drei 
Vektoren  t,  n,  b  nach  der  Bogenlänge  8  lassen  sich 
durch  Q  und  t  und  die  Vektoren  t,  n,  b  selbst  aus- 
drücken. 

Da  t'  und  V  bereits  durch  (7)  und  (10)  gefunden  sind, 
haben  wir  nur  noch  n'  aus  der  Oleichung 

n^b  At 

abzuleiten.    Es  ergibt  sich  sofort 

n'=»ft'A  t  +  b  A  t'^—n  At  +  —b  An 

und  die  gesuchten  Formeln  sind  somit: 

«'=-w,    ri -«--fr,    &'  =  -n.  (11) 

Vielfach  ist  der  Punkt  P  nicht  unmittelbar  als  Funktion 
der  Bogenlänge  s  gegeben,  sondern  als  Funktion  eines  anderen 
Parameters  9,  der  seinerseits  als  Funktion  von  s  angesehen 
werden  kann.    In  diesem  Falle  hat  man 


dtp  d(p  ' 

d*P      ^  d*8    .    „  1  /ds\« 
d<p 


•  ~^  dq>*  "^^  (?  \dip)  ' 


(12) 


Diese  Gleichungen  sagen  aus,  daß  die  Deriyierte  von  P  nach  tp 
ein  zur  Tangente  paralleler  Vektor  ist,  dessen  Modul  gleich 
dem  absoluten  Betrage  von  ds/dq>  wird,  und  daß  die  zweite 
Derivierte  ein  der  Schmiegungsebene  paralleler  Vektor  ist, 
dessen   Komponenten   nach  Tangente  und  Hauptnormale   der 

Größe   und   dem   Sinne  nach   durch   die  Ausdrücke   3—1  und 

^j    angegeben  werden.     Man  kann  auch  schreiben 

d^P  1   /dP\^  ,,«x 

3.  ▼ektorfliuktio&e&.  Der  Oradient.  Bisher  haben 
wir  den  Punkt  als  Funktion  einer  Zahl  betrachtet,  jetzt  wollen 
wir  die  Zahl  u  als  Funktion  eines  Punktes  P,  der  innerhalb 


p  V 
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eines  dreidimensioDalen  Feldes^)  Tariiert,  ansehen.  Geht  P  in 
P  -\-  dP  fiber,  wo  dP  einen  infinitesimalen  Vektor  bezeichnet, 
so  geht  u  in  u  +  du  über.  Wir  setzen  dann  voraus,  es  exi- 
stiere ein  Vektor  a  derart,  daß  die  Gleichung 

du^ax  dP 

besteht,  welches  auch  die  unendlich  kleine  Verschiebung  des 
Punktes  P  sei.  Man  kann  leicht  einsehen,  daß  nur  ein  ein- 
ziger solcher  Vektor  existieren  kann.  Denn  wäre  b  ein  zweiter^ 
so  würde  sich  ergeben 

a  X  dP  -  &  X  rfP  =- (a  -  fr)  X  rfP  -  0 

und  somity  da  dP  beliebig  bleibt,  a  =  &.  Der  Vektor  a  heißt 
der  Gradient  yon  u^,  und  wir  schreiben 

a  =  gradt«,  (14) 

es  gilt  dann  die  identische  Relation 

du  «=  graduxdP.  (15) 

Durch  die  Operation  grad  wird,  wie  man  sieht,  aus  einer 
skalaren  Funktion  ein  Vektor  abgeleitet.  Es  ist  im  übrigen 
leicht  zu  zeigeir,  daß  sie  denselben  Regeln  wie  das  Differential- 
zeichen d  unterworfen  ist.  Ist  z.B.  f  eine  Funktion  von  u,  v,..., 
die  ihrerseits  Funktionen  von  P  sind,  so  ergibt  sich 

d/-- grad /^  X  rfP -=  |{rf«  +  |{dt>  +  . . . 

-  |{  (grad«  X  dP)  +  I^Cgrad«  x  dP)  +  •  •  • 


and  somit 


.(|igrad«  +  |{gradt;  +  ---)xdP 

«"^^^  §i  8r****  +  ^  grad  t;  +  . . .  (16) 


in  genauer  Analogie  zu  der  Formel 

df^^du  +  ^dv  + 

'du        ^  ov 


1)  Der  Begriff  des  Feldes  ist  entwickelt  worden  yon  W.  Thomson, 
Philosophical  Mag&zine  (4)  toI.  1  (1861),  p.  179;  Reprint  of  Papers  on 
Electrostatics  and  Magneticon,  p.  467. 

2)  Vgl.  Riemann-Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen 
der  math.  Physik,  Bd.  1,  S.  218. 

Mareolongo:  theoret  Meehanik.  8 
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Insbesondere  erhält  man 

grad  (u  +  v  +  •  •  •)  "  P**^  ^  +  8"^^  v  +  •  •  •; 

grad  m  u  »  m  grad  u    (m  konstant), }         (17) 

grad  (uv)  »  u  grad  v  +  f  gi^ad  u. 

Ist  0  ein  fester  Punkt  und  setzt  man 

r-mod(P-O), 
so  wird 

mithin 

rdr  =  {P-0)xdP, 
oder 

r  ^ 

und  da  andrerseits  dr  ^  gradrxdP  ist,  ergibt  sich 

gradr-^,  (18) 

d.h.  der  Gradient  der  Entfernung  r  ist  ein  dem  Vektor 
P—  0  paralleler  Einheitsvektor.    Allgemeiner  wird 

grad/-(r)  =  ^t) .  p^  r  -  ^  (P-  0).         (18a) 

Hat  P  die  Koordinaten  x,  y,  z,  so  folgt  aus 

du^^^dx  +  ^dy  +  '^dg 
und  dP=^e^dx  +  e^dy  +  e^dis  nach  der  Definitionsgleichung  (15) 

d.h.  der  Gradient  von  u  ist  ein  Vektor,  dessen  Kom- 
ponenten die  Derivierten  von  u  nach  den  Koordinaten 
sind.     Insbesondere  ist 

grada;«^!,     grady^eg,     gradi?-=e,. 

Die  Gleichung 

u  =  const. 

stellt  eine  sogenannte  Niveau  fläche  dar.  Findet  die  Ver- 
schiebung dP  längs  dieser  Fläche  statt,  so  ist  (fu^O,  mithin 

grad  u  X  dP  =  0, 
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d.  h.  der  grad  u  ist  ein  Vektor,  der  zu  der  durch  den 
Punkt  P  gehenden  Niveaufläche  normal  ist. 

Ist  dn  das  Stück,  das  auf  dieser  Normalen  durch  eine 
unendlich  nahe  benachbarte  und  zu  dem  Werte  u  +  du  ge- 
hörende Niveaufläche  abgeschnitten  wird,  so  ist  der  Modul  des 
grad  u  gleich  dem  absoluten  Betrage  des  Differentialquotienten 

du 

der  das  Gefälle  an  der  betreffenden  Stelle  heißt. 

4.  Bie  Rotation.  Wir  betrachten  jetzt  nicht  mehr  eine 
skalare  Funktion  u,  sondern  eine  vektorielle  Funktion  u  des 
Punktes  P.  Erteilen  wir  dem  Punkte  P  zwei  verschiedene 
unendlich  kleine  Verschiebungen  dP  und  SP,  so  geht  u  hierbei 
über  in  zwei  unendlich  wenig  verschiedene  Vektoren  u  -f  du, 
u  +  du.  Dann  definieren  wir  einen  neuen  Vektor,  der  wieder 
eine  Funktion  von  P  ist  und  die  Rotation  der  Vektorfunk- 
tion u  heißt,  in  Zeichen  rot  u,  durch  die  folgende  Gleichung 

rot  uxdPAäP^duxäP'-äux  dP,         (20) 

die  für  alle  Verschiebungen  dP,  dP  identisch  erfüllt  sein  soU.^) 
Daß  dies  möglich  und  nur  auf  eine  Art  möglich  ist,  wird 
noch  zu  beweisen  sein,  vorläufig  ziehen  wir  die  Konsequenzen 
ans  der  vorstehenden  Gleichung.    Zunächst  ist  klar,  daß 

rot  (t£  +  v)  «=  rot  ti  +  rot  t;  (21) 

wird.  Ersetzen  wir  femer  in  der  Definitionsgleichung  u  durch 
mu,  wobei  m  eine  skalare  Funktion  ist,  so  ergibt  sich  nach  (15) 

TotmuxdP  A  dP^m[duxdP  —  duxdP] 

+  [(grad m><dP)dP—  (grad m  x  dP) dP] u. 

Die  erste  eckige  Klammer  auf  der  rechten  Seite  ist  durch 
Totux  dP  A  äP  zu   ersetzen,    die   zweite   eckige   Klammer 


1)  Der  Begpriff  und  die  Bezeichnung  rühren  von  Maxwell  her, 
ATTreatise  on  EUetrieity  and  Magnetism^  vol.  1,  art.  26:  Maxwell  selbst 
hat  anch  die  sonst  übliche  Bezeichnung  Curl  aufgebracht,  Classification 
of  fhysieal  quaniiHes^  Pioceedings  of  the  London  Math.  Society,  toL  S 
(1871),  p.  224;  Papers  vol.  2,  p.  267. 

8* 
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wird  nach  Formel  (19)  in  Kap.  I  gleich  (dP  A  *P)  A  gradn» 
und  da  weiter  nach  (21)  in  Kap.  I 

(dPAäP)  A  gradf»xw-(gradw  A  u)x(dPAdP) 

wird,  erhalten  wir  schließlich 

ToimuxdP  A  SP^  [mroiu  +  gradm  Au\xdP  A  dP, 

also 

rotwtc  =-  mrotti  +  gradn»  A  u.  (22) 

Bezeichnet  u  irgend  eine  Skalarfanktion  von  P,  so  ist 

grädux  tfP  =  dtt,     gradux  dP  =^  du. 

Aus  diesen  Gleichungen  finden  wir,  indem  wir  P  in  der  ersten 
nach  P  +  dP,  in  der  zweiten  nach  P  +  dP  rücken  lassen, 

d  gradu  x  8P  +  gradu  x  dSP  =  ddUy 
8  gradwx  dP  +  gradux  8dP ^  8 du. 

Es  ist  aher  dSu^Sdu  und  ebenso  dSP  ^  8dP,  also  folgt 
durch  Subtraktion  der  vorstehenden  Gleichungen 

cl gradux  8P ^  8  gradux  dP  =  0. 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem,  was  aus  (20)  f&r 

u  ^  grad  u 

wird,  so  ergibt  sich  rot  gradu  x  dP  A  dP  =*  0,  und  da  hier- 
bei die  Vektoren  dP,  SP  willkürliche  Richtungen  haben,  muB 

rot  grad  u  =  0  (23) 

sein:  die  Rotation  des  Gradienten  einer  Skalarfunk- 
tion  ist  immer  Null.  Insbesondere  ist  rota^O,  wenn  a 
einen  konstanten  Vektor  bezeichnet.    Wir  haben  also  auch 

rot  ^j  =  0,     rot  e^  =»  0,    rot  e^  =  0.  (23a) 

Rechnen  wir  demnach  auf  Grund  der  Formeln  (21)  und  (22), 

indem  wir 

u  =  «1^1  +  Ug^j  +  u^e^ 

setzen,  die  Rotation  aus,  so  ergibt  sich 

rot u  =  grad u^  A  ^j  +  grad u,  A  62+  grad Uj  A  e,,'    (24) 
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und  beachtet  man,  daß 


j  du,        ,    du,        ,   du. 

gradui=-^-^^e,+  ^e,  +  -^e,  usw. 

ist,  80  findet  man  durch  Ausf&hrung  der  äußeren  Produkte 

Da  dieser  Ausdruck  mit  Notwendigkeit  aus  der  Definitions- 
gleichung (20)  folgt,  ist  die  Erfüllbarkeit  dieser  Gleichung  als 
bewiesen  anzusehen,  und  es  ist  auch  klar,  daß  die  Rotation 
durch  die  Definitionsgleichung  in  eindeutiger  Weise  bestimmt  ist. 

S.  Bie  Bivergena.  Wir  nehmen  an,  daß  vier  Vektoren 
jr,  y,  x\  y'y  die  Funktionen  von  P  sind,  der  identischen  Glei- 
chung genügen 

X  ^y^Qli  t\y\  («) 

dann  sind  x\  y'  komplanar  mit  x,  y  und  es  wird  somit 

op'  ==  aa?  +  &!/,     2/'  =  ca?  +  dy.  {ß) 

Tragt  man  diese  Werte  in  die  vorstehende  Gleichung  ein,  so 
ergibt  sie,  da  a?  A  a?  =  0,  j/  A  j/  ^  0,  X  Ay  =  —  x  Ay  ist, 

(irf  — 6c  =  l.  (y) 

Aus  (ß)  folgt  aber 

rot x' ^  aroix  +  b  rot y,     rot j/  =  c rot x  +  droty 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (y) 

yxroix'  —  x'x  rot|/'=  y  x  rota?  — a?x  roty. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  dem- 
nach, wenn  man 

M  =  Ä?  A  2/ 

setzt,  eine  Funktion  des  Vektors  u  und  soll  als  dessen  Diver- 
genz, geschrieben  divu,  bezeichnet  werden.^)  Da  man  aber  jede 
Vektorfunktion  u  auf  unendlich  viele  Arten  als  das  vektorielle 
Produkt  zweier  anderen  Vektorfanktionen  x,  y  gewinnen  kann, 
ergibt  sich  die  allgemeine  Definitionsgleichung 

div  u  =  div  (a?  A  J/)  =»  [/  X  rot  a?  —  JC  X  rot  y.        (26) 

1)  Die  Bezeichnung  Divergenz  stammt  von  Cliffoid,  Elements  of 
dynamic  (1878),  p.  209.     Maxwell  sagt  Konvergenz. 
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Setzen  wir  noch 

V  — Ä?A«,    also    u  +  v  =-x  A  (y  +  z), 

so  erhalten  wir  nach  (26)  mit  Bücksicht  auf  (21)  sofort 

div  (u  +  v)  =  div  u  +  diYV.  (27) 

Femer  finden  wir  nach  (22) 

div  mu  =  1/  X  rot  mx  —  mx  x  rot  y 

«  1/  X  (mrotx  +  gradm  Ax)  —  mx  x  roty 

—  m{yxTotx  —  xxroty)  +  gr2kdmxx  A  y, 
also 

div  mu  =  m  div  ti  +  grad  mxu,  (28) 

Nehmen  wir  wieder  u  <«  u^e^  +  a^e^  +  t^e^  an,  so  folgt  ans 
(27)  und  (28),  da  nach  (26)  und  (23a)  für  u  =  e^  =  e^  A  ««  usw. 

div  e^  •*  0,    div  e,  —  0,    div  e,  —  0 
wird,  sofort 

divM  =-  grad u^  x  e^  +  gradU|  x  e,  +  grad u,  x  e,     (29) 
oder 

Ist  u  konstant,  so  verschwindet  hiemach  die  Divergenz. 

Vergleicht  man  die  Formeln  (28)  und  (29)  mit  (22)  und  (24), 
so  sieht  man,  daß  sie  völlig  analog  sind,  indem  beim  Über- 
gange von  den  ersteren  zu  den  letzteren  nur  die  Rotation 
durch  die  Divergenz  und  die  äuBeren  Produkte  durch  die 
inneren  ersetzt  werden. 

Aus  (30)  und  (25)  folgt 

divrotM  =  0.  (31) 

In  der  Tat  wird  dieser  Ausdruck 

'^  dxKdy       dz}'^dy\ds       dx/^dg\dx       dy) 

und  hierin  zerstören  sich  die  sechs  bei  Ausfdhrung  der  Diffe- 
rentiation entstehenden  Glieder  paarweise. 
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Nach  (19)  und  (30)  ei^bt  sich  endlich  noch 


(32) 


(32  a) 


was  wir  auch  schreiben  wollen 

diygradM»^u. 

6.  Integralformeln.    Bie  OreenBChen  EUltie.    Wir 

bezeichnen  mit  6  eine  geschlossene  Oberfläche,  mit  t  das  von 
ihr  eingeschlossene  Raumstück,  n  sei  ein  Einheitsvektor,  der 
zu  6  normal  und  nach  dem  Innern  von  t  zu  gerichtet  ist, 
u  bedeute  eine  Skalarfunk- 
tion,  u  eine  Vektorfunktion 
der  Punkte  P  von  x  und  tf, 
und  es  seien  diese  Funktionen 
eindeutig,  endlich,  stetig  und 
differenzierbar  innerhalb  die- 
ses Bereiches. 

Wir    nennen    das    In- 
tegral 


/(■ 


\n  X  ü)  dö 

den  FluB  der  Vektorfunktion  u  durch  die  Fläche  6.  Zer- 
legen wir  das  Volumen  t  durch  drei  Scharen  unendlich  be- 
nachbarter und  zu  den  Koordinatenebenen  paralleler  Ebenen 
in  unendlich  kleine,  rechtwinklige  Parallelepipeda  und  rechnen 
den  Fluß  f&r  alle  diese  Parallelepipeda  aus,  so  heben  sich 
in  der  Summe  dieser  Ausdrücke  zwei  Glieder,  die  sich  auf 
die  gemeinsame  Seitenfläche  zweier  angrenzenden  Parallelepi- 
peda beziehen,  jedesmal  fort,  weil  diese  Glieder  sich  nur  im 
Vorzeichen  von  n  unterscheiden,  also  der  Fluß  für  sie  ent- 
gegengesetzt gleiche  Werte  annimmt.  Es  bleiben  also  nur  die 
Glieder  übrig,  die  sich  auf  die  an  der 
äußeren  Oberfläche  liegenden  Seiten- 
flächen des  durch  die  Parallelepipeda 
gebildeten  Baumstückes  beziehen,  dies 
aber  ist  der  Fluß  durch  die  Oberfläche  6. 
Wir  greifen  nun  eines  der  Parallelepipeda  Fig.  is. 
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heraus  (Fig.  18),  dö^  sei  der  Inhalt  der  Seitenfläche  ÄDEF, 
der  Fluß  durch  diese  Seitenfläche  ist  dann 

wenn  u^  die  Komponente  der  Yektorfunktion  u  nach  der 
Eantenrichtung  AB,  die  der  x-Achse  parallel  sei,  bedeutet 
Für  die  gegenüberliegende  Seitenflache  BCHG  erhalten  wir 
den  Fluß 

Die  Summe  der  beiden  gefundenen  Ausdrücke  ist 

—  rf«!  •  dö^  «  —  (graduj  x  ej  •  rfr, 

denn  ist  dx  die  Länge  der  Kante  AB,  so  wird  das  Volumen 
des  Parallelepipedon  dx  »  dö^  •  dx,  und  es  ist  femer 

^-gradttiX^j. 

Für  die  beiden  anderen  Paare  gegenüberliegender  Seitenflächen 
des  Parallelepipedon  erhalten  wir  die  analogen  Ausdrücke 

—  (grad  ti^  X  e,)  dz,    —  (grad  ti,  x  e^)  dt 

und  damit  für  die  Summe  aller  drei  Ausdrücke 

—  (grad  t«!  X  ^1  +  grad  v^xe^  +  grad  tij  x  ^5)  rfr  ««  —  div  u  •  dz 

[vgl.  (29)].  Somit  ergibt  sich  für  den  Fluß  durch  die  Ober- 
fläche ö  schließlich 

f(n  xu)d6  '^  —JdiYudz 
und  umgekehrt  wird 

/div  udz  ^  —  jnx  udö,  (33) 

Aus  dieser  Formel  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit  noch  zwei 
andere.  Zuerst  ersetzen  wir  u  durch  ua,  wobei  a  konstant 
aber  willkürlich  ist^  dann  folgt  aus  (28),  wenn  wir  beachten, 
daß  div  a  «=  0  wird, 

a  xjgrs,dudz  «^  —  a  xlnudö, 
also 

/grad  udz  —  — /nurftf.  (34) 
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Ersetzen  wir  in  (33)  u  durch  a  A  u,  dann  ergibt  sicli  aus 

(26),  daB 

div  (a  A  u)  =  —  a  X  div  t£ 

ist,  und  femer  wird 

n  X  aAu^  —  axnAu, 

also  erlialten  wir 

a  X /rot  udr  =  —  a  xjn  A  udö 
oder 

J  rot  udr  =  —  J  w  A  udö.  (35) 

Die  drei  so  gefundenen  Formeln  (33)  bis  (35)  wollen  wir  der 
Reihe  nach  als  das  Divergenztheorem,  den  Gradienten- 
satz und  das  Rotationstheorem  bezeichnen. 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  zwei  andere  ableiten,  die 
unter  dem  Namen  der  Greenschen  Sätze  bekannt  sind.  Wir 
gehen  von  der  aus  (28)  unmittelbar  folgenden  Formel  aus: 

div  (u grad  v)  ^u  div grad  v  +  grad u  x  grad  v, 

in  der  u  und  t;  skalare  Funktionen  des  Ortes  von  der  oben 
angegebenen  Art  bedeuten.  Integrieren  wir  diese  Gleichung 
und  wenden  auf  ihre  linke  Seite  das  Divergenztheorem  an,  so 
ergibt  sich 

/ (grad u X grad v  +  udiv grad t?) d r «—  —  / (nxu grad v)d6.  (36) 

Vertauschen  wir  hierin  u  und  v  und  subtrahieren  die  so  ent- 
stehende  Formel  von  der  vorstehenden,  so  ergibt  sich 

/(lidivgradt?— t;  div  grad  w)dT«—y(ti  gradr—i?  grad  M)xndtf.  (37) 

Die  beiden  gefundenen  Gleichungen  gestatten  noch  eine 

einfache  Umformung,  die  aus  ihnen  die  Vektorsjmbolik  ganz 

entfernt     Machen  wir 

dP  —  ndn, 

indem  dn  eine  unendlich  kleine  Strecke  auf  der  Normalen  n 
bedeutet,  so  geht  die  Gleichung  [s.  (15)] 

dv  =»  gradv  x  dP 
über  in 

^^  =  gradt?xn, 
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und  somit  finden  wir  mit  Rücksicht  auf  (32  a) 

/  (gradti  xgradü  +  uJv)dt  =  —  j  Uj^dö, 

fiuJv  -  vJu)  dx J{ull-v^£j  d6, 

wobei  die  Derivierten  auf  der  rechten  Seite  nach  der  Normalen 
der  Fläche  6  genommen  sind. 

7.  Ber  Stokessohe  Etaiti.  Ist  s  eine  geschlossene 
Kurve,  die  von  einem  Punkte  P  in  bestimmtem  Sinne 
durchlaufen  wird,  6  eine  Fläche,  deren  Rand  die  Kurve  $ 
bildet,  ein  sogenanntes  Diaphragma,  ist  ferner  u  eine 

Vektorfunktion  der  Punkte  P 
von  s  und  tf,  von  welcher  sich 
die  rot  bilden  läßt,  endlich  n 
ein  vom  Punkte  P  ausgehender 
Einheitsvektor,  der  zu  6  nor- 
mal und  so  gerichtet  ist,  dafi 
ein  Beobachter,  der  mit  den 
FüBen  in  P  und  mit  dem  Kopf 
in  P  +  n  aufgestellt  ist,  die  Randkurve  s  links  drehend 
durchlaufen  sieht,  so  wird 

Jti  X  dP  ^Jroi  u  X  ndö.  (38) 

9  a 

Das  Integral  auf  der  linken  Seite  heifit  nach  W.  Thomson 

die  Zirkulation  des  Vektors  u  längs  s. 

Wir  beweisen  zunächst  den  Satz  unter  der  Voraussetzung, 

dafi   s  eine   ebene   Kurve    und    die    von    ihr   eingeschlossene 

Fläche  6  ebenfalls 
eben  ist.  Von  dem 
Randpunkte  P  las- 
sen wir  drei  Ein- 
heitsvektoren aus- 
gehen, den  einen  t 
tangential  zur  Rand- 
Fig.  so.  kurve,  den  zweiten 


Fig.  19. 
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n,  normal  zu  dieser  Kurve  in  ihrer  Ebene  nnd  den  dritten  n 
senkrecht  za  den  beiden  ersten,  so  daB  n  =  t  A  tli  wird-, 
n  ist  dann  ein  konstanter  Yektor  senkrecht  zu  der  Ebene  der 
Kurve.     Man  erMlt  sofort 

Ju  X  dP=Ju  xtds. 

Es  ist  aber 

«x(  =  —  Mxn  A  n,  —  —  (mA  n)xni, 
wenden  wir  also  den  Dtvei^nzsatz  (33)  an,  so  ergibt  sich 

Ju xdP—  —j{u  f\n)x  tiids  —  Jdiv (u  A  n) de. 
Beachten  wir  nun,  daß  nach  (26) 

div  (m  A  n)  —  n  X  rot  u 
wird,  80  folgt  sofort  die  Gleichung  (38). 

Im  Falle  einer  beliebig  gestalteten  Randkurre  s,  können 
wir  tf  durch  ein  Netz  von  transversalen  Linien  in  soviel  Teil- 
Kchen   zerl^en,  daß  wir  jede   dieser  Teilflächen  ohne  merk- 
baren Fehler  als  eben  ansehen 
können.    Die  Zirkulation  der 
Randkorve  ist  aber  die  Summe  ^C 
von  den  Zirkulationen  der  Rän- 
der aller  einzelnen  Teilflächen,  ^ 
denn  wenn  wir  diese  Summe 
bilden,  so  heben  sich  die  Be- 
standteile   der    Randintegrale,  Fig.  11. 
die  sich  auf  ein  gemeinsames 

RandatQck  zweier  aneinander  grenzenden  Flächenteile  beziehen, 
weil  bei  ihnen  das  Randstück  in  entgegengesetztem  Sinne 
darchlaufen  vrird,  weg  und  es  bleiben  nur  die  Bestandteile 
ßbrig,  die  sich  auf  den  Rand  der  ganzen  Fläche  beziehen. 
Sonach  bleibt  die  Formel  (38)  gültig,  da  sie  fOr  jede  einzelne 
Teilfläche  erfDUt  ist. 

Lassen  wir  die  Fläche  e  sich  sackfSrmig  zusammenziehen, 
so  daß  ihre  Bandknrve  s  kleiner  und  kleiner  wird  und  schlieB- 
lidi  verschwindet,  so   muß  auch   das  auf  s  bezogene  Integral 
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verschwinden  nnd  es  ergibt  sich,  daß  f&r  eine  geschlossene 
Fläche  6  stets 

ßiXTotudö^O  (39) 

a 

ist. 

Wir  wollen  den  Stokesschen  Satz  benutzen  zum  Beweise 
des  Satzes,  daB  jede  Yektorfunktion,  deren  Rotation 
identisch  verschwindet,  der  Gradient  einer  Skalar- 
funktion  ist.  Dieser  Satz  bedeutet  sozusagen  die  Umkehrung 
der  Formel  (23). 

In  einem  einfach  zusammenhängenden  Felde  r  sei  also 

rot  ü  -  0;  (40) 

s  sei  eine  in  r  gezogene  geschlossene  Kurve,  durch  sie  legen 
wir  ein  Diaphragma  <y,  von  dem  wir  annehmen,  es  sei  ganz 
in  r  enthalten.     Dann  wird  infolge  von  (40)  und  (38) 


/• 


uxrfP-O. 


Wir  teilen  nun  s  durch  zwei  Punkte  Pq,  P  in  zwei  Teile  s^,  s^ 
und  kehren  im  einen  Teile  die  Integrationsrichtung  um,  dann 
folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung 


fu  X  dP  ^fu  X  dP. 


Der  Wert  dieses  Integrals  hängt  also  nur  von  der  Lage  der 
Punkte  Pq,  P  ab,  es  ist  also,  wenn  wir  den  Punkt  Pq  fest 
lassen,  eine  eindeutige  Funktion  u  des  in  r  beliebig  variier- 
baren Punktes  P,  und  wir  finden 

du^ux  dPy 
also 

u  =»  grad  tt, 

womit  der  Satz  bewiesen  ist  Wäre  der  Raum  r  nicht  ein- 
fach zusammenhängend,  z.  B.  das  Innere  eines  Kreisringes,  so 
würde  der  Satz  bestehen  bleiben,  nur  ist  dann  u  nicht  mehr 
eine  eindeutige  Funktion. 


Übangsbeispiele. 
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L  Aufgabe.  Wenn  ein  Kreis  ohne  eu  gleiten  auf  einer  Geraden 
rolUj  so  beschreibt  irgend  ein  Punkt  auf  ihm  eine  Zykloide.  Von 
dieser  Kurve  die  Normalen^  die 
Krümmungsradien  und  die  Evo- 
lute SU  bestimmen. 

AuflÖBiing.  Der  die  Kurve 
bescbreibende  Punkt  sei  aus  der 
Anfangslage  0  auf  der  Geraden 
in  die  Lage  P  übergegangen,  und 
dabei  babe  der  rollende  Kreis, 
dessen  Radius  a  sei,  sieb  um 
seinen  Mittelpunkt  M  um  den 
Winkel  PMC  —  <p  gedrebt,  wo- 
bei C  den  momentanen  Berüb- 
mngspunkt  des  Kreises  mit  der 
Geraden  bezeicbnet.  tn  sei  ein 
der  festen  Geraden  paralleler  Ein- 
beitsvektor.    Dann  ist  Fig.  28. 


P- Jtf  —  e-*v(C- Jtf) 

C  —  ar  —  —  ainiy        C—  0^  atptn', 

F  —  M^-^ae'^f^im 


und  es  wird 

daraus  folgt 

und 

P-^O  '^  ag>m  +  aim  —  ae'^^im. 

Durcb  Differentiation  naeb  g>  ergibt  sieb  bieraus 

dP 


oder 


dtp 


am  —  ae^^vm 


,dP 


,dP 
dtp 


P-C, 


und  da  t^—  ein  zur  Normalen  paralleler  Vektor  ist,  erkennen  wir, 

daß  die  Normale  den  Punkt  P  mit  dem  Berübrungspunkte  C 
verbindet. 

Mit  Bücksiebt  auf  (12)  ergibt  sieb  nocb 

|i-mod(P-C). 

Weiter  wird 

d^P 


dq>* 


ae-^^^im-^M  —  P. 
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Vergleichen  wir  dies  mit  der  zweiten  Formel  (12),  so  zeigt  sich,  daß 

l(^)'-in,od(P-Cr) 

also 

^  —  2mod(P—  C) 

wird:  der  Krümmungsradius  ist  das  doppelte  der  geometri- 
schen Normalen  FC, 

Das  Krümmungszentrum  Q  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  (8), 
wonach 

e-P+2(C-P), 
also 

Q  »  0  +  afftn  —  aitn  +  ae~*vim. 
Setzen  wir 

-4^  —  0  +  anm,     -4'  =  -4q  —  2ainij 

so  ergibt  sich 

C  —  -4.'+  atpitn  +  aim  —  ac"*>»twi, 

also  ist  die  Evolute  einer  Zykloide  wieder  eine  kongruente 
Zykloide. 

2.  Aufgabe.    Den  Gradienten  von  w  —  iw  x  (P  —  0)  iPu  be- 
rechnen, wenn  ni  einen  "konstanten  Vektor  bedeutet. 

Auflösung.    Es  ist 

du  =»  tu  X  dP  =  grad  u  x  dP, 
also 

gradu  »  m. 

8.  Aufgabe.    Den  Gradienten  von 

w  «  [a  A  (P  -  0)]  X  [&  A  (P-  0)] 

zu  berechnen,  toenn  a,  b  konstante  Vektoren  bedeuten. 
Auflösung.     Es  wird  nach  Gl.  (23)  in  Kap.  I 

u-^laxbj'iP-  0)*-  [ax{P-  0)]  •  [&  x  (P-  0)] 

und  demnach 

gradu  «  2[a  x  &](P—  0)  -  [ax(P-  0)]&-  [&x(P— 0)]a, 

wofür  man  auch  schreiben  kann  [s.  Gl.  (19)  in  Kap.  I] 

gradu  «  [a  A  (P-  0)]  A  &  +  L&  A  {P-0)]  A  a. 

4.  Aufgabe.    Zu  (ßrec^nen 

div(P— 0). 
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Auflöffiuig.    Es  sei 

p—  O^xei  +  ye^  +  ze^, 
so  ergibt  sich  xumiittelbar 

div(P-0)  =  3. 

5.  Aufgabe.  Zu  beweisen,  daß 


Es  ist 

,  1  P— 0 

1  3 

also  Dach  (28),  da  zufolge  (18  a)  grad  -g  == ^  {^"0)  wird, 

^1  -  div  gradi-  =  -  ^div(P-  0)  +  ^ 

und  da  div(P —  0)  ■=  3,  ist  der  Satz  bewiesen. 

6.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß,  wenn  man  ti »  u^ e^ 4-  t^s  ^2  +  ^^s 
annimmt  und 

Ju  ==  e^Ju^  -\-e^Ju^-\-  e^Ju^ 
setzt, 

^U  -=•  grad  div  W  —  rot  rot  u 
icird. 

Auf losung.    Man  setze 

rot  rot  U  =»  rj^Ci  +  r,e,  +  ^s^s» 
dann  ergibt  sich  bei  der  Ausrechnung  in  rechtwinkligcD  Koordinaten 

^  "^  ^y  \^x        dy)       'dg\de        dx) 

Va^ay  "^  aa;a^/     \ay*  "^  a^?» ; 

a^Va«  "^  ay  "^  ajer/      Vaa;*  "^  dy^  "^  arv 
a  dir  u 

— u — ^"»' 

nnd  analog  für  r^  und  r^.    Hieraus   aber  folgt  die  zu  beweisende 
Formel 

7.  Aufisabe.    Zu  zeigen,  daß  für 

wobei  c  einen  JconstofUen  Vektor  bedeutet, 

rotv—  2c 
wird. 
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Auflörang.    Nimmt  man 
so  wird 

und  danach  ist  die  Behauptung  leicht  zu  beweisen. 

8.  Aufgabe.    Zu  zeigen,  daß,  wenn  man  mit 

einen  konstanten  Vektor  bezeichnet, 

,.  x/     A      \  du   ,       du   ,       du 

adivw  -  rot(a  A  ti)  -  «1^  +  a,^  +  ^  ai 

trird. 

AuflÖBimg.  Die  zu  beweisende  Fonnel  ergibt  sich  sofort 
durch  einfache  Ausrechnung  der  linken  Seite;  hierbei  wird  z.  B.  der 
Koeffizient  von  e^ 

/du,   ,  du^  ,  ^t*.\       d  A  \  I    ^  /  \ 

^u.    ,        5«.    ,        du, 

9.  Aufgabe.    Zu  zeigen^  daß  für  jede  geschlossene  Oberfläche  a 

jn  xroiuda^  0,         pn  A  graduda  —  0 

wird. 

Auflösung.  Das  erste  folgt  aus  (33),  da  divrotu  »  0  ist, 
das  zweite  aus  (35),  da  rot  grad  u  »  0  wird. 

10.  Aufgabe.  Die  Gleichungen  (33)  bis  (38)  in  rechtwinkligen 
Jcartesischen  Koordinaten  auszudrücken. 

Auflösung.     Es  ergibt  sich  z.  B.  aus  (33) 
JdS  +  lj  +  '^y'^ -J{wjCos(na:)+u,cos(ny)+ti3C08(n5)}df<y, 

t  a 

aus  (38) 

J(uidx  +  u^dy  +  u^dz)  ^J  j(~^  -  -ffj  cos(nx)  +  ..  +..j  da. 


Drittes  Kapitel. 

Geschwindigkeit  und  Beschleanigimg. 

1.  Oegenstand  der  Kinematik.  Bewegung  heißt  die 
Änderung  der  Lage  mit  der  Zeit.  Das  Bewegte  ist  im  geo- 
metrischen Sinne  ein  TeU  des  Baumes,  im  mechanischen  Sinne 
ein  Körper.  Die  Lage  eines  Körpers  ist  zu  yerstehen  in  bezug 
auf  einen  anderen  Körper,  den  Bezugskörper.  Es  wird  also 
jede  Bewegung  zunächst  als  relativ  aufgefaßt,  die  Frage  einer 
absoluten  Bewegung  ist  erst  in  einem  anderen  Teile  der 
Mechanik  zu  erörtern.  Wenn  wir  trotzdem  von  Punkten 
sprechen,  die  im  Räume  fest  sein  sollen,  so  ist  dies  so  zu 
verstehen,  daß  sie  fest  sind  gegen  ein  Bezugssystem,  das  der 
zu  bestimmenden  Bewegung  zugrunde  gelegt  wird,  ohne  daß 
wiederum  seine  Bewegung  gegen  ein  neues  Bezugssystem  in 
Betracht  gezogen  wird.  Man  denke  z.  B.  an  die  Bewegungen 
auf  der  Erdoberfläche,  bei  denen  die  Erde  unbedenklich  als 
ruhend  angesehen  wird.' 

Unter  Kinematik  versteht  man  nun  allgemein  die  Lehre 
von  der  Bewegung,  insofern  der  Zusammenhang  zwischen  den 
einzelnen  bewegten  Raumteilen  oder  Körpern  als  ein  rein  geo- 
metrischer und  nicht  als  ein  mechanischer  aufgefaßt  wird. 
Auf  diese  Weise  werden  der  Kinematik  allein  die  Begriffe 
von  Raum  und  Zeit  zugrunde  gelegt,  und  das  Studium  der 
Mechanik  hat  fQglich  mit  ihr  zu  beginnen,  da  sie  das  Mindest- 
maß an  Begriffen  voraussetzt.^)    Die  Kinematik  zerfallt  in  eine 


1)  Die  Wichtigkeit  tmd  Zweckmäßigkeit  einer  der  Beschäftigung  mit 
der  Dynamik  voranfgehenden  Behandlung  der  Kinematik  wurde  schon 
von  d'Alembert,  Enler,  Kant,  Carnot,  Wronski  und  Ampäre 
erkannt.     Von   dem  letzteren    rührt    die  Benennung  Kinematik   für 

Mftroolongo:  theorei.  Meobanik.  4 
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geometriBche  Kinematik  oder  Phoronomie  und  eine  tech- 
nische Kinematik  oder  Zwanglauf  lehre.  Jene  betrachtet  das 
Bewegte  lediglich  in  geometrischer  Beziehung,  also  als  Raum- 
teil, oder  zieht  auch  wohl  den  ganzen  Raum  oder  eine  Ebene 
als  in  Bewegung  befindlich  in  Betracht,  die  technische  Kine- 
matik dagegen  untersucht  die  Bewegung  wirklicher  Körper, 
indem  sie  sich  die  maschinelle  Realisierung  einer  yorgeschrie- 
benen  oder  bestimmte  Zwecke  erfüllenden  Bewegung  zur  Auf- 
gabe macht.  Sie  bildet  auf  diese  Weise  einen  wesentlichen 
Bestandteil  der  technischen  Mechanik,  während  die  geometrische 
Bewegungslehre  oder,  wie  man  auch  sagt,  Geometrie  der  Be- 
wegung in  die  theoretische  Mechanik  gehört  und  somit  uns 
vorzugsweise  zu  beschäftigen  hat. 

2.  Oeschwindigkelt  imd  Beschlennigniig  bei  gerad- 
liniger Bewegung.     Ein  System  von  Punkten  heißt  starr, 


die  vorher  (wenigstens  in  Deutschland)  als  Phoronomie  bezeichnete 
Disziplin  her.  Man  vergleiche  im  einzelnen  de  la  Hire,  Trait^  des 
ronlettes,  Histoire  de  TAcad^mie  de  Paris  1706,  p.  340;  Eulei,  Formolae 
generales  pro  translatione  quacunqne  corporum  rigidomm,  Novi  Com- 
mentarii  Fetropolitani,  vol.  20  (1776),  p.  189;  Kant,  Metaphysische  An- 
fangsgründe der  Naturwissenschaft  1786;  Carnot,  Essai  sur  les  machines 
1797;  Wronski,  Systeme  archit.  absolu  1818;  Ampäre,  Essai  sur  la 
Philosophie  1834  (1*^  partie,  p.  50).  Lag  ränge  definierte  die  Mechanik 
als  eine  Geometrie  mit  vier  Dimensionen  (Theorie  des  fonctions  analy- 
tiques  1818,  p.  311),  ein  Gedanke,  den  Poncelet  in  seinen  Vorlesungen 
ausführte  und  der  in  neuester  Zeit  durch  die  letzten  Untersuchungen 
von  Minkowski  besondere  Bedeutung  gewonnen  hat. 

In  Lehrbuchform  wurde  zun&chst  die  technische  Kinematik  ent- 
wickelt: Willis,  Principles  of  mechanisms,  London  1841;  Olivier, 
Theorie  geom^trique  des  engrenages,  Paris  1842;  Laboulaye^  Trait^ 
de  cin^matique,  Paris  1849,  3.  Aufl.  1878.  Das  erste  Lehrbuch  der  geo- 
metrischen Kinematik  ist  das  Werk  von  B^sal,  Traitä  de  cin^matique 
pure,  Paris  1862,  diesem  folgte  Bälanger, Trait^  de  cin^matique,  Paris  1864. 

Unter  den  neueren  Lehrbüchern  vgl.  man  speziell  Schoen flies, 
Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellung,  Leipzig  1886; 
Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Leipzig  1888;  Mannheim,  Prin- 
cipes  et  d^veloppements  de  g^omätrie  cinematique,  Paris  1894;  Königs, 
Le9ons  de  cinematique,  Paris  1897,  und  von  der  technischen  Seite  her 
Beuleaux,  Theoretische  Kinematik,  Braunschweig  1876. 
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wenn  die  Entfernungen  zwischen  den  einzelnen  Punkten  sich 
mit  der  Zeit  nicht  ändern.  Ein  Punkt  sei  in  bezug  auf  ein 
starres  Punktsystem^  das  aus  mindestens  drei  nicht  in  gerader 
Linie  befindlichen  Punkten  besteht,  in  Bewegung  begriffen. 
Wir  nehmen  allgemein  an,  daß  seine  Lage  sich  mit  der  Zeit 
kontinuierlich  ändert  (Postulat  der  Kontinuität  in  der 
Bewegung).  Der  Ort  der  sukzessiven  Lagen,  die  der  Punkt 
einnimmt,  heißt  die  Bahn  des  Punktes.  Wir  beginnen  mit 
dem  einfachen  Falle,  wo  die  Bahn  eine  gerade  Linie  ist.  Auf 
dieser  legen  wir  einen  Ursprung  0  fest  und  einen  positiven 
Richtungssinn  für  die  Messung  der  Distanzen.  [Die  Lage  P  des 
beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t  ist  bekannt,  wenn  die  Distanz 
OP^a  als  Funktion  von  t  gegeben  ist,  so  daß) 

« -  m  (1) 

wird.  Diese  Gleichung  heißt  die  endliche  Gleichung  der  Be- 
wegung. 

Als  die  Einheiten  für  die  Messung  der  Entfernungen  und 
der  Zeiten  denken  wir  uns  das  Zentimeter  und  die  Sekunde 
der  mittleren  Sonnenzeit  gewählt. 

Zunächst  nehmen  wir 

an,  wobei  a,  h  Konstanten  bedeuten;  a  ist  die  Entfernung,  in 
der  sich  der  Punkt  zur  Zeit  ^  =  0  vom  Ursprung  befindet  (die 
Anfangsabszisse),  h  ist  die  in  einer  Sekunde  durchlaufene  Strecke. 
Als  allgemeine  Regel  ergibt  sich,  daß  bei  dieser  Bewegung  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Strecken  durchlaufen  werden.  Eine 
solche  Bewegung  heißt  gleichförmig;  h  ist  die  Geschwindig- 
keit, d.  h.:  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  die 
Geschwindigkeit  die  in  einer  Sekunde  durchlaufene 
Strecke. 

Wir  betrachten  nun  eine  allgemeine  ungleichförmige 
Bewegung,  die  durch  die  allgemeine  Gleichung  (1)  definiert 
wird.  Es  sei  P'  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit 
t  +  T.  Wir  finden  dann,  indem  wir  die  Funktion  f(t)  als  dif- 
ferenzierbar voraussetzen, 
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pp'^  fit +t)-  m  -  tnt) + T»£; 

hierbei  bedeutet  6  eine  Funktion  von  t  und  t,  die  für  r  »  0 

einen  bestimmten  endlichen  Wert  hat.    Von  P  möge  zur  Zeit  t 

ein  zweiter  beweglicher  Punkt  ausgeheu^  der  in  gleichmäßiger 

Bewegung  mit  der  Geschwindigkeit  v  während  der  Zeit  t  die 

Strecke 

PPj^  «  vt 

durchläuft.     Die  Gleichung 

drückt  dann  die  Entfernung  der  beiden  beweglichen  Punkte 
nach  Ablauf  der  Zeit  t  aus.  Unter  den  unendlich  vielen  mög- 
lichen Werten  von  v  hat  der  Wert  v  ^  f(t)  die  ausgezeich- 
nete Eigenschaft;  daß  für  ein  sehr  kleines  r  die  Entfernung 
P^P'  kleiner  wird  als  für  alle  anderen  Werte  von  v.  Eine 
solche  gleichförmige  Bewegung  ist  also  während  einer  sehr 
kurzen  auf  den  Augenblick  t  folgenden  Zeit  von  der  wirk- 
lichen, ungleichförmigen  Bewegung  weniger  verschieden  als  jede 
andere  gleichförmige  Bewegung.  Ihre  Geschwindigkeit  v 
ist  die  Derivierte  der  Wegstrecke  nach  der  Zeit  und 
wird  die  Geschwindigkeit  der  ungleichförmigen  Be- 
wegung zur  Zeit  t  genannt  und  geschrieben 

V  =  -s,  (2) 

indem  der  übergesetzte  Punkt  die  Differentiation  nach  der  Zeit 
bezeichnet. 

Einheit  der  Geschwindigkeit  ist  die  Geschwindigkeit  der 
gleichförmigen  Bewegung,  bei  welcher  der  bewegliche  Punkt 
in  der  Sekunde  ein  Zentimeter  durchläuft.  Sie  ist  eine  ab- 
geleitete Einheit,  die  wie  die  erste  Potenz  der  Entfernung  und 
die  umgekehrte  erste  Potenz  der  Zeit  variiert,  was  symbolisch 
durch  die  Dimeusionenbezeichnung 

ausgedrückt  wird. 

Nimmt  in  einem  bestimmten  Zeitintervalle  s  mit  der  Zeit 
zu,  so  ist  V  positiv  und  die  Bewegung  eine  fortschreitende; 
im  entgegengesetzten  Falle  heißt  sie  rückläufig.    Ist  in  jedem 
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Augenblicke  v   als   Funktion    von  t  gegeben,   so   findet  man 
durch  Integpration 


a  +Jvdt. 


s 

0 


Die  Wegstrecke  ist  bis  auf  eine  Konstante  a,  welche  die  An 
fangslage  des  Punktes  angibt,  bestimmt. 

Wir  betrachten  noch  eine  zweite  besondere  Bewegungsart. 
Diese  sei  durch  die  Gleichung  definiert 

s-^a  +  bt  +  ^cfl,  (Ib) 

in  der  a,  b,  c  Eonstanten  bedeuten.   Dann  wird  die  Gleichung  (2) 

v^h  +  ct.  (2b) 

Man  erkennt  also:  a  ist  die  Anfangsabszisse,  h  die  Anfangs- 
geschwindigkeit, c  die  Größe,  um  die  sich  die  Geschwindigkeit 
in  einer  Sekunde  ändert.  In  gleichen  Zeiten  ändert  sich  die 
Geschwindigkeit  um  gleiche  Betrage. 

Die  Bewegung  ist  beschleunigt,  wenn  c>0,  verzögert, 
wenn  c<0.  Allgemein  nennt  man  die  durch  die  Gleichung  (Ib) 
definierte  Bewegung  eine  gleichmäßig  beschleunigte  Be- 
wegung und  c  die  Beschleunigung. 

Um  die  allgemeine  Bewegung  mit  einer  gleichmäßig  be- 
schleunigten Bewegung  zu  vergleichen,  bildet  man,  indem  man 
f(t)  zweimal  differenzierbar  voraussetzt, 

PP'  -  f{t  +  t)  -  f{t)  -  Tfit)  +  ^tY'it)  +  r'e, 

und  läßt  von  P  wieder  zur  Zeit  t  einen  zweiten  beweglichen 
Punkt  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  t;  ausgehen,  der  sich 
mit  der  gleichbleibenden  Beschleunigung  c  bewegt  und  zur 
Zeit  t  + 1  die  Strecke 

durchlaufen  hai.     Dann  wird 

und  man  erkennt  wie  vorhin,  daß,  wenn  man  v^f(t),  c=^f"{t) 
macht,  die  Entfernung  P^P'  zwischen  den  beiden  beweglichen 
Punkten  nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  r  kleiner  wird  als  für 
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jede  andere  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung.  Das  so  ge- 
fundene c  heißt  die  Beschleunigung  der  allgemeinen  Bewegung, 
wir  definieren  also:  Bei  einer  allgemeinen  geradlinigen 
Bewegung  ist  die  Beschleunigung  die  zweite  Deri- 
vierte  der  Wegstrecke  oder  die  erste  Derivierte  der 
Geschwindigkeit  nach  der  Zeit.  Wir  bezeichnen  sie  all- 
gemein mit  Wj  haben  also 

w  =  s^i\  (3) 

Einheit  der  Beschleunigung  ist  die  Beschleunigung  der- 
jenigen gleichförmig  beschleunigten  Bewegung,  bei  der  die 
Geschwindigkeit  in  einer  Sekunde  um  einen  Zentimeter  pro 
Sekunde  zunimmt.  Sie  ist  eine  abgeleitete  Einheit,  deren  Di- 
mensionen 

[i,  t-*] 

sind.  Ist  die  Beschleunigung  w  als  Funktion  der  Zeit  be- 
kannt, so  ergibt  sich  aus  (3) 


s^a  +  ht+fw(t)dt', 

0 

die  Bewegung  ist  also  festgelegt  bis  auf  eine  hinzukommende 
gleichförmige  Bewegung ,  die  durch  die  Anfangslage  und  An- 
fangsgeschwindigkeit bestimmt  wird« 

Ebenso  wie  wir  die  erste  und  zweite  Derivierte  der  Weg- 
strecke nach  der  Zeit  gebildet  haben,  läßt  sich  auch  die  dritte, 
vierte,  . . .  Derivierte  in  Betracht  ziehen.  Diese  werden  als 
die  höheren  Beschleunigungen  bezeichnet,  haben  aber  nur 
mathematisches  und  kein  praktisches  Interesse. 

Dagegen  haben  diskontinuierliche  Änderungen  der  Ge- 
schwindigkeiten eine  gewisse  reale  Bedeutung,  sie  treten  in 
der  Lehre  vom  Stoße  auf.^) 


1)  Der  in  diesem  Paragraphen  verfolgte  Ideengang  beruht  wesent- 
lich auf  Lagranges  Theorie  des  fonctions  analjtiques,  Paris  1813, 
p.  312  ff;  CKuvres,  tome  9,  p.  837  ff. 
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8.  Oeschwindigkelt  und  Beschlennigimg  bei  krumm- 
llniger  Bewegung.  Wir  setzen  nun  voraus,  daß  die  Bahn 
eines  beweglichen  Punktes  gekrümmt  sei.  Die  Lage  des 
Punktes  P  ist  eine  kontinuierliche  Funktion  der  Zeit,  F{t), 
die  wir  als  zweimal  differenzierbar  voraussetzen. 

Die  erste  und  zweite,  nach  der  Zeit  genommene 
Derivierte  des  Punktes  P  oder  des  Vektors  P—  0,  der 
von  einem  festen  Punkte  0  nach  P  hinläuft,  heißen 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  des  be- 
weglichen Punktes.  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
sind  also  hier  Vektoren. 

Der  Punkt  0  ist  zu  dem  festen  Punktsystem  zu  rechnen, 
auf  das  sich  die  Bewegung  bezieht.  Wir  legen  drei  durch  0 
gehende,  zueinander  senkrechte  Achsen  fest,  die  ebenfalls  eine 
unveränderliche  Lage  gegen  das  feste  Punktsystem  beibehalten. 
Dann  können  wir  setzen 

P  —  0  =»  a?ei  +  y^,  +  ^e^,  (4) 

indem  x,  y,  z  die  Komponenten  des  Radiusvektors  nach  den 
drei  Achsen  bezeichnen,  und  finden  für  den  Geschwindigkeits- 
und Beschleunigungsvektor  sofort 

die  Komponenten   der  Geschwindigkeit   und    der  Be- 
schleunigung sind  die  ersten  und  zweiten  Derivierten 
der  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  nach  derZeit. 
Nennen  wir  v  die  Größe  der  Geschwindigkeit,  so  ergibt  sich 

V  «  mod  P  =  s,  (6) 

wenn  $  die  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gerechnete 
Bogenlänge  der  Bahnkurve  bezeichnet:  die  Größe  der  Ge- 
schwindigkeit ist  die  Derivierte  der  Weglänge  nach 
der  Zeit. 

Wir  führen  jetzt  den  Tangentenvektor  t  und  Normalen- 
vektor n  im  Punkte  P  der  Bahnkurve  ein  (vgl.  Kap.  II,  §  2) 
und  finden 


(5) 
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P^vt:  (7) 

die    Oeschwindigkeit    hat    die    Richtung    der    Bahu- 
tangente.     Weiter  wird,  da  n  «  Qdt/ds, 

:      dt    ds       V 

ds     dt  Q 

und  somit,  da  P  =  vt  +  vt  ist, 


v« 


P^vt  +  ^n:  (8) 

die  Beschleunigung  ist  in  der  Schmiegungsebene  der 
Bahnkurve  enthalten,  ihre  Komponente  nach  der  Bahn- 
tangente (Tangentialbeschleunigung)  ist  die  Deriyierte 
der  Oeschwindigkeitsgröße  v  nach  der  Zeit,  ihre  Kom- 
ponente nach  der  Bahnnormale  (Normalbeschleuni- 
gung) ist  gleich  v^/q. 

Die  Tangentialbeschleunigung  hat  mit  t  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinn,  jenachdem  t;  zu-  oder  abnimmt;  wenn  sie 
verschwindet,  ist  die  Bewegung  gleichförmig,  d.  h.  v  kon- 
stant. Die  Normalbeschleunigung  dagegen  hat  immer  den- 
selben Sinn  wie  n,  sie  ist  also  stets  auf  das  Krümmungs- 
zentrum zu  gerichtet;  wenn  sie  verschwindet,  ist  p  »  oo,  also 
die  Bewegung  geradlinig. 

Wir  verlegen  den  Geschwindigkeitsvektor  an  den  Koor- 
dinatenursprung, setzen  also 

p^r-^0,  (9) 

dann  ist  V  eine  Funktion  der  Zeit,  und  die  Bahn  dieses 
Punktes  V  heißt  der  Hodograph  der  Bewegung  von  P  für 

den  Pol  O.O     Da 

••        • 

P=7 

wird,  ist  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  auf  dem 


1)  Die  Entdeckung  des  Hodographen  verdankt  man  Encke,  seine 
allgemeine  Darstellung  Moebius  (Die  Elemente  der  Mechanik  des 
Himmels,  1848,  Ges.  Werke  Bd.  4,  8.  47),  seine  ausführliche  Theorie 
W.  B.  Hamilton,  zuerst  Transactions  of  the  B.  Irish  Academy,  Dublin, 
vol.  3  (1846)  und  darauf  Elements  of  Quatemions,  London  1866,  p.  100 
und  718. 
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Hodographen  die  Beschleunigung  der  ursprünglichen 
Bewegung. 

Bewegt  sich  P  in  einer  Ebene  oder  auf  einer  Kugel,  so 
liegt  auch  der  Hodogpraph  in  einer  Ebene  oder  auf  einer  Kugel. 

Als  ein  Beispiel  woUen  wir  die  Bewegung  behandeln, 
deren  hodographische  Bewegung  geradlinig  und  gleichförmig 
ist.  Es  wird  dann,  wenn  b  einen  in  die  gerade  Linie  fallenden 
Einheitsrektor  beseichnet, 

r^ßb. 

Hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  a  einen  beliebigen 
neuen  Einheitsvektor  bezeichnet, 

P^V-  O^v^a  +  ßtb, 

und  durch  erneute  Integration  fin- 
den wir  y^  Xi-ßfb 

P  -  Po  +  v^ta  +  ißfib. 

Die  Bahn  ist  eine  ebene  Kurve,  die 
der  durch  die  Vektoren  a  und  b  und 
den  Punkt  Pq  bestimmten  Ebene  an-  ^^    ^^ 

gehört,  und  zwar  ist  sie  eine  Parabel, 

deren  Durchmesser  dem  geradlinigen  Hodographen  parallel  sind. 
4.   Folarkoordinaten  Ar   eine   ebene   Bewegung. 
Bewegt  sich  P  in  einer  Ebene,  so  können  wir  bei  Benutzung 
eines  festen  Einheitsvektors  a  setzen 

P^0  =  refva,  (10) 

r,  9  sind  dann  die  Polarkoordinaten  von  P. 
Wir  setzen  nun  weiter 


(-{)„ 


dann  ist  rr  der  Radiusvektor  P  —  0  des  Punktes  0,  7n  ein 
dazu  senkrechter  Einheitsvektor,  und  durch  Differentiation  von 
(10)  ergibt  sich 

P  »  refva  +  rq>ie'^a  «  fr  +  rytn, 

und,  da  r  -=  ^ief'^a  =  91W ,  m  ==  —  q)ef*''a  =  —  yr  wird,  ist 
weiter  P  ^  (f -^  ry«) r  -f  (2f  9  -f  ry) m. 
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Also  sind  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  und  der  Be- 
schleunigung nach  dem  Radiusvektor  und  einer  Normalen  dazu 
die  folgenden: 

«^r  =  ^     ^m^-rq),  I 

..         .,  1  d(r»9)  (11) 

Setzen  wir 

®  -  ^t;«  -  i (V  +  t>« )  -  i (f »  +  r'g>'), 

SO  lassen  sich  die  folgenden  Grleichungen  sofort  durch  Aus- 
rechnung bestätigen: 

d^a^_a^  A^«.?£ 

^^  ^  dt  dr       ~dr  '      ^^^  ^  dt  dq>       d(p  * 

Ist  r  als  Funktion  Yon  ip  gegeben  und  derart  die  Bahn- 
kurve bestimmt,  so  folgt  aus 

r  -  F(<p) 
sofort 

%  -  F\(p)  .9,     t;^  =  F(ip)  .  9, 

und  wenn  man  mit  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Tangente 
mit  dem  Radiusvektor  bildet,  so  wird 

nf^fl         ^''         ^'(^JP)        dlogF(qp) 
eure/  ■"  —  =  "x^r  \  =  — j • 

Daraus  folgt  insbesondere,  wenn  6  konstant  und  ctgd^m  ist, 

r  =  F(ip)  ^a-erv 

wobei  a  eine  Integrationskonstante  bezeichnet.  Die  so  dar- 
gestellte Kurve  ist  eine  logarithmische  Spirale. 

Wird  die  Gleichung  der  Bahnkurve  in  bipolaren  Koordi- 
naten gegeben,  d.  h.  in  der  Form 

fir,  r,)  =  0, 

wobei  r,  r^  die  Abstände  des  beweglichen  Punktes  P  von  zwei 
festen  Punkten  0,  0^  bezeichnen,  so  ergibt  sich  durch  Diffe- 
rentiation nach  der  Zeit 
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und  somit 

df     df 

Für  jeden  Punkt  der  Kurve  ist  so  das  Verhältnis  der  ortho- 
gonalen Projektionen  der  Geschwindigkeit  auf  die  Radien- 
vektoren bekannt;  daraus  ist  die  Richtung  der  Bewegung  und 
demnach  auch  die  Richtung  der  Tangente  sofort  zu  finden. 
Bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die  Eurvennormale  in  P 
mit  den  Radienvektoren  OT  und  O^P  bildet ,  mit  a  und  a^^ 

so  wird 

df    df 
sin  a  :  sin  a,  -=  TT^  :  ~-  • 
^  .     er     dr^ 

Tragen  wir  also  von  P  aus   auf  den  beiden  Radienvektoren 

die  zwei  Strecken  ab,  die  zu  ^  und  ^  proportional  sind,  und 

vervollständigen  sie  zu  einem  Parallelogramm,  so  liefert  die 
von  P  ausgehende  Diagonale  dieses  Parallelogramms  die  Kurven- 
normale.  ^) 

Im  Falle  eines  Mittelpunktskegelschnittes  wird 

f(ryr;)  =  r±r^, 
also 

sin  a  :  sin  «1  =  i  1     und     v^  :  i?^^  =  ^  1, 

jenachdem  es  sich  um  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  handelt; 
daraus  ergibt  sich,  daß  die  Tangente  bei  der  Hyperbel  den 
Winkel  OPO^,  bei  der  EUipse  den  Nebenwinkel  halbiert. 


1)  Die  anseinandergesetzte  Methode,  die  auf  der  Zasammensetzung 
der  Geschwindigkeiten  beruht,  ist  eine  der  ersten  im  17.  Jahrhundert 
ersonnenen  Methoden  zur  Tangentenkonstruktion,  sie  stammt  von  Rober- 
val  und  wurde  dargestellt  in  der  Arbeit  von  Du  Yerdus,  Observations 
Bur  la  composition  des  mouvements,  Anciens  Mämoires  de  TAcad^mie  des 
Sciences,  t.  6  (1780).  Zu  beachten  ist  der  Fehler,  den  Bob  er  val  und 
andere  machten,  indem  sie  im  Falle  der  bipolaren  Koordinaten  immer 
über  v^  und  v^  ein  Parallelogramm  konstruierten,  Vas  im  allgemeinen 
nur  dann  richtig  ist,  wenn  die  Geschwindigkeiten  gleich  sind  oder  einen 
rechten  Winkel  bilden.  Man  vgL  die  Arbeit  von  Duhamel,  Sur  la 
m^ihode  des  tangentes  de  Roberval,  Memoires  des  savants  etrangers, 
t.  6  (1834).  Die  angegebene  einfache  Begel  für  die  Normale  stammt  von 
Foinsot,  Journal  de  r^cole  polytechnique,  cah.  13  (1806),  p.  206. 
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6.  Zentralbewegimg.  Zentralbewegung  heißt  eine  Be- 
wegung, bei  der  die  Beschleunigung  nach  einem  festen  Punkte  0 
hin  gerichtet  ist    Da  dann  P  zu  P—  0  parallel  ist^  wird 

(P-0)  AP  =  0, 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Integration 

(P-0)AP  =  g,  (12) 

wenn  g  einen  konstanten  Vektor  bezeichnet.  Hieraus  folgt 
erstens,  daß  P  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  0  senkrecht 
zu  g  gelegt  wird,  daß  also  die  Bahnkurve  eben  ist,  und 
zweitens  ergibt  sich,  daß  das  von  den  Punkten  0,PfP+P 
gebildete  Dreieck  konstanten  Inhalt  hat.  Das  Doppelte  dieses 
Inhaltes  wollen  wir  mit  c  bezeichnen,  dann  finden  wir  för  den 

iPfdP  Inhalt  dS  des  unendlich  schmalen  Dreiecks, 
das  die  unendlich  benachbarten  Radienvek- 
toren P  —  0  und  P  +  dP  —  0  einschließen, 
den  Wert 


dS 


^cdt 


und  hieraus  durch  Integration  von  ^=0  bis  t 

S^\ct:  (13) 

die  Flache,  welche  der  Radiusvektor, 
von  der  Anfangslage  ausgehend,  durchstreicht,  wächst 
proportional  mit  der  Zeit. 

Nennen  wir  noch  p  den  Abstand  der  Bahntangente  in  P 
von  dem  Zentrum  0,  ds  das  Bogenelement,  so  wird 

2dS=^pds-=-cdty 

woraus 

ds       c 

dt       p 

die  Größe  der  Qeschwindigkeit  ist  dem  Abstand  der 
Bahntangente  vom  Zentrum  umgekehrt  proportional. 
Ferner  schreitet  die  Bewegung  immer  in  demselben 
Sinne  fort,  dieser  ist  durch  die  Richtung  des  Vektors  g,  fÖr 
die  er  einen  positiven  Drehungssinn  bedeuten  muß,  bestimmt 
In  Polarkoordinaten  wird  der  Ausdruck  fiir  dS 

dS  =»  ^r^d(p, 
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somit  ergibt  sich  anch 

r»9>  -  c,  (14) 

also  wird  nach  (11)  t;„  =  —  •    Beachten  wir  femer,  daß  w^^O 
wird,  so  finden  wir  aus  (11)  sofort 

P  ^  (^  —  r^^)r . 

Sehen  wir  nun  r  als  Funktion  von  9  an,  so  wird 

dr    äq>       dr     c  r 

dq>      dt         dq>      r'  dq> 

und 

.. dr     e  c*       r 

also  ergibt  sich  schließlich 


p^ — tAt  +  ^^J''- 


(15) 


Nach  dieser  Oleichung  laßt  sich,  wenn  die  Bahnkurve,  also 
r  ab  Funktion  von  9  bekannt  ist,  die  Größe  der  Beschleuni- 
gung durch  gewohnliches  Differenzieren  finden;  umgekehrt 
stellt  sie,  wenn  die  Beschleunigung  von  r  und  q>  gegeben  ist, 
eine  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der  Bahnkurve  dar. 

Sei  z.B.  die  nach  0  gerichtete  Beschleunigung  dem 
Quadrate  des  Abstandes  r  von  diesem  Punkte  um- 
gekehrt proportional.     Dann  ergibt  sich 


a« 


Multiplizieren   wir   diese   Yektorgleichung   vektoriell   mit   der 
Vektorgleichung  (12),  so  ergibt  sich 


a* 


PAflr-~^(P-0)  A[(P-0)AP] 

und  dies  wird  nach  Gleichui^  (20)  in  Kap.I,  da  (P—  Oy  =  r*, 
also  (P-0)xP-rr  ist, 
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Hieraus  folgt  durch  Integration ^   wenn  eh   einen  konstanten 
Vektor  bedeutet 

tAE.L^  +  ,n.  (16) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  skalar  mit  P —  0,  so  ergibt 
sich  links  nach  (12) 

PA0x(P-O)     ffx{P--'0)AP  ^ffl^^i 

a*  ""  a"  ""  a*       '^ 

und  rechts,  da  {P-0)x{P-0)^  r*, 

r  +  £Ä  X  (P—  0)  «  r[l  +  £  cos 9], 

wenn  wir  mit  9  den  Winkel  zwischen  dem  Radiusvektor  und 
dem  festen  Vektor  h  bezeichnen.     Somit  wird 


r-T^ ,  (17) 

dies  aber  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  von  dem 
0  ein  Brennpunkt  ist. 

Multiplizieren   wir  die  Gleichung  (16)  vektoriell  mit  g, 
so  erhalten  wir 

die  linke  Seite  dieser  Gleichung  wird  nach  (20)  in  Kap.  I 

denn  es  folgt  aus  (12)  gxP  =  0.  Führen  wir  nun  die  Hodo- 
graphenbewegung  ein,  setzen  also  P  ^V—  0,  und  machen 
gleichzeitig  ig  A  Ä  =  y^(^o  ~  ^)y  ®^  ergibt  sich 

Es  ist  aber  wegen  (12)  der  Vektor  P  —  0  senkrecht  zu  jf, 
die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  steUt  also  einen 
Vektor  dar,  der  in  die  Ebene  der  Bahnkurve  föllt  und  dessen 
Modul  gleich  dem  Modul  von  g,  also  gleich  ya  wird.  Somit  wird 

mod(F-F„)  =  ^, 

d.  h.  der  Hodograph  ist  ein  Kreis  mit  dem  Radius  aly. 
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Hieraus  laßt  sich  aufs  neue  ableiten,  daß  die  Bahnkurve 
ein  Kegelschnitt  ist.  Es  sei  OM  das  aus  0  auf  die  Bahutangente 
in  P  gefällte  Lot,  V  der  dem  Punkte  P  entsprechende  Punkt 
des  Hodographen.  Dann  ist  OM=^p,  OV=v  und  OMA.OV\ 
da  aber  pv  ^  konst.,  ist  der  Ort  von  M  die  inverse  Figur  des 
Hodographen,  um  90^  gedreht,  also  ein  Kreis.  Dann  aber  ist 
die  Bahnkurve  als  die  Einhüllende  des  einen  Schenkels  eines 
rechten  Winkels,  dessen  Scheitel  M  einen  Kreis  beschreibt 
und  dessen  anderer  Schenkel  durch  einen  festen  Punkt  0  geht, 
ein  Kegelschnitt,  der  0  zum  Brennpunkt  hat. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  V^  —  0,  ist  die  Größe  v  der 
Geschwindigkeit  konstant,  es  wird  h  A  g  ^0,  also  mit 
gr  X  (P  —  0)  -  0  auch  Ä  x  (P  -  0)  =  0,  d.  h.  die  Bahnkurve 
hat  die  Gleichung  r  =  y*,  ist  also  ein  Kreis.  Dann  liefert  die 
Gleichung  (15) 

es  wird  somit  auch  die  Größe  der  Beschleunigung  konstant, 

und  führt  man  wieder 

c 

ein,  so  wird 

P  =  —  rcj*r  = r, 


wie  es,  da  hier  q  =^r  ist  imd  v  =  0,  auch  aus  (8)  hervorgeht. 

Übungsbeispiele. 

L  Aufgabe.  Die  Zentralhewcgung  zu  imtersuchen,*  hei  der  die 
Beschleunigung  dem  Badiusvektor  proportional  ist, 

Anflösang.  Es  wird  dann,  wenn  0  das  feste  Zentrum,  P  der 
bewegüche  Punkt  ist, 

i>«-a«(P— 0), 

wobei  a  eine  reelle  Konstante  bedeutet.    Die  Integration  liefert,  wie 
sich  durch  doppelte  Differentiation  leicht  rückwärts  bestätigen  läßt, 

P  ^  0  ^  a  cos  atp  +  b  sinatq^ 

wenn  wir  mit  ap  und  hq  zwei  konstante  Vektoren  mit  den  Moduln 
a  und  b  bezeichnen.    Die  Bahnkurve  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
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punkt  0  ist  und  von  der  die  Vektoren  ap  und  bq  zwei  konjugierte 
Halbmesser  bilden. 

2.  Aufgabe.  Unter  der  Projektion  einer  krummlinigen  Bevcegung 
a/uf  eine  Gerade  versteht  man  die  geradlinige  Bewegung,  wdche  der 
Fußpunkt  P  des  aus  dem  beweglichen  Punkte  P'  auf  die  Gerade  ge- 
fällten Lotes  ausfi^rt.  Man  soll  insbesondere  die  Projektion  einer 
glei^flirmigen  Kreisbewegung  untersuchen.  (Thomson  u.Tait,^Trea- 
tise  on  Natural  PhHosophy,  2.  ed.  Cambridge  1896^),  vol.  1,  p.  40). 

AuflöBong.  Wir  legen  die  Gerade,  auf  die  wir  projizieren, 
durch  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  und  wählen  sie  zur  x- Achse  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems.  Sind  dann  x^y  die  Koordinaten 
eines  Kreispunktes  P,  a  der  Radius  des  Kreises,  so  wird 

o;  »»  a  cos  9,     ^-»a  sin  90,     9  «=  w^  —  e. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  o  können  wir  auch  in  die  Form  bringen 


29r 


G)  =» 


wenn  T  die  Periode  der  Bewegung,  d.h. 
die  Zeitdauer  eines  Umlaufes  des  beweg- 
lichen Punktes  ist.  So  erhalten  wir  sofort 
die  Darstellung  der  projizierten  Bewegung 
in  der  Form 


rr  «=  a  cos 


pig  25.  Diese  Bewegung  heißt  eine  harmonische, 

a  ihre  Amplitude,  T  ihre  Periode,  £  ihre 
Phase.    Der  Punkt  a;  »  0  ist  der  Schwingungsmittelpunkt. 

Die  Beschleunigung  in  der  projizierten  Bewegimg  ist  die  Pro- 
jektion der  Beschleunigung  bei  der  Kreisbewegung.  Diese  Be- 
schleunigung aber  ist  konstant  gleich  co'a  und  nach  dem  Zentrum  0 
gerichtet.  Also  wird  die  Beschleunigung  in  der  projizierten 
Bewegung  dem  Abstände  des  bewegten  Punktes  von  dem 
Schwingungsmittelpunkte  proportional  und  nach  diesem 
hin  gerichtet.  Ist  k^{^  co*)  der  Proportionalit&tsfaktor,  so  wird 
die  Periode  der  Schwingung  T  —  27t :  Ä. 

3.  Aufgabe.  Die  Resultierende  zweier  harmonischen  Bewegungen 
von  gleicher  Periode  auf  derselben  Geraden  eu  finden, 

Auflösung.  Wenn  zwei  Teilbewegungen  auf  derselben  Ge- 
raden zusammengesetzt  werden  sollen,  so  ist  ein  Punkt  0  der  Ge- 
raden als  die  Ruhelage  auszuzeichnen  und  die  Teilbewegungen  sind 


1)  Im  folgenden  einfach  alp  Thomson  und  Tait  zitiert. 
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als  zwei  verschiedene  Ausweichungen  aus  dieser  Ruhelage  aufzu- 
fassen. Die  resultierende  Ausweichung  ist  dann  einfach  die  Summe 
der  beiden  zusammenzusetzenden  Ausweichungen.  So  finden  wir  hier 
fOr  die  resultierende  Ausweichung  einen  Ausdruck  von  der  Form 

a  cosi-ji —  ej  +  a  cos  ( -^ «  I  • 

Setzen  wir  darin 

a  cos  e  +  a  cos  e'  =  r  cos  ö,  a  sin  b  +  a  sin  e'  =-  r  sin  ö, 

also 

a«'*+  aV*'  —  re**,  r*=  a*+  o'*+  2aa'cos(f  —  e'), 

so  geht  er  über  in 

r  cos  (  -^ Öj  • 

Die  resultierende  Bewegung  ist  also  wieder  eine  harmonische.  Legt 
man  die  Amplituden  a^  a  so  als  Strecken  hin,  daß  sie  mit  der  Ge- 
raden, auf  der  die  Bewegung  stattfindet,  die  Phasen winkel  £  und  e' 
einschließen,  so  schließt  die  Diagonale  des  durch  sie  bestimmten 
Parallelogramms  mit  der  Geraden  den  resultierenden  Phasenwinkel  0 
ein  und  gibt  durch  ihre  Länge  die  resultierende  Amplitude  an. 

4.  Aufgabe*  Zwei  harmonische  Bewegungen  in  zwei  zueinander 
senkrechten  Geraden,  deren  Perioden  sich  wie  2:1  verheilten,  zu  einer 
resultierenden  Bewegung  zu  vereinigen. 

Aoflösnng.  Die  beiden  Geraden  seien  zu  Koordinatenachsen 
gewählt,  der  Koordinatenursprung  bedeute  wieder  die  gemeinsame 
Ruhelage  der  beiden  Bewegungen.  Dann  wird  die  Lage  deiB  Punktes  P 
bei  der  resultierenden  Bewegung  durch  die  Koordinaten  bestimmt 

a?  «  a  cos  [—^ ijy^    y  =  ö  cos(^-  —  i^j , 

es  wild  also,  wenn 

gesetzt  wird, 

a;  »  a  cos  (290  —  a),    y  =»  2>  cos  9.  ^^-  *•• 

Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  q>  die  Gleichung  der  Bahnkurve 
von  P  (Fig.  26) 

Mftroolongo:  theont.  Meohsnik.  6 
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Für  a  »  0  oder  a  «» sr  ergibt  sich  insbesondere 

also  eine  Parabel,  von  der  aber  nur  das  Stück  in 

'*  Betracht  kommt,  das  in  dem  durch  die  Bedingungen 

—  a^a;^  +  a,  —h^y^  +  b  bestimmten  Rechteck  liegt  (Fig.  27). 

Die  allgemeine  Kurve  ist  von  der  vierten  Ordnung  und  symmetrisch 

bezüglich  der  x- Achse.    Sie  wird  auch  bezüglich  der 

^-Achse  symmetrisch  für  a  —  -g-  und  «  -.  —  (Fig.  28), 
dann  lautet  ihre  Gleichung 

5.  Aufgabe.  Ein  Punkt  durchläuft  eine  Sdtraubenlinie  in  gleich- 
förmiger Bewegung;  die  Beschleunigung  und  den  Kriimmungsrcidius 
zu  bestimmen. 

Auflösung.  Wir  legen  von  den  fundamentalen  Einheitsvek- 
toren 6]^,  6},  63  den  letzten  e^  in  die  Achse  des  Zylinders,  auf  dem  die 
Schraubenlinie  liegt,  und  setzen  e^  "^  te^^,  dann  wird  die  Gleichung 
der  Schraubenlinie  von  der  Form 

p=»  0  +  aef^e^  +  amtpe^. 

Daraus  folgt 

jp  »  a{t*'P  ie^  +  m^j)  9 

und  somit  für  die  konstante  Größe  v  der  Geschwindigkeit 

t;»«i>««a*(l+m«)9*, 

also  ist  q>  konstant,  q>  eine  lineare  Funktion  der  Zeit.  Die  Be- 
schleunigung reduziert  sich  auf  die  Normalkomponente  und  wird,  da 
$>  -  0, 

ist  also  senkrecht  zur  Zylinderachse  und  von  der  Größe 

•. «! 


aq>  = 


a  (1  +  !»•) 
Da  sie  andererseits  gleich  —  sein  muß,  ergibt  sich 


Q^a{l+m^, 


Übnngsbeupiele. 
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6.  Aufgabe.  Ein  Punkt  Q  bewegt  sich  auf  einer 
Geraden  x  mit  konstanter  Geschwindigkeit  u,  ein  an- 
derer Punkt  P  bewegt  sich  in  einer  die  Gerade  x  ent- 
haltenden Ebene  mit  einer  Geschwindigkeit  von  der 
konstanten  Größe  v,  die  immer  nach  Q  hin  gerichtet  ist. 
Gesucht  wird  die  Bahn  von  P  (Verfolgungskurve), 

Anflösnng.  Wir  bezeichnen  mit  0  den  Punkt 
der  Geraden  o?,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  von 
P  senkrechtzu  x  ist,  und  mit  ^  die  zugehörige  Lage 

von  P.  Durch  0  als  Ur- 
sprung und  die  €rerade  x 
als  re*  Achse  legen  wir 
ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem fest  und 
haben  dann,  wenn  wir 
annehmen,  daß  fCb:  die 
Lage  ^  ^  »  0  ist, 


Fig.  S9. 


OQ-=-uty     AP^s^vt,     also     OQ^—s. 

Andererseits  wird  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe 

r\/\  dx 

Differenzieren  wir  die  so  entstehende  Gleichung  nach  g,  so  ergibt 
sich,  da  ^  =T/l  +  (^j  ,  wenn  wir  diesen  Wert  =  z  setzen, 


u 


—  y 


und,  da 


finden  wir 


d^x 
dy* 


dz        dx    d*x 
dy  "*  dy    dy 


~x       .  /"s d*x 


dy 

y 


dz 


y7*— 1 


Setzen  wir  dann  t  —  Cojic?  =»  •J-(c"  +  c"*),  so  wird  die  rechte  Seite 
der  vorstehenden  Gleichung  ==»  dw  und  es  folgt  durch  Litegration 


u 

V 


(log  yo  —  log  y)  ^  V  ^^^ 


also 


^^T 


y? 

y 


w 


[(?)•+©■] 


b* 
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und 


dy  2  l\y)         \yj   J' 


welche  Oleichnng  sich  sofort  integrieren  läßt.    Es  ergibt  sich,  wenn 
wir  t?  >  w  voraussetzen, 

v  —  u  »  +  I«. 


X 


_      UV         t^       1      /y\   * 1 /y\    p 


Hierbei  ist  die  voranstehende  Integrationskonstante  durch  die  Be- 
dingung bestimmt  worden,  daß  für  rr  »»  0  y  ^^  Vq  wird.  Für  den 
Weg  von  P  ergibt  sich 

^""t;*^ü«^o       YL^_|,VyJ        "^MT^Vy,;       J^o- 
Wir  sehen  nun,   daß  y  =  0  wird  für  0?^  =  -i^j  i^o?  dann  wird 

*i  "^  v*^^*^^'  mithin  die  zugehörige  Zeit  t^  ^  ^t_^%yo  i^d  dem- 
nach x^^^uti,  der  Verfolger  hat  also  den  Verfolgten  eingeholt,  und 
die  Verfolgungskurve  trifft  an  dieser  Stelle  auf  die  jc- Achse  sie  be- 
rührend auf.  Vgl.  Loria,  Spezielle  ebene  Kurven,  Abschn.  VII,  Kap.  2. 

7.  Aufgabe.  Die  Lage  eines  Punktes  P  im  Räume  sei  auf  ein 
System  von  Polarkoordinaten  bezogen,  in  dem  r  den  "Radiusvektor, 
X  die  geographische  Länge  und  <p  die  geographische  Breite  bezeichnet. 
Die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  nach  dem  Radiusvektor  und 
nach  den  Tangenten  an  den  Meridian  und  den  Paralldkreis  zu  finden. 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  mit  e^,  e^,  e^  die  drei  Orund- 
vektoren,  mit  0  den  Ursprung,  so  wird 

P  —  0  =^  r  cos  A  cos  9^1  +  r  sin  A  cos  96^  +  r  sin  q>€^ . 

Differenzieren  wir  dies  nach  der  Zeit,  so  ergibt  sich  ein  Ausdruck 
von  der  Form 

P=  r  •  e^  -f  rq>  •  €^'  -f  rl  cos  q>  -63'; 

6^',  62',  63'  sind  dann  drei  neue,  zueinander  senkrechte  Einheitsvek- 
toren, die  der  Reihe  nach  in  den  Radiusvektor,  die  Tangente  des 
Meridians  und  die  Tangente  des  Breitenparallels  fallen,  und  es  wird 
bei  der  Differentiation 

^i'  =-  cos  A  cos  9  •  ^1  +  sin  A  cos  9?  •  ^j  -j-  sin  9  •  63 , 

e/  =  —  cos  A  sin  9  •  6^  —  sin  A  sin  9  •  ^j  -f  cos  9  -63, 

63'  =-  —  sin  A  •  ^1  -f  cos  A  •  ^2 . 
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Die  Komponenten   der  Geschwindigkeit  nach  den  Richtungen 
dieser  drei  Vektoren  sind  nach  dem  Ausdruck  für  P 

Um  die  Komponenten  der  Beschleunigung  zu  finden,  differenziere 
man  den  Ausdruck  für  P  und  beachte  dabei,  daß 

6j'  —  l  cos  963  +  962',       6j'  =  X  sin  q>e^'  —  9>^i\ 

^j'  =  —  X  (cos  q>ei  —  sin  g)6j') 

wird.    Dann  erhält  man  für  die  gesuchten  Komponenten  die  Aus- 
drücke 

M?^  =  r  —  rg)^  —  rX^  cos  (p, 
%  ""  y  ^e     —  r  cos  9;  sin  g)A% 
1      d(r*cos9*i) 


«7 


Setzt  man 


^       rcosqp  dt 


=»  c 


a>  =  1  (r«  +  r«,,»  +  rU«  cos*  9), 

so  kann  man  schreiben 

dc0d^  d  30     d0  d  d0     d0 

^     dtdr      dr^        V      dt  d^      d<p^  ^    ^      dt  dX      dX 

8.  Aufgabe.    Ein  FunJU  bewegt  sich  auf  einer  Kugel  50,  daß 
V  :  v^  ^=^  c  ist.    Die  Bahnkurve  zu  bestimmen, 

Auflösung.   Es  ergibt  sich  nach  den  Ausdrücken  in  der  vorigen 
Aufgabe 

d(p 

COB  qtdX 

oder 

(ilogtang  ^^  +  |.j  ==  cdX, 
mithin 

tang(f +  |)-a«'^. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Loxodrome,  nämlich  der  Bahn  eines 
Schiffes,  das  auf  der  Erdkugel  unverändert  denselben  Kurs  steuert. 
Bildet  man  die  Erdkugel  auf  einer  Ebene  ab,  indem  man  für  die 
Koordinaten  x,  y  eines  Punktes  in  dieser  Bildebene  die  Werte  nimmt 

x^aX,     p-^a  logtang  [j  +  ^  j  , 
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wobei  a  ein  konstanter  Faktor  ist  (Mercatorsche  Projektion),  so 
wird  das  Bild  jeder  Loxodrome  eine  gerade  Linie. 

9.  Aufgabe.  Ein  PufM  durchläuft  eine  logarithmische  Spirale 
und  seine  Beschleunigung  ist  nach  dem  Fol  dieser  l^rale  hin  geridäet. 
Die  Größe  der  Beschleunigung  tu  finden  und  die  Bewegung  eu  be- 
schreiben. 

AnflöBUiig.    Wir  haben  hier 
zu  setzen.    Dann  liefert  die  Gleichung  (15) 

Die  Größe  der  Beschleunigung  ist  also  proportional  zu 
der  dritten  Potenz  des  Polabstandes  r. 

Da  hier  r  =^  mrq>  und  andererseits  nach  (14)  rq>  =»  —  ist,  er- 
gibt sich 

und  somit 

P  = r. 

r  ; 

I 

Bezeichnet  man  mit  0  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  dem 
Radiusvektor  bildet,  so  wird  die  Normalkomponente  der  Beschleu* 
nigung 

-  smö 
r 

und  da  sie  andererseits  gleich  i^/q  ist,  folgt 

Q  =*  r/sinö. 

Errichtet  man  also  in  dem  Pol  die  Normale  auf  dem  Radiusvektor 
PO,  so  trifft  dieses  die  Kurvennormale  in  dem  Erümmungsmittel- 
punkte.  Der  Radiusvektor  dieses  Krümmungsmittelpunktes  ist  sonach 

dr 
r'=rctgö«r-     ,— =»  awe'"^; 

so  erhält  man  die  Gleichung  der  Evolute,  die  bei  einer  Drehung  des 
Koordinatensystems  um  den  Pol,  indem  man 

log  m  _     , 

^  m  ^ 
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setzt,  übergebt  in 

woraus  ersichtlicb  wird,  daß  die  Evolute  einer  der  ursprünglichen 
kongruente  logaritbmische  Spirale  ist. 

10.  Anfjg^abe.    Die  Kurven^  deren  Polargleichung  sich  auf  die 
Form  bringen  läßt 

r*cosÄ:ö  =»  o*, 

heißen  SÜnussjnraien,  Für  Ä  «  1  ergibt  sich  insbesondere  eine  gerade 
Linie^  für  Ä  =■  2  eine  gleichseitige  Hyperbel^  für  Ä;  =  —  1  ein  Kreis 
usw.  Wir  nehmen  an^  ein  Punkt  bewege  sich  auf  einer  solchen  Sinus- 
spiräle  und  seine  Beschleunigung  falle  stets  in  seine  Verbindungslinie 
mit  dem  Pol  (r  =  0).  Man  soü  den  Wert  der  Beschleunigung  finden. 
AoflöBong.    Durch  Differentiation  ergibt  sich  sofort 


J_  _  1  tang kd,        -j^  =  -i  (tang'ÄÖ  -  -*j^)  , 


also 


de 

1 


1      ,        r  1 — k    __l  —  k   2j^_j 


e* 


Multiplizieren  wir  dies  mit i  i  so  ergibt  sich  für  den  Wert  der 

Beschleunigung 

Die  Beschleunigung  ist  also  einfach  einer  Potenz  des  Radiusvektors 
proportional  und  für  A;  >>  1  von  dem  Pol  weg,  für  A;  <  1  auf  ihn  zu 
gerichtet.  Für  Ä  «  1  wird  sie  gleich  0:  der  Punkt  bewegt  sich 
gleichförmig  auf  einer  geraden  Linie. 

IL  Aufgabe.  Bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  be- 
liebigen Kurve  ist  die  Beschleunigung  der  von  einer  bestimmten  Än- 
fangssteUe  Pq  gerechneten  Bogenlänge  s  proportional.  Die  Bewegung 
£u  untersuchen. 

Anflösuiig.    Es  ist  hier 

5  =  ks. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  leicht  integrieren  durch  den  Ansatz 

s  =  -le;«^ 

Es  wird  dann  ä  =  -4a*e"*,  also  folgt  aus  's  ^  ks^  daß  k  =  a*  wird, 
und  wir  erhalten  das  vollständige  Integral 

5  =  ^cV^'  +  ^e-^*'. 
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Soll  fiir  ^  —  0  der  bewegliche  Punkt  in  Pq,  also  5  »  0  sein,  so  er- 
gibt sich,  wenn  Ä  >  0,  also  Yk  reell,  -4.  =  0,  und  ist  die  Ge- 
schwindigkeit für  t  »  0  gleich  v^ ,  so  folgt 

der  Punkt  entfernt  sich  von  der  Anfangslage  mit  immer  mehr  ab- 
nehmender Geschwindigkeit.  Ist  A;  <  0,  sagen  wir  »  ^  x*,  so  ist, 
um  ein  reelles  s  zu  erhalten,  das  für  ^  «  0  verschwindet, 

2x 

zu  machen  und  man  findet  dann 

s  =  ""^^  sin  X  ^  =  5?-  cos  X  (<  +  ^)  . 

X  X  \         2x/ 

Die  Bewegung  ist  harmonisch. 

12.  Aufgabe.  Die  Cassinischen  Kurven  werden  in  Bipokir- 
Jcoordinaten  durch  eine  Gleichung  rr^  =  a\  die  Cartesischen  Ovale 
durch  ar  +  ßr^^  c  gegeben.  Man  soll  in  irgend  einem  Punkte  P 
dieser  Kurven  die  Tangente  konstruieren, 

Auflösung.    Für  eine  Bewegung  auf  der  ersteren  Kurve  wird 

Daraus  folgt  sofort,  daß,  wenn  man  auf  den  Radienvektoren  in  ihren 
Anfangspunkten  Lote  errichtet,  diese  auf  der  Eurventangente,  vom 
Berührungspunkte  P  aus  gerechnet,  gleiche  Stücke  abschneiden.  Für 
die  letztere  Kurve  wird  dagegen 

Man  hat  also  vom  Kurvenpunkte  P  aus  auf  dem  einen  Radiusvektor 
die  Strecke  ße  und  auf  der  Verlängerung  des  anderen  die  Strecke  ae 
(wobei  e  willkürlich  bleibt)  abzutragen  und  die  Lote  in  den  End- 
punkten der  beiden  Strecken  zu  errichten.  Diese  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  gesuchten  Tangente. 

13.  Aufgabe.  Zu  zeigen^  daß  bei  der  Zentralbewegung,  wenn 
man  das  Zentrum  eum  Pol  wählt^  die  Bahnkurve  und  der  Bodo- 
graph  polarreziproke  Kurven  bezüglich  eines  Kreises  werden  j  dessen 
Mittelpunkt  der  Pol  ist,  wenn  man  noch  um  diesen  Pol  den  Hodo- 
graphen  um  einen  rechten  Winkel  dreht. 

Auflösung.  Sind  zwei  Kurven  in  der  angegebenen  Weise 
polarreziprok,  so  müssen  die  Radien vektoren  der  einen  zu  den  ent- 
sprechenden Tangenten  der  anderen  senkrecht  sein  und  muß,  wenn  v 
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die  Lftnge  des  Badinsvektors,  p  den  Abstand  des  Poles  von  der  ent- 
sprechenden Tangente  bezeichnet,  eine  Relation  von  der  Form 

|)t;  =  konst. 

erfüllt  sein.  Dreht  man  um  90^,  so  geht  die  Orthogonalität  in  Paral- 
lelität über.  Die  Radienvektoren  des  Hodographen  sind  aber  in  der 
Tat  den  zugehörigen  Tangenten  der  Bahnkurve  parallel  und  zwischen 
beiden  besteht  eine  Relation  von  der  vorstehenden  Form,  woraus  der 
zu  beweisende  Satz  sofort  folgt. 

Es  ergibt  sich  auch,  was  sich  direkt  leicht  nachweisen  Iftßt, 
daß  bei  der  Zentralbewegung  die  Beziehung  zwischen 
Bahnkurve  und  Hodograph  wechselseitig  ist,  die  Bahn- 
kurve kann  auch  als  der  Hodograph  des  Hodographen  be- 
trachtet werden. 

14.  Aufgabe.  Den  Krümmungsradius  q  des  Hodographen  eu 
finden, 

Anflösang.  Ist  q)'  der  vom  Radiusvektor  der  Bahnkurve  durch- 
laufene Winkel,  so  wird  dq>'  der  Winkel  zwischen  zwei  unendlich 
benachbarten  Beschleunigungen,  also  auch  zwischen  zwei  unendlich 
benachbarten  Tangenten  des  Hodographen.  Femer  sei  ds'  das  Bogen- 
element  des  Hodographen,  dann  wird 

,       ds        ds'    dw        ds'     r*  r     /^  -\t 
9-Ä-^>~^r-^=  AI  •  T  [s-  (14)]. 


dtp'       dt     dt        dt 

t 

dt  '^'^ 


ds' 
es  ist  aber  -%-  =■  mod  P,  also  wird 


—  mod  P. 
c 


Viertes  Kapitel 
Endliehe  Yerroekangeii  eines  starren  Systems. 

1.  Translatton.  Es  seien  Ä  und  Ä^  zwei  korrespondie- 
rende Lagen  eines  und  desselben  beweglichen  Punktes  bei  zwei 
▼erschiedenen  Stellungen  S  und  S^  eines  starren  Systems.  Der 
Vektor  Ä^— Ä  heifit  die  Verschiebung  von  J.;  wenn  alle 
Punkte  von  S  gleiche  Verschiebungen  erfahren,  so  sagt  man, 
daß  die  Stellung  S^  aus  S  durch  eine  einfache  Parallel- 
verschiebung  oder  Translation  ÄÄi  hervorgeht. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  verschiedenen  Zwischenlagen 
des  Systems  zwischen  S  und  S^  hinzu  und  nehmen  nur  an, 
dafi  für  irgend  zwei  aufeinander  folgende  Zwischenlagen,  wie 
nahe  benachbart  sie  auch  seien,  dieselbe  Eigenschaft  gilt,  daß 
sie  also  durch  eine  Parallelverschiebuug  auseinander  hervor- 
gehen. Die  verschiedenen  Punkte  von  S  werden  dann  kongruente 
Kurven  beschreiben,  und  der  Übergang  von  S  zu  S^  geschieht, 
wie  man  sagt,  durch  eine  kontinuierliche  Translations- 
bewegung. Die  Bögen,  welche  irgend  zwei  Punkte  von  S, 
von  ihren  Anfangslagen  ausgehend,  beschreiben,  sind  gleich; 
die  Tangenten  in  ihren  Endpunkten  sind  parallel,  und  daher 
sind  bei  einer  kontinuierlichen  Translationsbewegung 
die  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen  Puhkte  des 
Systems  in  jedem  Augenblicke  gleich;  umgekehrt,  gilt 
diese  Eigenschaft,  so  ist  die  Bewegung  eine  Trans- 
lation sbewegung. 

Wenn  aber  nur  in  einem  gegebenen  Augenblicke  t 
die  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen  Punkte  durch  gleiche 
Vektoren  dargestellt  werden,  so  fallt  in  Hinsicht  auf  die  Ge- 
schwindigkeiten  zur  Zeit  t   die   Bew^ung   des   Systems 
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mit  dem  eines  kongruenten  Systems  zusammen^  das  in  kon- 
tinuierlicher Translationsbewegung  begriffen  ist  und  zur  Zeit  t 
dieselbe  Geschwindigkeit  hat  wie  das  erste  System.  Dann  sagt 
man  von  dem  letzteren,  daß  es  in  diesem  Augenblicke  in 
einer  momentanen  Translationsbewegung  begriffen  ist. 

Die  Maschinen  liefern  zahlreiche  Beispiele  für  geradlinige 
Translationsbewegungen;  man  denke  z.  B.  an  die  Bewegung 
des  Kolbens  einer  Pumpe  oder  Dampfmaschine,  während  eine 
Koppelstange,  deren  Endpunkte  an  zwei  gleich  langen  Kurbel- 
armen befestigt  sind  und  deren  Länge  gleich  dem  Abstände 
der  Drehungszentren  dieser  Kurbeln  ist,  ein  Beispiel  für  eine 
kontinuierliche,  aber  krummlinige  Transktion  liefert. 

2.  SotatloiL  Wir  betrachten  wieder  zwei  verschiedene 
Lagen  desselben  starren  Systems  und  nehmen  jetzt  an,  daß 
zwei  Punkte  und  damit  auch  alle  Punkte  ihrer  Verbindungs- 
linie a  in  beiden  Lagen  zusammenfallen.  Wir  sagen  dann,  das 
System  habe  eine  einfache  Rotation  um  die  Achse  a  aus- 
geführt. Der  Achse  geben  wir  einen  bestimmten  Sinn,  und 
zwar  einen  solchen  Sinn,  daß  ein  Beobachter,  der  sich 
in  diesem  Sinne  aufrecht  in  die  Rotationsachse  stellt, 
den  Übergang  aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage  in  dem 
Sinne  entgegen  dem  Uhrzeiger  erfolgen  sieht. 

Fallt  man  von  zwei  Punkten,  von  denen  der  eine,  P,  in 
den  anderen,  P^,  durch  die  Rotation  übergeht,  die  Lote  auf 
die  Achse  a,  so  sind  diese  Lote  gleichlang  und 
ihre  Fußpunkte  fallen  in  einen  Punkt  Pq  zu- 
sammen, weiter  ist  der  Winkel  PPqP^  der- 
selbe, wie  auch  der  Punkt  P  in  der  ersten  . 
Systen-lage  angenommen  wird,  er  heißt  der  ^ 
Rotationswinkel  0,  Wir  dürfen  und  wollen 
0  <  sr  annehmen,  die  Rotation  also  in  dem 
Sinne  erfolgen  lassen,  bei  welchem  der  Rota- 
tionswinkel den  kleineren  Wert  hat.  ^*«-  ^ 

Berücksichtigen  wir  nicht  bloß  die  Anfangs-  und  Endlage 
des  Systems,  sondern  betrachten  wir  die  ganze  kontinuierliche 
Bewegung,  durch  die  das  System  aus  der  Anfangs-  in  die  End- 
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läge  übergeht  and  die  so  beschaffen  sei,  daß  auch  in  allen 
Zwischenlagen  die  Punkte  der  Achse  sich  von  ihrem  Orte 
nicht  entfernen,  so  sprechen  wir  von  einer  kontinuierlichen 
Rotationsbewegung.  Die  Punkte  des  Systems  beschreiben 
hierbei  Kreisbögen,  deren  Ebenen  zu  der  Achse  senkrecht  sind 
und  deren  Mittelpunkte  auf  der  Achse  liegen,  die  Geschwindig- 
keiten sind  daher  stets  zur  Achse  senkrecht,  sie  stim- 
men ferner  dem  Sinne  nach  überein,  und  zwar  wird  ihr 
Sinn  von  vornherein  durch  die  über  den  Sinn  der  Rotations- 
achse getroffene  Vereinbarung  gegeben.  Die  Länge  der  Kreis- 
bögen ist  ihren  Radien  proportional,  die  Geschwindigkeiten 
yerschiedener  Punkte  in  demselben  Augenblicke  ver- 
halten sich  also  der  Größe  nach  wie  die  Abstände  der 
Punkte  von  der  Rotationsachse.  Ist  o  zur  Zeit  t  die 
Größe  der  Geschwindigkeit  für  die  Punkte,  die  von  der  Achse 
den  Abstand  1  haben,  so  ist  sie  für  die  Punkte  im  Abstand  r 
gleich  or;  o  heißt  dann  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Rotationsbewegung. 

Fällen  wir  aus  der  Anfangs-  und  Endlage  eines  Punktes 
auf  die  Achse  die  Lote  und  nennen  6  den  Winkel  zwischen 
diesen  Loten,  so  wird  der  von  einem  Punkte  während  der 
ganzen  Bewegung  beschriebene  Bogen  gleich  Or,  wenn  r  wieder 
der  Abstand  des  Punktes  von  der  Achse  ist. 

Bezieht  sich  0  statt  auf  die  Endlage  auf  ii^end  eine 
Zwischenlage,  die  zur  Zeit  t  eintritt,  so  wird 

e  ^a. 

Bleibt  (D  konstant,  so  heißt  die  Rotation  gleichförmig. 
Dann  wird 

wenn  die  Anfangslage  zur  Zeit  ^ »  0  gehört. 
Die  Dimension  von  o  ist 

Wir  betrachten  nun  einen  Vektor  Q,  der  den  Modul  cd 
hat,  imd  der  Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  der  Rotations- 
achse  zusammenfällt.     Dieser  Vektor  heißt  der  Vektor  der 
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Winkelgeschwindigkeit  oder  kurzer  Rotationsvektor. 
Ist  dann  P  ein  beliebiger  Punkt  des  starren  Systems,  P  seine 
Geschwindigkeit,  0  irgend  ein  Punkt  auf  der  Rotationsachse, 
so  wird 

P=Q  A  {P-0),  (1) 

d.h.  bei  der  kontinuierlichen  Rotationsbewegung  um 
eine  Achse  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  P 
des  Systems  das  Moment  des  Rotationsvektors,  den 
man  sich  in  der  Rotationsachse  denkt,  für  den  Punkt  P. 
Wenn  nun  eine  allgemeinere  Bewegung  eines  starren 
Systems  derart  ist,  daß  zu  einer  bestimmten  Zeit  t  die  Ge- 
schwindigkeiten seiner  Punkte  die  ftlr  diese  Punkte  genom- 
menen Yektormomente  eines  Vektors  Q  sind,  so  fallt  die  Be- 
wegung, was  die  Geschwindigkeiten  in  diesem  Augenblicke  an- 
langt, mit  der  gleichförmigen  Rotationsbewegung  eines  kon- 
gruenten Systems  um  die  Linie  des  Vektors  Q  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit a  =  mod  Q  zusammen,  wobei  der  Sinn  der 
Rotationsbewegung  immer  in  der  angegebenen  Weise  durch 
den  Sinn  des  Rotationsvektors  Q  bestimmt  wird.  Deshalb 
sagt  man,  die  Bewegung  des  Systems  im  Augenblicke  t  sei 
eine  momentane  Rotation  um  Q. 

8.  Sohranbenbewegmig.  Ein  starres  System  erfahre 
eine  Translation  längs  einer  Achse  a  und  darauf  eine  Rotation 
um  dieselbe  Achse  a. 

Die  Endlage  P^,  die  ein  Punkt  P  annimmt,  ändert  sich 
nicht,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  beiden  Bewegungen  ver- 
tauscht, also  erst  die  Rotation  und  dann  die  Translation  aus- 
fahrt.  Die  beiden  Bewegungen  heißen  deswegen  vertauschbar. 

Wir  können  auch  die  beiden  Bewegungen  gleichzeitig  aus- 
führen. Dann  müssen  wir  uns  jeden  Punkt  P  auf  einem 
Kreise  denken,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  a  liegt  und 
dessen  Ebene  zu  der  Achse  senkrecht  steht,  und  diesen  Kreis, 
während  der  Punkt  P  sich  auf  ihm  mit  gleichförmiger  Ge- 
8ch windigkeit  bewegt,  längs  der  Achse,  ebenfalls  mit  gleich- 
formiger  Geschwindigkeit,  verschieben.  Der  Punkt  P  beschreibt 
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hierbei  eine  Schraubenlinie  mit  der  Achse  a,  und  die  Bewegung 
ist  die  einer  Schraube  in  ihrer  Mutter;  die  von  den  einzelnen 
Punkten  beschriebenen  Schraubenlinien  haben  dieselbe  Gang- 
höhe. 

Eine  solche  Bewegung  heißt  eine  kontinuierliche 
Schraubenbewegung.  Sind  die  Rotation  und  Translation 
momentan^  so  heißt  auch  die  aus  ihnen  zusammengesetzte 
Schraubenbewegung  momentan. 

Ist  r  die  Geschwindigkeit  der  Translation,  m  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Rotation,  also  ra  die  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  P  im  Abstände  r  von  der  Achse,  so  setzt  sich 
die  resultierende  Geschwindigkeit  von  P  aus  zwei  Vektoren 
mit  den  Moduln  t  und  ra  zusammen,  von  denen  der  erste  der 
Achse  parallel,  der  zweite  zu  der  Meridianebene,  die  P  mit 
der  Achse  verbindet,  senkrecht  ist.  Nennt  man  daher  a  den 
Winkel,  den  die  Tangente  der  Schraubenlinie  in  P  mit  der 
Achse  bildet,  und  der,  wie  wir  wissen,  für  alle  Punkte  einer 
Schraubenlinie  derselbe  ist,  so  finden  wir 

r  •=  ro  cotgtt. 

Aber  2xrcotga  ist  die  gemeinsame  Ganghöhe  aller  Schrauben- 
linien.    Nennen  wir  sie  2yth,  so  ergibt  sich 

und  h  heißt  der  Parameter  der  Schrauben bewegung. 
Für  A  =*  0  ergibt  sich  eine  Rotation,  für  A  =  oo  eine  Trans- 
lation, so  daß  diese  Bewegungen  derail  als  die  Grenzfälle  der 
Schraubenbewegung  erscheinen. 

Wohl  zu  beachten  ist,  daß  t  das  Vorzeichen  +  oder  — 
hat,  jenachdem  der  Sinn  der  Translation  mit  dem  Sinn,  den 
die  Rotationsachse  nach  der  oben  getroffenen  Festsetzung  hat, 
übereinstimmt  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  wird  A  >  0  und 
im  zweiten  Falle  A  <  0.  Das  erste  bedeutet  die  Bewegung 
einer  Rechtsschraube,  das  zweite  die  einer  Linksschraube. 

4.  Bndliohe  Verrüokimgen  eines  starren  Systems. 

Die  bisher  behandelten  Bewegungen:  Translation,  Rotation  und 
Schraubenbewegung,  sind  die  drei  Grundtypen  der  Bewegung 
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eines  starren  Systems.    Ilire  Bedeutung  erhellt  aus  dem  fol- 
genden Satze,  den  wir  jetzt  beweisen  wollen: 

Der  Übergang  eines  starren  Systems  aus  einer 
Lage  S  in  eine  andere  Lage  S^  läßt  sich  immer  durch 
eine  Schraubenbewegung  ausführen,  wobei  man  die 
Grenzfälle  der  Rotation  und  Translation  einzu- 
schließen hat. 

Wir  beginnen  mit  einem  Spezialfall.  Eine  Ebene  a  des 
starren  Systems  (und  damit  auch  jede  parallele  Ebene)  möge 
sich  in  sich  selbst  verschieben.  Wir  betrachten  die  Schnitte  8y  s^ 
der  Ebene  a  mit  S,  S^.  Wenn  wir  s  in  s^  überführen,  geht 
auch  5  in  S^  über.  Denn  sind  A  und  Ä^  Anfangs-  und  End- 
lage eines  beliebigen  Punktes,  so  müssen  auch  die  Fußpunkte 
B  und  £|  der  aus  Ä  und  A^  auf  die  Ebene  gefällten  Lote 
Anfangs-  und  Endlage  eines  Punktes  in  dem  starren  System 
sein,  wobei  AB^  A^B^  wird.  Geht  umgekehrt  B  in  B^  über 
und  die  ganze  Ebene  in  sich,  also  ein  Lot  auf  ihr  wieder  in 
ein  Lot  auf  ihr,  so  geht  auch  ^  in  ^^  über. 

In  der  Ebene  a  gibt  es  notwendigerweise  Punkte,  die 
nicht  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen,  denn  sonst 
würde  überhaupt  keine  Bewegung  einti'eten.  Sei  B  ein  solcher 
und  J?|  der  Punkt,  in  den  er  übergeht.  Dann  geht  B^  in 
einen  dritten  Punkt  B^  über  derart,  daß  BB^  »  A-^s  wird, 
denn  Ton  diesen  beiden  Strecken  geht  durch  die  Bewegung 
die  erste  in  die  zweite  über.  Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden,  jenach  dem  die  drei 
Punkte  By  B^,  B^  in  einer  Ge- 
raden liegen  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  ist  die  ganze  Bewegung  eine 
Translation,  wenn  B  und  B^  ver- 
schieden   sind,    also   B^   in    der  «    •« 

'  *  lg»  81. 

Mitte  zwischen  B  und  jB^  liegt. 

Denn  ist  dann  C  die  Anfangslage  und  Q  die  Endlage  irgend  eines 
weiteren  Punktes,  so  werden  die  Vektoren  C—B  und  Cj  — JS^ 
einander  gleich,  woraus  auch  die  Yektorengleichheit  C^—  C ^ 
B^  —  B  folgt.     Liegen  B,  B^,  B^  nicht  in  einer  Geraden,  so 
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liegen  sie  auf  einem  Kreise  und  man  kann  durch  eine  Drehung 
der  Ebene  um  den  Mittelpunkt  M  dieses  Kreises  B  m  B^  und 
B^  in  B^  überfähren.  Diese  Drehung  führt  auch  jeden  weiteren 
Punkt  aus  seiner  Anfangslage  C  in   seine  Endlage  C^  über. 

^^^ {;  Fällt  endlich  5,  mit  B  zu- 

^^^'''     ^ sammen,  so  wird  die  gefor- 

/     >'''^y^^^^^^^>^!r'\  derte    Bewegung    hergestellt 

C    /jC  Z^^"*"^^^^        durch  eine  halbe  Umdrehung 

/y^  \  I  \       um  die  Mitte  der  Strecke  BB^ . 

bK  \         /  \     Wir    schließen    also:     eine 

/  \^l  \    ebene    Figur     kann     aus 

I  M  I    einer    Lage    in    eine    be- 

\  liebitre    andere   Laire   in- 

fiir   S9  DO 

nerhalb  derselben  Ebene 
übergeführt  werden^  entweder  durch  eine  Translation 
oder  durch  Rotation  um  einen  Punkt  der  Ebene. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt  in  analoger  Weise  auch  fär  die 
Bewegung  einer  Kugel  in  sich,  d.  h.  eine  Drehung  der  Kugel 
um  ihren  Mittelpunkt,  nur  kommt  dann  der  Fall,  daß  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  liegen,  in  Wegfall,  da  drei  Punkte 
einer  Kugel  immer  auf  einem  Kreise  liegen.  Bleibt  aber  bei 
einer  Drehung  der  Kugel  um  ihren  Mittelpunkt  ein  Punkt  der 
Kugel  fest,  so  bleiben  auch  alle  Punkte  der  Geraden  fest,  die 
diesen  Punkt  mit  dem  Kugelmittelpunkt  yerbindet.  So  ergibt 
sich:  Haben  zwei  verschiedene  Lagen  eines  starren  Sy- 
stems einen  gemeinsamen  Punkt,  so  haben  sie  auch 
alle  Punkte  einer  Achse  gemeinsam,  die  durch  diesen 
Punkt  hindurchgeht,  und  die  erste  Lage  geht  in  die 
zweite  durch  eine  einfache  Rotation  um  diese  Achse 
über. 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinen  Fall  und  bezeichnen 
mit  A  und  A^  Anfangs-  und  Endlage  irgend  eines  Punktes 
des  starren  Systems.  Dann  lassen  wir  dieses  zuerst  eine  Trans- 
lation ausführen,  die  A  in  A^  überführt,  und  suchen  darauf 
eine  Bewegung,  die  das  System  aus  der  durch  die  Translation 
erreichten  Zwischenlage  in  die  Endlage  überführt.    Eine  solche 
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Bewegung  ist  nach  dem  vorigen  Satze  eine  Rotation  um  eine 
durch  A^  gehende  Achse,  denn  die  Zwischenlage  hat  mit  der 
Endlage  den  Punkt  Ä^  gemein.  Wir  finden  also:  Der  Über- 
gang eines  starren  Systems  aus  einer  Lage  in  eine 
andere  läßt  sich  immer  auf  unendlich  viele  Arten  er- 
reichen durch  eine  Translation  und  eine  darauf  fol- 
gende Rotation,  wenn  nicht  die  Anfangslage  in  die  Endlage 
durch  eine  einfache  Translation  übergeht. 

Betrachten  wir  nun  eine  Ebene  6^,  die  in  der  Endlage 
zu  der  durch  A^  gehenden  Rotationsachse  senkrecht  ist.  Diese 
Ebene  geht  durch  die  Rotation  in  sich  über  und  durch  die 
Translation  aus  einer  parallelen  Ebene  ö  hervor.  Jede  andere 
Translation  aber,  die  mit  einer  Rotation  zusammen  den  ge- 
forderten Übergang  herstellt,  muß  6  ebenfalls  in  die  Ebene  öi 
überfuhren,  da  durch  eine  Rotation  eine  Ebene  wohl  in  sich 
selbst,  aber  nicht  in  eine  parallele  Ebene  übergehen  kann. 
Die  zu  der  neuen  Translation  hinzukommende  Rotation  muß 
daher  die  Ebene  6^  in  sich  überführen,  mitbin  muß  ihre  Achse 
senkrecht  zu  ö^  sein:  von  allen  Rotationen,  zu  denen  wir 
auf  die  angegebene  Art  gelangen,  sind  also  die  Achsen 
parallel. 

Nehmen  wir  nun  eine  Ebene  n,  die  zu  6  senkrecht  ist, 
und  nennen  yt^  ihre  Endlage,  die  wieder  zu  6^  und  damit  auch 
zu  6  senkrecht  ist.  Die  Ebenen  7c\  in  die  üt  durch  die  Trans- 
lationen übergeht,  sind  parallel  zu  ;r,  bilden  also  mit  n^  den- 
selben Winkel  wie  x.  Daraus  folgt  sofort,  da  die  Rotation 
jedesmal  x'  in  n^  überführen  muß,  daß  von  allen  Rota- 
tionen, die  wir  erhalten,  nicht  bloß  die  Achsen  par- 
allel, sondern  auch  die  Winkel  gleich  sind. 

Wir  führen  jetzt  die  Ebene  6  in  die  Ebene  a^  über  durch 
eine  Translation,  deren  Richtung  zu  den  beiden  Ebenen  senk- 
recht ist.  Dann  läßt  sich  die 'so  gefundene  Zwischenlage  des 
starren  Systems  nach  dem,  was  wir  zu  Anfang  dieses  Para- 
graphen gesehen  haben,  in  die  Endlage  überführen  durch  die  aus 
der  Drehung  der  Ebene  6^  in  sich  um  einen  Pol  M  folgende 
Drehung  des  starren  Systems  um  die  durch  31  senkrecht  zu 

Xftrooloago:  th«oret.  MeohAnik.  6 
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6i  gelegte  Achse  m.  Die  Achse  dieser  Rotation  hat  aber  die- 
selbe Richtung  wie  die  ausgeführte  Translation  und  setzt  sich 
mit  ihr  zu  einer  Schraubenbewegung  zusammen.  So  finden 
wir  den  an  die  Spitze  gestellten  allgemeinen  Satz.^) 
Die  Achse  der  Schraubenbewegung  ist  dadurch  charakte- 
risiert, daB  sie  bei  der  Bewegung  in  sich  selbst  übergeht. 
Daraus  ist  sofort  zu  sehen,  daß  die  angegebene  Reduktion  nur 
auf  eine  einzige  Art  möglich  ist.  Deon  ist  sie  auf  eine  Art 
gefunden,  so  geht  jede  Gerade,  die  nicht  mit  der  Schrauben- 
achse zusammenfällt,  in  eine  andere  Lage  über,  es  gibt  also 
keine  Gerade  außerhalb  der  gefundenen  Schraubenachse,  welche 
die  Achse  einer  äquivalenten  Schraubenbewegung  bilden  könnte. 
Ferner  folgt,  da  alle  Translationen  die  Ebene  6  in  die  Ebene  ö^ 
überführen,  daß  die  Größe  der  Translation  bei  der 
Schraubenbewegung  am  kleinsten  ist,  und  daß  die 
Projektionen  der  anderen  Translationen  auf  die 
Schraubenachse  alle  denselben  Wert  haben,  der  durch 
den  senkrechten  Abstand  der  Ebenen  6  und  6^  gegeben  wird. 
Fällt  6^  mit  ö  zusammen,  so  erhält  man  statt  der  Schrauben- 
bewegung eine  Rotation. 


1)  Der  Satz,  daß  jede  Drehung  um  einen  festen  Punkt  auch  eine  Drehung 
um  eine  feste  Achse  ist,  stammt  von  Euler  (Formulae  generales  etc.^NoW 
Commentarii  Acad.  Petropolitanae,  toI.  20  (1776),  p.  202).  Der  Satz,  daß 
jede  Ortsveränderung  eines  starren  Systems  auf  eine  Schraubung  zurück- 
zuführen ist,  gab  Ghasles  [Note  sur  les  propri^t^s  genärales  de  deux 
Corps  etc.,  Bulletin  de  F^russac,  t.  14  (1880)],  der  schon  vorher  den  be- 
sonderen Fall  der  Ebene  und  der  Kugel  behandelt  hatte  in  einer  Note, 
die  der  Philomathischen  Gesellschaft  1829  überreicht,  aber  erst  1878  im 
Bulletin  de  la  Soc.  math^m.  de  France,  t.  6,  p.  208,  gedruckt  wurde. 
Des  weiteren  hat  man  von  Chasles  zu  vergleichen  die  Noten  in  den 
Comptes  Bendus,  t.  51  (1860),  p.  866,  905;  t.  62  (1861),  p.  77,  179,  487. 
Die  Chaslesschen  Sätze  wurden  von  Giorgini  im  Jahre  1882  [Memorie 
della  Societä  italiana  delle  Scienze,  \ol.  21  (1834),  p.  1]  wiedergefunden. 
Eine  ausführliche  Darstellung  gab  Brisse,  Journal  de  math.  (2)  t.  20 
(1874),  p.  220;  (8)  t.  1  (1876),  p.  149,  die  analytische  Theorie  Batta- 
glini,  Rendiconti  della  B.  Accad.  di  Napoli,  vol.  9  (1870),  p.  142,  eine 
vektorielle  Darstellung  Lüroth,  Zeitschr.  für  Math.  u.  Physik,  Bd.  48 
(1898),  S.  248. 
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Von  Chasles,  der  den  allgemeinen  Satz  gefhnden  hat^ 
wnrde  auch  die  folgende  Konstruktion  fQr  die  Schraubenachse 
gegeben: 

Es  sei  ABC  die  Anfangslage^  A^B^Ci  die  Endlage  eines 
Dreiecks.  Wir  nehmen  einen  Punkt  0  willkürlich  an  und  be- 
stimmen drei  weitere  Punkte  A^y  B^y  C^  durch  die  Vektoren- 
gieichungen 

A^-O^Ä^-Ay    B^-O^B^-B,    C^-O^G.-C. 

Verbinden  wir  dann  A^B^C^  durch  eine  Ebene  6^  und  legen 
durch  0  hierzu  die  Parallelebene  6,  so  geht  durch  alle  die 
yerschiedenen  Translationen  6  in  6^  über.  Projizieren  wir  nun 
die  Dreiecke  ABC  und  A^B^C^  orthogonal  auf  6^,  wobei  sie 
in  die  Dreiecke  A'B'C  und  A^B<[C^  übergehen  mögen,  so 
gibt  es  eine  Rotation  der  Ebene  6^  in  sich,  bei  der  das  erste 
dieser  Dreiecke  in  das  zweite  übergeht.  Den  Pol  M.  dieser 
Rotation  findet  man,  indem  man  die  Mittelsenkrechte  von  ÄA^ 
mit  der  Mittelsenkrechten  Ton  B'B^  oder  CC/  schneidet. 
Errichtet  man  in  M  auf  6^  die  Senkrechte  m,  so  ist  dies  die 
gesuchte  Schraubenachse. 

6.  ZnaammeBsetiung  der  endllohen  ▼errflokangen. 

Unterscheiden  wir  eine  Reihe  von  Systemlagen  5^,  Sj, . . .,  S^, 
80  gibt  es  eine  Schraubung  @|,  die  das  starre  System  aus 
der  Lage  5^  in  die  Li^^e  S^  überführt,  eine  zweite  ©2,  die 
es  aus  der  Lage  S^  in  die  Lage  S^  bringt  usw.  Es  gibt  aber 
auch  eine  Schraubenbewegung  @,  die  das  System  aus  der  An- 
fangslage iS]  in  die  Endlage  S^  überführt.  Wir  sagen  dann, 
die  Schraubungen  @i7  Sgy  •  • .  setzen  sich  zu  der  Schraubung  @ 
zusammen.  Unter  die  Schraubungen  müssen  wir  dabei  auch 
die  Translationen  und  Rotationen  rechnen.  Es  bieten  sich 
dabei  einige  Spezialßlle  dar,  die  von  besonderem  Literesse  sind. 

Zunächst  ergibt  sich:  Mehrere  Translationen  setzen 
sich  immer  wieder  zu  einer  Translation  zusammen, 
die  durch  den  Summenvektor  der  die  einzelnen  Trans- 
lationen repräsentierenden  Vektoren  gegeben  wird. 

In    diesem    Falle    sind    die    Verrückungen    vertauschbar. 
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ebenso  wie  mehrere  Rotationen  um  dieselbe  Achse  oder  eine 
Rotation  und  eine  Translation  vertauschbar  sind. 

« 

Es  gibt  zwei  Fälle,  in  denen  sich  auch  zwei  Rotationen 
wieder  zu  einer  Rotation  zusammensetzen.  Der  eine  Fall  ist 
der^  wo  die  Achsen  der  beiden  Rotationen  sich  schneiden,  der 
zweite  der,  wo  sie  zueinander  parallel  sind. 

Wir  wollen  zunächst  nachweisen,  daß  jede  Rotation  sich 
auf  unendlich  viele  Arten  aus  zwei  halben  Umdrehungen  oder 
XJmwendungen  zusammensetzen  läßt.  Den  Achsen  dieser 
ümwendungen  geben  wir  einen  solchen  Sinn,  daß  sie  einen 
spitzen  Winkel  miteinander  bilden,  sie  haben  dann  nur  die 
folgenden  drei  Bedingungen  zu  erfüllen:  erstens  müssen  sie 
auf  der  Achse  der  resultierenden  Rotation  in  einem 
und  demselben  Punkte  senkrecht  stehen,  zweitens  muß 
der  Winkel,  den  sie  einschließen,  die  Hälfte  des  Win- 
kels der  resultierenden  Rotation  sein,  drittens  muß 
der  Sinn,  in  dem  die  Achse  der  zweiten  Umwendung 
auf  die  Achse  der  ersten  Umwendung  folgt,  derselbe 
sein,  wie  der  Sinn  der  Rotation,  die  sie  ersetzen. 

Haben  wir  nämlich  umgekehrt  zwei  Ümwendungen  vor  uns, 
deren  Achsen  a^,  a^  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  so  geht 
ein  Punkt  P  des  in  0  auf  der  Ebene  (a^cL^)  errichteten  Lotes  a 
durch  die  erste  Umwendung  in  das  Spiegelbild  P^  von  P  be- 
züglich der  Ebene  (a^a^)  über  und  dieses  kehrt  durch  die 
zweite  Umwendung  in  den  Punkt  P,  der  ja  seinerseits  auch 
das  Spiegelbild  von  P^  ist,  zurück.  Aus  den  beiden  Ümwen- 
dungen resultiert  also  eine  Bewegung,  bei 
der  alle  Punkte  des  Lotes  a  fest  bleiben, 
d.  h.  eine  Rotation  mit  der  Achse  a. 

Um  den  Winkel  und  den  Sinn  dieser 
Rotation  zu  bestimmen,  fassen  wir  die 
Achse  a^  der  ersten  Umwendung  ins  Auge. 
Diese  bleibt  bei  der  ersten  Umwendung 
ungeändert,  bei  der  zweiten  Umwendung 
geht  sie  über  o^  hinaus  in  die  zu  a^  be- 
Fig.  93.  züglich  a,  symmetrische  Lage  b^  über,  so 


ij 
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daß  der  Winkel  (fiifbj)  gleich  dem  doppelten  Winkel  (a^yO^) 
wird  und  dem  Sinne  nach  mit  ihm  übereinstimmt.  Damit  ist 
die  Behauptung  bewiesen. 

Das  Resultat  läßt  sich  in  einfacher  und  klarer  Form  aus- 
sprechen, wenn  wir  uns  der  Yektorsymbolik  bedienen.  Wir 
bezeichnen  mit  a^  und  o,  zwei  Einheitsvektoren ,  welche  der 
Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  den  Achsen  a^^  a^  der 
beiden  Umwendungen  zusammenfallen.  Bilden  wir  dann  den 
Vektor  o,' »  o^  A  c^,  so  hat  dieser  folgende  Bedeutung:  er 
fällt  der  Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  der  Achse  a 
der  resultierenden  Rotation  zusammen  und  es  wird 

mod  ö/  -=  sin  ^cj, 

wenn  cd  den  Winkel  der  resultierenden  Rotation  bedeutet. 

Lassen  wir  die  beschränkende  Voraussetzung  fallen,  daß 
die  Achsen  a^,  a^  und  damit  die  Einheitsvektoren  a^y  a^  einen 
spitzen  Winkel  miteinander  bilden,  so  äudert  sich  nichts,  als 
daß  dann  der  Winkel  o  der  resultierenden  Rotation  >7r  wird. 
Eine  derartige  Rotation  können  wir  aber  immer  durch  eine 
solche  mit  dem  en^egengesetzten  Sinne  und  dem  Winkel 
2x  —  (0  ersetzen. 

Wir  legen  jetzt  durch  einen  Punkt  0  irgend  drei  Achsen 
a^,a^,  o,,  die  keiner  Ebene  angehören,  und  nehmen  in  ihnen 
die  Einheitsvektoren  a^,  a^,  a^  an.  Wir  bilden  dann  die  Vek- 
toren aj'=  o,  A  «8,  a/=  «j  A  «j,  o,'«»  a^  A  a,  und  nennen 
a^',  a/,  a^'  die  Achsen  durch  0,  welche  dieselbe  Richtung  und 
denselben  Sinn  haben  wie  diese  Vektoren  a/,  a^',  a^.  Nun 
fahren  wir  erst  um  a^  und  a,  zwei  Umwendungen  aus,  die 
sich  zu  einer  Rotation  um  die  Achse  a^  zusammensetzen. 
Dann  tun  wir  das  gleiche  für  das  Achsenpaar  a,,  o^  und  er- 
halten eine  Rotation  um  eine  Achse  a/,  die  zu  a,  und  o, 
senkrecht  ist.  Endlich  führen  wir  die  Umwendungen  aus  um 
o,  und  a^  und  erhalten  eine  Rotation  um  eine  Achse  a^,  die 
zu  a,  und  a^  senkrecht  ist.  Um  jede  der  Achsen  Oj,  a,  sind 
dann  aber  hintereinander  zwei  Umwendungen  ausgeführt  worden, 
die  zusammen  jedesmal  das  System  wieder  in  die  alte  Lage 
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zurückbringen,  und  das  gleiche  gilfc  auch  für  die  übrigbleibenden 
zwei  ümwendungen  um  a^.  Also  müssen  auch  die  drei  Rota- 
tionen hintereinander  ausgeführt  das  System  in  die  alte  Lage 
zurückführen,  d.  h.  sich  gegenseitig  aufheben.  Nehmen  wir 
nun  von  allen  Achsen  nur  die  positiven  Halbachsen,  d.  h.  die 
Ton  0  ausgehenden  Stücke,  nach  denen  ihr  positiver  Sinn 
zeigt,  und  schneiden  wir  die  zwei  Dreikante,  welche  diese 
Halbachsen  bilden,  durch  eine  Engel  mit  dem  Mittelpunkte  0 
und  dem  Radius  1,  so  erhalten  wir  auf  dieser  Kugel  zwei 
Supplementardreiecke  A^A^A^  und  A^Al^A^,  Die  Supplemente 
der  Winkel  des  zweiten  sind  gleich  den  Seiten  des  ersten.  Die 
doppelten  Werte  dieser  Seiten  sind  aber  die  Winkel  der  drei 
Rotationen  und  der  Sinn  dieser  Rotationen  wird  durch  den 
Umlauf  A^Al^A^  um  das  Dreieck  gegeben;  so  ergibt  sich  die 
Regel: 

Dreht  man  eine  Kugel  nacheinander  um  die  Durch- 
messer, die  durch  die  Ecken  A^A^A^  eines  Dreiecks 
auf  der  Kugel  gehen,  und  zwar  um  das  Doppelte  des 
an  der  betreffenden  Ecke  liegenden  Außenwinkels 
dieses  Dreiecks,  im  Sinne  einer  bestimmten  Umkrei- 
sung des  Dreiecks  genommen,  so  gelangt  die  Kugel 
in  die  alte  Lage  zurück. 

Nach  dieser  Regel  ist  die  Rotation,  die  sich  aus  zwei 
Rotationen  eines  starren  Systems  um  denselben  Punkt  0  zu- 
sammensetzt, leicht  zu  bestimmen.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem 
Falle  paralleler  Rotationsachsen  über,  und  geben  zuerst  die 
der  vorstehenden  analoge  Regel: 

Dreht  man  ein  starres  System  nacheinander  um 
drei  Lote  einer  Ebene,  und  zwar  um  Winkel,  die  das 
Doppelte  von  den  Außenwinkeln  des  von  den  Fuß- 
punkten A^j  A^y  A^  der  Lote  gebildeten  ebenen  Drei- 
ecks, im  Sinne  einer  bestimmten  Umkreisung  ge- 
nommen, sind,  so  gelangt  das  System  in  die  alte  Lage 
zurück. 

Diese  Regel  läßt  sich  genau  ebenso  beweisen  wie  die  vorige, 
indem  man  beachtet,  daß  in  der  Ebene  eine  Rotation  sich  immer 
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durch  zwei  Spiegelungen  ersetzen  läßt, 
deren  Achsen  a^,  %  durch  den  Rota- 
tionspol 0  gehen,  den  halben  Rotations- 
Winkel  Q  einschließen  und  im  Sinne  der 
Rotation  aufeinander  folgen.  Wählt 
man  fiir  die  Paare  Ton  Spiegelungs-  ^ 
achsen  die  Seitenpaare  des  Dreiecks 
A^A^'Ä^y  so  findet  man  die  an- 
gegebene Regel.  Aus  dieser  folgt 
sofort  die  Regel  f&r  die  Zusammen-  *v 

Setzung   zweier  Drehungen   um   par-  * 

allele  Achsen. 

Zwei  Drehungen  um  parallele  Achsen  a^,a^  setzen 
sich  zusammen  zu  einer  dritten  Drehung- mit  gleicher 
Achsenrichtung.  Um  den  Winkel  der  resultierenden  Rota- 
tion zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  daß  die  beiden  gegebenen 
Rotationen  denselben  Sinn  haben,  was  immer  zu  erreichen  ist, 
indem  wir  nötigenfalls  den  Winkel  der  einen  durch  seine  Er- 
(^zung  zu  2x  ersetzen  und  den  Sinn  umkehren.  Dann  hat 
die  resultierende  Rotation  denselben  Sinn  und  ihr 
Winkel  ist  die  Summe  der  Winkel  der  beiden  ge- 
gebenen Rotationen.  Die  Lage  ihrer  Achse  a  ist  da- 
durch bestimmt,  daß  ihre  Abstände  von  den  Achsen 
a^y  a^  sich  umgekehrt  Terhalten  wie  die  Sinus  der 
halben  zugehörigen  Rotationswinkel.  Außerdem  muß 
die  Achse  a  so  liegen,  daß  sie  bei  der  zuerst  auszuführenden 
der  gegebenen  Rotationen  nach  der  Drehung  um  den  halben 
Rotationswinkel  in  die  Yerbindungsebene  der  Achsen  a^ ,  a,  fallt. 

Läßt  man  den  Sinn  der  gegebenen  Rotationen  unter  allen 
Umständen  so,  wie  er  vorgelegt  ist,  'so  kann  man  sagen:  der 
Winkel  der  resultierenden  Rotation  ist  die  algebraische 
Summe  von  den  Winkeln  der  beiden  gegebenen  Rota- 
tionen, und  hat  den  Sinn  derjenigen  Rotation,  mit 
deren  Vorzeichen  sein  Vorzeichen  übereinstimmt. 

Die  angegebene  Zusammensetzung  versagt  also,  wenn  die 
algebraische  Summe  von  den  Winkeln  der  beiden  Teildrehungen 
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yerschwindet^  mit  anderen  Worten,  wenn  es  sich  um  zwei 
Drehungen  handelt,  deren  Achsen  parallel,  deren  Sinne  ent- 
gegengesetzt und  deren  Winkel  gleich  sind.  In  diesem  Falle 
spricht  man  von  einem  Rotationspaar.  Wir  wollen  zeigen, 
daß  sich  dann  als  resultierende  Bewegung  eine  einfache  Trans- 
lation ergibt. 

Wir  schneiden  zu  dem  Zwecke  die  beiden  Rotationsachsen 
in  0^  und  0^  mit  einer  zu  ihnen  senkrechten  Ebene,  die  sich 
auch  bei  der  resultierenden  Bewegung  in  sich  verschieben  muß. 

^  Die  letztere  ist  bestimmt,  wenn  wir 

die  Verrückung  kennen,  die  irgend 
eine  Strecke  erfährt.  Wir  legen  in  O^ 
und  0,  an  0^0^  den  Winkel  ci  an, 
in  dem  Sinne  entgegen  der  Rotation 
um  den  betreffenden  Punkt.  Auf 
^  den  freien  Schenkeln  dieser  Winkel 
tragen  wir  die  Strecken  O^Q^O^B 
=»  Oj  0,  ab.  Dann  geht  Q  durch 
die  erste  Rotation  in  0^  über  und 
dieser  Punkt  bleibt  bei  der  zweiten 
Rotation  fest;  0^  bleibt  bei  der  ersten 
^^*'  '*  Rotation  fest  und  geht  bei  der  zweiten 

in  R  über.  Die  Strecke  QO^  muß  also  bei  der  resultierenden 
Verrückung  in  O^R  übergehen.  Aber  das  Viereck  QO^RO^ 
ist  ein  Parallelogramm,  also  erfahren  Q,  0^  und  damit  alle 
Punkte  der  Ebene  gleiche  und  gleich  gerichtete  Verschiebungen, 
die  resultierende  Bewegung  ist  also  eine  Translation,  und  wir 
finden: 

Ein  Rotationspaar  ist  einer  Translation  äquiva- 
lent, deren  Richtung  zu  der  Achsenrichtung  der  Rota- 
tionen senkrecht  ist. 

Umgekehrt  läßt  sich  jede  Translation  auch  in  die  Rota- 
tionen eines  Paares  zerlegen,  imd  zwar  kann  die  eine  Rotation, 
abgesehen  davon,  daß  ihre  Achsenrichtung  senkrecht  zu  der 
Translationsrichtung  sein  muß,  beliebig  gewählt  werden.  Um 
dies  einzusehen,  brauchen  wir  nur  zu  beachten,  daß,  wenn  in 
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der  Figar  des  Torigen  Satzes  0^  gegeben  ist  und  O^R  gleich 
dem  Vektor  der  Translation  gemacht  wird,  wir  das  gleich- 
schenklige Dreieck  0^0^ R  durch  die  Bedingung  ^OiO^R^cj, 
indem  wir  o  als  beliebig  gegeben  ansehen,  bestimmen  können. 

Drehen  wir  aber  den  Sinn  der  ersten  Rotation  um,  so 
ergibt  sich  die  zweite  Rotation  als  die  aus  der  Translation 
und  der  umgekehrten  ersten  Rotation  resultierende  Yerrückung, 
und  somit  finden  wir: 

Setzen  wir  eine  Rotation  mit  einer  Translation, 
deren  Richtung  zu  der  Achsenrichtung  der  Rotation 
senkrecht  ist,  zusammen,  so  ist  die  resultierende  Ver- 
rückuiig  eine  Rotation  Ton  gleichem  Sinn  und  gleichem 
Rotationswinkel  um  eine  parallele  Achse. 

Nach  dem  (besagten  sind  wir  imstande,  eine  beliebige  An- 
zahl von  Rotationen  um  parallele  Achsen,  wie  auch  ihr  Sinn 
gegeben  sei,  zusammenzusetzen.  Die  resultierende  Bewegung 
ist  eine  Rotation  um  eine  parallele  Achse,  deren  Winkel  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  Winkel  aller  gegebenen  Rota- 
tionen wird,  oder  eine  Translation  in  einer  zu  der  gemein- 
samen Richtung  der  Achsen  senkrechten  Richtung. 

6.  Formeln  ffir  die  Zosammensetsiing  endlicher 
▼errfloknngen.  Wir  gehen  jetzt  zu  den  analytischen  Ent- 
wicklungen über,  die  zu  den  im  vorstehenden  auf  rein  geo- 
metrischem Wege  abgeleiteten  Sätzen  gehören,  und  behandeln 
zunächst  die  Verschiebung  einer  Ebene  in  sich. 

Wir  nehmen  in  der  Ebene  einen  Punkt  Ä  und  von  ihm 
ausgehend  einen  Einheitsvektor  a  an,  der  Punkt  Ä  gehe  in 
einen  andern  Punkt  A^  über  und  a  in  einen  von  A^^  aus- 
gehenden Einheitsvektor  a^.  Geht  dann  irgend  ein  anderer 
Punkt  P  in  P^  über  und  ist 

P  —  A^r&va, 
so  wird  auch 

Pi— ^i  =  re'v'ai 

und  nehmen  wir  an,  es  sei  o,  =  e**"a,  so  ergibt  sich 

Pi-^i«(P-^)e'-.  (2) 
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Für  die  Darstellung  der  ebenen  Yerschiebnng  erhalten  wir 
aber  eine  noch  einfachere  Form.  Ist  zunächst  oi  »  0,  so  wird 
€**"—  1,  also 

wenn  wir  den  konstanten  Vektor  A^—-  A^  c  setzen.    Dies  ist 
die  Darstellung  einer  Translation. 

Ist  dagegen  ef*"  H"  I;  ^o  finden  wir  einen  einzigen  Punkt  0, 
der  der  Gleichung  genügt 

0-^- (0-^)6»-,  (3) 

also   bei  der  Verschiebung  fest  bleibt.     Subtrahieren  wir  (3) 
und  (2),  so  ergibt  sich 

P^-0^{P^O)t^^,  (4) 

und  dies  ist  die  Darstellung  einer  Rotation  um  0  durch  den 
Winkel  o. 

Sind  zwei  Rotationen  zu  einer  Bewegung  zusanunenzu- 
setzen,  so  haben  wir  auszugehen  Ton  zwei  Gleichungen 

aus  denen  sich  für  die  resultierende  Bewegung  sofort  ergibt 
J?»  =-  0,  +  (Ol- 0,)«'"^+  (P- Oi)C>»+^. 

Ist  fo^+  G}^^  Oy  so  ergibt  sich  wieder 

Pi  =  P  +  e, 

für  c  «  (Ol  —  Oj)  («**"*  —  1),  also  eine  Translation.    Ist  dagegen 
e'K+«»t)4=  1^  80  genügt  der  Gleichung 

0^0^  +  (Ol-  O,)«**^  +  (ö-  Ojc'(*"^+^ 

ein  einziger  Punkt  0  und  durch  Subtraktion  ergibt  sich  dann 
Tirieder 

P,~  0-(P- 0)€'(~^+««), 
also  die  Gleichung  einer  Rotation  um   0  durch  den  Winkel 

Der  Punkt  A  als  Ursprung  und  der  Vektor  a  als  Ein- 
heitsstrecke auf  der  j;- Achse  bestimmen  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  in  der  Ebene.  Sind  in  diesem  x^  y  die 
Koordinaten  des  Punktes  P,  so  wird 
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w  ^x  +  iy  ^  r^*p  (5) 

und  damit 

P  "  A  ^wa. 

Sind  x^^y^  entsprechend  die  Koordinaten  von  P^ und  ti\^x^+iy^ 

so  wird  ^ 

Py^  —  A^w^a. 

Machen  wir  noch 

A^  —  -4  —  aa, 

wobei  u  eine  konstante  komplexe  Zahl  bedeutet,  und  setzen 
&^  »  ß,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (2)  zunächst 

P^-A^A^-A  +  iP-A)^'' 
und  weiter 

Wj  «=  a  +  ßw.  (6) 

Bei  einer  Verschiebung  der  Ebene  in  sich  erfährt  also 
die  komplexe  Variable  eine  lineare  Transformation. 
Wir  wollen  nun  zu  den  räumlichen  Rotationen  um  einen 
Punkt  0  übergehen  und  führen  dann  außer  den  Fundamental- 
rektoren  e^y  e^,  e^,  die  wir  uns  von  0  ausgehend  denken,  die 
Vektoren,  in  die  sie  durch  die  Rotation  übergehen,  ein.  Seien 
diese  e,,  t^,  e,,  so  gelten  die  Relationen 

*i         •«         ^3         ^9 

e^xtj^O,      e^Xfi^O,      eiXfj^O. 

Gründen  wir  auf  die  Vektoren  e^,  e^,  e^  und  ebenso  auf  die 
Vektoren  e^,  e,,  e,  ein  Koordinatensystem,  so  hat  ein  Punkt 
in  dem  letzteren  nach  der  Rotation  dieselben  Koordinaten,  die 
er  vor  der  Rotation  in  dem  ersteren  Koordinatensystem  hatte. 
Sind  X,  y,  0  diese  Koordinaten,  dagegen  rr^,  y^,  z^  die  Koordi- 
naten des  Punktes  (P^)  nach  der  Rotation  in  dem  anfäng- 
lichen Koordinatensystem,  so  sind  x,  y,  e  durch  x^,  y^,  z^  aus- 
zudrücken.    Zu  dem  Zwecke  beachten  wir,  daß 

j?-(Pi-0)xei,    y-(P,-0)xe„    z^{P^--0)xt, 

anzunehmen  ist,  und  indem  wir  nun 

e«  =  Og^i  4-  h^e^  +  Cj^a,  (8) 


(7) 


(9) 
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setzen,  ergibt  sich 

Dabei  wird  infolge  der  Relationen  (7): 

«1*  +  ^1*  +  ^1*  =  1;     ^^  +  ^t^8  +  ^«<^  =  0  usw.       (10) 
Diese  sechs  Gleichungen  bedeuten,  daß  aus  den  Gleichungen  (9) 

a:^  +  y«+  xr«  =  a:i«+  y,*+  V  -       (11) 

folgt,  was  auch  an  sich  klar  ist,  da  die  beiden  Seiten  dieser 
Identität  das  Quadrat  der  Entfernung  eines  Punktes  Tom 
DrehuDgszentrum  vor  und  nach  der  Drehung  bedeuten. 

Da  zwischen  den  neun  Koeffizienten  der  Gleichungen  (9) 
sechs  Kelationen  bestehen,  bietet  sich  das  Problem  dar,  diese 
Koeffizienten  als  Funktionen  dreier  unabhängigen  Parameter 
darzustellen.  Dieses  Problem  hat  schon  Euler  gelöst.  Wir 
folgen  im  nachstehenden  einem  bequemeren  Wege,  den  Klein 
und  Sommerfeld  (Theorie  des  Kreisels)  gewiesen  haben. 

Wir  machen  die  Substitutionen 

S  ==  ^  +  «y,      1?  *-  —  a;  +  iy,      g  =  —  ^, 
Si  -  a?!  +  iy^,    7h Xi  +  iy,y    ti -^i,, 

dann  gehen  die  Gleichungen  (9)  über  in  drei  Gleichungen  von 
der  Form 

^==«sSi+ A^i  +  ysSi;  (13) 

£  ""«sSi  +  ft^i  +  yaSiJ 

und  die  Identität  (11)  verwandelt  sich  in 

U-t'^^,r3x-t,'.  (14) 

Infolge  dieser  Identität  ergeben  sich  zwischen  den  Koeffizienten 
von  (13)  die  nachstehenden  Relationen: 

(a)   ßiYi  +  ß»?!  -  ^ ßiY»,  (d)   «,«,  =  «,*, 

(t)    yi<h  +  ^2«!  =  2^5«,,  (e)   /3,j5,  -  ft*, 

(c)    a,ß,  +  «,j8,  -  2«,^,  +  1 ,      (f)   y, y,  =  y,»  -  1 . 


(12) 
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Wir  setzen  nun 

«1-«»,    A-/J»,    a,-y»,    A-<J« 
und  gemäß  (d)  und  (e) 

dann  folgt  aus  (c) 

(«*  -  ßyy  =  ] , 

also  ad  —  ßy  ^\f  indem  wir  nötigenfalls  die  Yorzeichen  von 
a  und  Y  noch  umkehren,  was  an  den  Torheigehenden  Glei- 
chungen nichts  ändert.     Darauf  folgt  aus  (a)  und  (b) 

und  bei  Einführung  eines  ProportionalitätsSäktors  £ 
y^  =  2a/j£,     yj  =  2y*«,     y^  —  {ad  +  ßy)s. 

Setzen  wir  diese  Werte  in  (f)  ein,  so  ergibt  sich 

(ad-ßrYa*^!, 

also  £  =  ±  1.  Kehrt  man  aber  die  Vorzeichen  von  y^,  y^,  y^ 
um,  so  ist  dies  gleichbedeutend  damit,  daB  man  ^^  durch  —  g^ 
also  Zi  durch  —z^  ersetzt,  d.h.  eine  Spiegelung  an  der  x^y^- 
Ebene  ausführt.  Es  kann  also  nur  einer  der  beiden  Werte 
von  £  in  Betracht  kommen.  Die  Bestimmung  isfc  so  zu  treffen, 
daß  die  Determinante  der  Koeffizienten,  die  gleich  der  Deter- 
minante der  Koeffizienten  in  den  Gleichungen  (9)  wird,  positiv 
ausfällt.  Diese  Determinante  erhält  aber  den  Wert  s,  also  haben 
wir  c  «"  4-  1  zu  nehmen  und  finden  schließlich  die  Substitu- 
tionsgleichungen 

n  «  y%  +  (J^,  +  2y(Je„  (15) 

£;==  ayl^+  ßöri^+  {aS  +  ßy)^^] 
mit 

aS-ßy^l.  (16) 

Da,  wenn  wir  i  mit  —  %  vertauschen,  sich  g^  mit  —  ri^  und 
i  mit  — -  ri  vertauscht,  ergeben  die  Gleichungen  (15),  daß  von 
den  Paaren  komplexer  Zahlen  a,  8  und  /3,  y  das  eine  aus  zwei 
direkt,  das  andere  aus  zwei  invers  konjugierten  Zahlen  be- 
stehen muß,  und  zwar  zeigt  sich,  daß  man 
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(17) 


zu  setzen  hat,  denn  wären  umgekehrt  ß  und  y  direkt,  a  und  S 
invers  konjugiert,  bo  würde  die  linke  Seite  von  (16)  aus  der 
negativen  Summe  der  Quadrate  von  vier  reellen  Zahlen  be- 
stehen, könnte  also  nicht  +  1  s^in.  Nach  (17)  dagegen  wird 
diese  Gleichung: 

x^+A^  +  ft^  +  v*«!.  (18) 

Setzt  man  andererseits 


'■« 


Qe-'', 


9'  +  ^'-h 


cos—,     tf-=sin  — 


so  folgt  aus  (16) 

wir  können  deshalb 

Q       —  2  7     -       —  2 

machen,  und  führen  wir  noch  statt  d,  %  ^^^^  andere  Winkel 
q>,  ^  ein  durch  die  Gleichungen 

so  ergibt  sich 


a 


cos  —  e 

2 


a*  -ä^o/'+y) 


1  sm  Y  c 


^    -tO^— y) 


/S^ismyC^  , 

,      O  =*  cos  "o  ^ 


(19) 


Zwischen  den  Koeffizienten  von  (15)  und  (9)  bestehen,  wie 
sich  durch  Einsetzen  der  Werte  von  S,  17,  ^  und  1^,  i^^,  g^  aus 
(12)  sofort  ergibt,  die  Beziehungen 

oder 


q  +  ic^  —  —  2a/S, 


und 
außerdem 

Setzt  man  nun   die  Werte  (17)   ein  und   sondert  das  Reelle 
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von  dem  Imaginären,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Werte  der 
Koeffizienten 


a. 


x^+X«-/*«-i;«,  fl,=  2(A^  +  xv),      a3-=2(At;  — xfi), 


6i-2(A/i-xv),      6,=-x«-A*+f*^-v?,  68-2(^f/  +  xA),    }(20) 

Wir  beschreiben  jetzt  um  den  Ursprung  0  eine  Kugel 
mit  dem  Radius  1  und  deuten  die  Drehungen  um  0  als  Ver- 
schiebungen der  Kugel  in  sich.  Die  Gleichung  der  Kugel  in 
den  Koordinaten  g,  ri^  %  [vgl.  (12)]  lautet 

gi,-.(S  +  l)(5-l).  (21) 


Fig.  86. 


Projizieren  wir  die  Punkte  der  Kugel  aus  ihrem  einen  Pole  S 
auf  ihre  Äquatorebene  (a?  «=  0,  y  *«  0),  und  nennen  t«;  v  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  des  Projektionspunktes,  so  wird 

x  +  iy         {         t~i 


w  ^u  +  iv 


l—z 


f  +  1 


(22) 


Analog  haben  wir  f&r  die  Projektion  des  Kugelponktes  nach 

der  Drehung 

_     S.     _  f.  - 1 


w-, 


um  nun  w  durch  «Tj  auszudrücken,  bilden  wir  nach  (15)  und  (16) 

«_ «'8.  +  ß*n,  +  ^"ßS,     

i'+i~  «rSi  +  ß»ni  +  «*(ti  +  1)  +'ßHii  - »)' 
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Zähler  und  Nenner  multiplizieren  wir  mit  rj^  und  elimi«ieren 
1^1  durch  die  Gleichung  Sii?i=  (5i  +  1)  (5i  —  1).  Dann  läßt  der 
Bruch  sich  kürzen  durch 

.   a|i+/J(g.-l), 
und,  indem  wir  darauf  in  Zähler  und  Nenner   durch   ti  +  1- 
dividieren,  ergibt  sich 

«'  =  -"tJ-  (23) 

Projiziert  man  die  Kugel  stereographisch  auf  ihre 
Äquatorcbene,  so  stellt  sich  eine  Drehung  um  ihren 
Mittelpunkt  in  der  Projektion  dar  durch  eine  ge- 
brochene lineare  Transformation  der  komplexen  Ver- 
änderlichen, und  die  Koeffizienten  dieser  Transforma- 
tion sind  die  oben  eingeführten  komplexen  Parameter 

Wird  in  (23)  w  =  to^,  so  erhalten  wir  die  Projektionen 
der  Endpunkte  des  Durchmessers,  um  den  die  Kugel  gedreht 
wird.  Die  komplexen  Zahlwerte  to^  und  Wq  sind  aber  die  Pro- 
jektionen der  Endpunkte  eines  Durchmessers,  wenn 


0  iv. 


wird,  indem  Wq  die  zu  w^  konjugiert  komplexe  Zahl  bezeichnet. 
Für  Wq  ergibt  sich  nun  aus  (23)  die  quadratische  Gleichung 

y  V  +  («  -  «)fro  -  /S  -  0.  (24) 

Vertauscht  man  i  mit  —  i,  so  geht  diese  über  in 

-> /Jü'o' +  («  -  ^X  +  y  =  0 

oder  nach  Division  durch  Wq^  in 

womit  in  der  Tat  bewiesen  ist,  daB  die  beiden  Projektions- 
punkte, die  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  (24)  gehören,  aus 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers  hervorgehen. 

1)  Die  angeriebenen  Formeln  stammen  von  Helmholtz  (Physiolo- 
gische Optik,  Leipzig  1866,  S.  513,  in  dem  Abschnitt:  Stereographische 
Projektion  der  Drehungen).  Sie  wnrden  dann  von  Cayley  wieder- 
gefunden (Math.  Annalen,  Bd.  15,  1879,  S.  238). 
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Um  die  Koordinaten  i^,  rj^j  ^q  des  Engelpnnktes  zu  finden, 
der  zu  dem  komplexen  Zahlwert  w^  für  den  Projektionspunkt 
gehört,  hat  man  auszugehen  von  den  Gleichungen 

aus  denen  leicht  abzuleiten  ist: 

U'Vo'to^'^o'*'-^o'  ^(^—^o^o)'  (25) 

Nun  folgt  aber  aus  (24) 


0*^0 


also  wird 

und   daraus   ergibt   sich   für   die   rechtwinkligen   Koordinaten 
^09  ^07  ^0  <li®S6S  Punktes 

.     ^o:yo:^o  =  Y0'+i'):Y(y-/3):Y(a-<J) 
oder  nach  (17) 

^0  •  yo  :  ^0  =  -^  :  ^  :  ^-  (26) 

Wir   können   der   Oleichung  (24)   noch   eine   andere   be- 
merkenswerte Gestalt  geben,  indem  wir 

T^o  =  Y^ü  +  * 
einführen.     Sie  wird  dann  mit  Rücksicht  auf  (16) 

TTo«  -  («  +  (5)  TTo  +  1  =  0. 

Die  Wurzeln   W^   und  W^   dieser   Gleichung   sind    konjugiert 
komplex,  und  da 

TTo  +  TTo  =  «  +  *  =  2x 
ist,  folgt,  daß 

der  reelle  Teil  von  W^  =  x 
wird. 

Wir  bringen  nun  die  Transformationsgleichungen  (23)  in 

die  Form 

und  nehmen  insbesondere  an,  w^  und  damit  auch  w  sei  von  w^^ 
unendlich  wenig  verschieden.     Wir  wollen  dann 

Msroolongo:  theoret.  Mechanik.  7 
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setzen  und  finden  einfach 

Diese  Gleichung  hat  die  Form  einer  einfachen  Drehung  um 
den  Pol  Wq  und  nennen  wir  o  den  Drehungswinkel,  so  wird 

mithin 

Nehmen  wir  links  und  rechts  den  reellen  Teil,  so  folgt 

X  ==  cos  Y  •  (27) 

Die  Bedeutung  dieses  Resultates  ergibt  sich  daraus,  daß 
die  Abbildung  der  Kugel  durch  stereographische  Projektion 
auf  ihre  Äquatorebene  die  Eigenschaft  der  Ähnlichkeit  in  den 
kleinsten  Teilen  besitzt.  Deshalb  muß  auch  die  Drehung  der 
Eugel  um  einen  Durchmesser  sich  in  der  Projektion  inner- 
halb der  nächsten  Umgebung  der  Punkte,  in  die  sich  die  End- 
punkte des  Durchmessers  projizieren,  ebenfalls  als  eine  Drehung 
darstellen,  und  der  Drehungswinkel  ist  in  dem  ebenen  Bilde 
derselbe  wie  auf  der  Kugel-,  o  ist  also  der  Winkel  der  im 
Räume  um  den  Punkt  0  ausgeführten  Rotation. 

Aus  (27)  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  (18) 

sin  ^-  ==  1/Ä^  H^^^T^S 

und  nennt  man  die  Richtungskosinus  der  Rotationsachse  l,  m,  fty 
so  werden  diese  den  in  (26)  bestimmten  Koordinaten  x^,  y^,  z^ 
direkt  oder  entgegengesetzt  gleich,  und  wir  können  setzen 

A  =  (  Sin  -  ,     fi  =  w  sm  "2  >     V  =  n  sm  Y  •  (28) 

Die  Gleichungen  (27)  und  (28)  zeigen  den  direkten 
Zusammenhang  der  Parameter  x,  iL,  fi,  v  mit  den  Ele- 
menten der  Drehung. 

Unter  Berücksichtigung  der  Werte  (27)  und  (28)  folgt 
aus  (20)  unmittelbar 
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4  .   cos»  Y  «  1  +  «1  +  fc,  +  Cg, 

4P   ßin*  I  «  1  +  a^  —  62  —  ^8; 
4i«*8iii»  Y  =  1  —  Ol  +  6j  —  ^8, 

4n*  sin*  —  "="  1  ~"  ^1 "~  ^2  +  ^8- 

Die  Darstellung  (23)  erlaubt  sofort ,  die  Werte  der 
Parameter  für  die  ans  zwei  gegebenen  Drehungen  um  0 
zusammengesetzte  Drehung  zu  finden.  Wir  haben  dann 
zwei  Gleichungen  von  der  Form 

f^  «  «1  "^1  +  Pi      ^,  ^  ?i.«^»  +  ßt 
und  finden  durch  Einsetzen  des  Wertes  von  t<;^in  die  erste  Gleichung 

,„  _  («i«»  +  ft  r.K  +  («1  ft  +  ft  *,) 

(71 «.  +  <>i'7t)  ^,  +  (7i  ßt  +K  *,) ' 
Identifizieren  wir  dies  mit 

80  ergibt  sich 

«  =•  «1««  +  Ay«;     /*  ==  «lA  +  Z*!*«/ 

y  =-  7i«8  +  ^i^s;   *  =  yiß%  +  *i*2- 

Führt  man  nach  (17)  die  reellen  Parameter  Xy  X,  (i,  v  ein,  so 
findet  man  ohne  Mühe  die  Werte  für  die  Parameter  der  resul- 
tierenden Drehung,  wenn  die  Parameter  x^,  ü^,  ft^,  v^  und 
^97  ^;  Ml;  ^s  der  Teildrehungen  gegeben  sind: 

X  =  XjXjj  -  AjA,  -  /ij/ij  -  i/ji/g,' 

A  =  XjAsj  +  AjX,  +  ft^i/j  -  i;,fig, 

Damit  sind  die  Fragen,  welche  die  Darstellung  und  Zusammen- 
setzung der  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  betrelFen,  in 
der  Hauptsache  erledigt.^) 

1)  Die  Formeln  (20)  bilden  einen  Spezialfall  der  Formeln  Ton 
Cayley,  welche  bei  n  Variablen  die  n*  Koeffizienten  einer  orthogonalen 
Substitution  in  Funktion  von  |tt  (n  —  1)  Parametern  ausdrücken  [Journal 

7* 


(29) 


(30) 
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*,-' 


ÜbuBgsbelspiele. 

L  Anfgabe.  Gegd>m  sind  drei  Gerade  a^^^  a^j,  a^^y  es  sei  d^  die 
kürzeste  Entfernung  zwischen  a^,  und  o^^,  d^  die  zwischen  a^  und  a^^, 

d^  die  zwischen  a^^  und  a^.  Um  die 
erste  Gerade  führe  man  eine  Schrau' 
hung  aus,  deren  Translationsstrecke  das 
Dqppdte  von  dem  Abstände  zwischen 
d^  und  d^  und  deren  Botationswinkel 
das  Doppelte  von  dem  Winkel  zwischen 
d|  und  df  ist,  darauf  eine  analoge 
Schraubung  um  die  zweite  und  um  die 
dritte  Gerade.  Dann  bringen  diese  drei 
Schraubungen  zusammengenommen  das 
System  in  die  Anfangslage  zurück 
(HälphenscJtes  Theorem).^) 

AuflöBong.  Durch  die  Schraa- 
bang  um  a^^  gehe  das  starre  System 
aus  der  Lage  S^  in  die  Lage  S^  über, 
die  Gerade  d^  nehme  die  Lage  d  an. 
Wir  lassen  S^  um  d^  eine  halbe  Um- 
drehung aasföhren,  so  erhalten  wir 
Fig.  37.  eine  symmetrische  Lage  5,  in  der  a^^ 

für  Math.  Bd.  32  (1846),  S.  119;  CoUected  Papers  I,  p.  382].  Sie  sind  in 
etwas  anderer  Bezeichnung  von  Euler  gegeben  worden  [Problema  alge- 
braicum  etc.,  Novi  Commentarii  Acad.  Petropolitanae  vol.  15  (1770),  p.  76 
und  101];  lange  Zeit  schrieb  man  sie  aber  Monge  zu.  Dieselben  For- 
meln worden  wiedergefnnden  Ton  Rodrignes  in  der  Arbeit  Journal  de 
math.  t.  5  (1840),  p.  380.  Man  vgl.  noch  die  Darstellung  von  Caspary 
im  Bulletin  des  Sciences  math.  et  astron.  (2)  t.  13  (1889),  eine  andere 
Ton  Darboux  im  4.  Teile  seiner  Theorie  gän^rale  des  surfaces  und 
endlich  zwei  Aufsätze  von  Marcolongo  im  Jomal  de  Sciencias  mathem.  e 
astron.  vol.  14  (1901),  p.  161  und  Annali  diMatematica(2)  vol.  26  (1897),  p.  101. 
In  der  zitierten  Arbeit  hat  Caspary  zuerst  die  Parameter  a,  ß,  y,  d,  die 
sich  auf  Gauß  und  Weierstraß  zurückverfolgen  lassen,  systematisch 
verwendet,  die  dann  von  Klein  und  Sommerfeld  (Theorie  des 
Kreisels,  Leipzig,  1.  Heft  1897)  in  ihrer  ganzen  Bedeutung  für  die 
Theorie  der  Rotationen  erkannt  wurden.  Vgl.  auch  die  große  Arbeit  von 
Study,  Math.  Annalen,  Bd.  39  (1891),  S.  441  und  zwei  neu  erschienene 
Aufsätze  von  A.  Schoen flies,  JahreRberichte  der  deutschen  Mathema- 
tiker-Vereinigung, Bd.  18  (1909),  S.  466  und  Rendiconti  del  Circolo  Mat. 
di  Palermo,  vol.  29  (1910);  außerdem  Math.  Encyklopädie  IV  1,  S.  208  ff. 
1)  Nouvelles  Annales  (3)  t.  1  (1882)  p.  296. 
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nur  seinen  Sinn  vertauscht  hat.  Wir  lassen  auch  noch  S  um  d^  eine 
halbe  Umdrehnng  ausführen,  so  vertauscht  a^^  aufs  neue  nur  seinen 
Sinn  und  d^  geht  in  d  über,  also  erhalten  wir  S^.  Die  beiden 
halben  Umdrehungen  sind  der  Sohraubung  äquivalent. 
Das  gleiche  führen  wir  £Ür  a,,  imd  o^^  aus,  dann  sind  aber  um  die 
gemeinsamen  Normalen  d^  und  d^  zwei  halbe  Umdrehungen  hinter- 
einander ausgeführt,  die  sich  beide  Male  aufheben  und  dann  heben 
sich  auch  die  übrig  bleibenden  halben  Umdrehungen  um  d^  auf. 

Aus  der  Lage  S  gehen  die  drei  Lagen  S^^  S^^  S^,  welche  das 
stan'e  System  bei  den  drei  Schraubungen  in  zyklischer  Reihenfolge 
annimmt,  durch  halbe  Umdrehungen  um  dj^j  d^y  d^  hervor  und  diese 
drei  Lagen  sind  also  symmetrisch  zu  S  bezüglich  der  Geraden  d^, 
dg,  (I3.  S^j  S^y  S^  sind  aber  drei  allgemeine  Lagen  des  starren 
Systems,  es  gilt  also  von  drei  solchen  Lagen  der  Satz,  daß 
sie  zu  derselben  vierten  Lage  symmetrisch  bezüglich  dreier 
Geraden  sind. 

2.  Aufgabe.  Drei  Botatianen  mit  den  Winkeln  2£|,  2e,,  2^3  um 
drei  durch  einen  Punkt  0  gehende  und  zueinander  senkrechte  Achsen 
£U  einer  Botation  zu  vereinigen, 

Auflöstuig.  Wir  wählen  die  drei  Achsen  zu  Koordinaten- 
achsen, dann  haben  wir  hier  zu  setzen: 


X,  —  cosei, 

X^  —  sinc^, 

(*i-0, 

1/1-0, 

»}—  COSCj, 

i,=  0, 

f »  =  sin  f„ 

v,-0. 

X,— cos«,, 

i,-0. 

fj-0, 

Vj  =  sin  ij 

Wenden  wir  nun  zweimal  hintereinander  die  Formeln  (30)  an,  so 
finden  wir  für  die  Parameter  der  resultierenden  Rotation 

3  *  =■  Cös  «1  cos  fg  cos  £3  —  sin  b^  sin  f,  sin  £3, 

f\  X  =-  sin  £j  cos  fg  cos  £j  —  cos  fj  sin  fj  sin  £3, 

pj  fi  =  COS  £4  sin  fj  cos  £3  —  sin  b^  cos  fj  sin  £3, 

C  V  =•  cos  £j  cos  £2  sin  £3  —  sin  i^  sin  fg  cos  £j . 

8.  Anfgabe.   Eine  Botation  mit  gegebenen  Parametern  »,  k,  (a^v 
in  drei  Botationen  um  drei  zueinander  sinkrechte  Achsen  zu  zerlegen 

Anf  lÖBting.    Aus  den  Formeln  der  vorigen  Aufgabe  ergibt  sich 

2(xX  +  fti/)  =  sin2£i  C08  2£j,         .      T  j. 

2(x|Li  —  vX)  =  sin2£3,  ^  . 

2(xi/  +  X(i)  -=»  sin  2£3  cos  2£2. 


V        ^^ 


/ 
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Außerdem  wird 
>c*+il*  —  ^*— V*  =  cos  2«!  cos  2eg,  X*—  X*  —  ft*  + 1'*«=  cos  2e^  cos  2«,, 
und  somit  ergibt  sich 

sin  2£j=  2(xfA  —  Xv), 

Damit  sind  die  Rotations  winke  1  2e^,  2(2)  2  {3  der  Drehungskompo- 
nenten bestimmt. 

4.  Aufgab  9.  Zu  beweisen  j  daß  in  der  Determinante  der  Koef- 
figienten  in  den  Gleichungen  (9)  jedes  Elemmt  gleich  der  adjungierten 
UfUerdä'!rminante  wird. 

AufLösaiLg.  Zunächst  ist  klar,  daß  auch  die  Einheitsvektoren 
C|,  C|,  C3  ein  Bechtssjstem  bilden  müssen,  es  wird  also 

Ci  A  fg  X  fa  «-  +  1 . 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  gleich  der  Determinante 
der  Koeffizienten^  also  hat  diese  Determinante  den  Wert  -f~  1  • 

Multiplizieren  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  zuerst 
mit  a^,  6^,  C|,  darauf  mit  a^,  6,,  c^,  schließlich  mit  a^,  6^,  c^  und 
addieren  sie  jedesmal,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  zwischen 
den  Koeffizienten  bestehenden  B3ziehungen 

a^x-t  \y  +  Cgier  «yj, 

Diese  Gleichungei  bildan  aber  die  Auflösung  der  Gleichungen  (9) 
nach  X|,  y^,  z^  und  beichtet  min  die  für  diese  Auflösung  geltende 
allgemeine  Regel,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung;  z.  B.  ist 
Oj  =  ftjCj  —  ftjCj  usw. 

5.  Aufgabe.  D»s  Achsz  einer  Rotation  um  0  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  (9)  herzuleiten. 

Aadösung.    Fär  einen  Punkt  der  Achse  muß 

werden.    Wir  erhalten  also  die  drei  Gleichungen 

(oj  —  l)x  +  a^y  +  a^z  =»  0, 
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Da  infolge  der  Relationen  zwischen  den  Koeffizienten  aber 

wird,  ergibt  sich  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 

X  :  y  :  AT  =.  (1  +  ai  —  &j  —  cj  :  (aj  +  h^)  :  (a^  +  cj 

lud  wenn  wir  hierin  die  Werte  (20)  einsetzen  und  (18)  berücksichtigen, 

X  :y  :  z  =^  4A*:  4X|x:4Av  =  iL:|ti:v. 

Statt  der  vorstehenden  Proportion  fiir  o?,  y,  ir  hätte  man  auch 
eine  der  folgenden  beiden  analogen  wählen  können: 

a? :  y  :  jp  =  (&i  +  a,)  :  (1  —  Ol  +  fts  —  ^s)  =  (\  +  ^2)» 
jc  :  y  :  £f  =  (Ci  +  aj)  :  (c,  +  h^)  :  (1  —  «i  —  &2  +  c,). 

Aus  den  ersten  beiden  dieser  drei  Proportionen  kann  man  aber  un- 
mittelbar ableiten 

a;*:  y*—  (1  +  Ol  —  62  —  Cj)  :  (1  —  a^  +  ^»  —  c^) 
oder  vervollständigt 
x*:y*:j8*=(l  +  ai  — ft,  — Cj):(l  —  (ii+5j  — c^):(l— aj  — &,  +  c,). 

6.  Aufgabe.  D»^  Formeln  hinzttschreihen,  die  aus  (20)  durcA 
Einführung  der  aus  (19)  hervorgehenden  Winkel  9,  tf;,  d  ent9^6?/ien, 
mit  anderen  Worten  die  Koeffizienten  in  der  orthogonalen  Substi- 
Mion  (9)  auszudrücken  durch  die  Eülerschen  Winkel  q>,  t|;,  ^. 

Auflösung.   Man  findet  aus  (19)  und  (17) 

X  «  Y  (a  +  J)  —  cos  -  cos      ^— , 

^  =  2,(y  +1^)  —sin -cos 

^  =-  "ä"  (y  -  W  =  81°  9  Sin  -  ^— 

Führt  man  diese  Werte  in  (20)  ein,  so  ergibt  sich 

a^  =  cos  (p  cos  t|;  —  sin  9  sin  t^  cos  O, 
a^  t=s  cos  4JC}  sin  ^  -|-  sin  (p  cos  t^  cos  ^, 
a^  »  sin  4JC}  sin  ^, 
6j  —  —  sin  q>  cos  t/;  —  cos  g>  sin  t^  cos  -O", 

62  =  —  sin  ijp  sin  t/;  +  cos  q>  cos  tf;  cos  -O", 

63  »»  cos  9)  sin  d , 
Ci  —  sin  t/;  sin  ^,     Cj  =  —  cos  1/;  sin  -0^,     Cj  =  cos  d 


2 


2  v/-         ry         —  2  2 

j.,_       .,       cos  2  sin-    2- 


104        Kap.  IV.   Endliche  Yerrückungen  eines  starren  Sjatems. 


7.  Aufgabe.  Die  selbständige  Bedeutung  der  Winkel  q>,  iif,  ^ 
zu  entwickeln, 

Anflösiing.  Nach  den  zuletzt  gefundenen  Formeln  wird  zu- 
nächst, da  c^  der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  ursprünglichen 
und  der  gedrehten  jei- Achse  ist,  ^  der  Winkel  seihst  zwischen  diesen 
beiden  Achsen.  Wir  führen  jetzt  die  gemeinsame  Normale  der  beiden 
Achsen  ein,  die  wir  als  die  Knotenlinie  bezeichnen.  Dann  ergibt 
sich  aus  zwei  sphärischen  Dreiecken,  deren  Ecken  aus  der  Kugel 
um  0  durch  die  Knotenlinie  und  die  x-  und  ;er- Achse,  das  eine  Mal 
in  der  ursprünglichen,  das  andere  Mal  in  der  gedrehten  Lage,  aus- 
geschnitten werden,  da  c^  der  Cos.  des  Winkels  zwischen  der  ur- 
sprünglichen Z'  und  der  gedrehten  x- Achse,  a^  der  Cos.  des  Winkels 
zwischen  der  ursprünglichen  x-  und  der  gedrehten  jb:- Achse  ist,  daß 
der  Winkel  gegen  die  gedrehte  o;- Achse  gleich  ^  und  der  Winkel 
gegen  die  ursprüngliche  o;- Achse  gleich  q>  wird. 

Führt  man  hintereinander  die  Substitutionen  aus 

x^  =  cosi/'O?!  —  sint(;yj ,     y^  =  sinypx^  H-  cost/^yj,     z^  =  z^^ 

x^  =  Xj,     ^3  =  cos^y,  -f  sin^r,,     z^^  —  sin^^^j  -f-  cosdr^, 

X  —  cos^pa:, +  sin9>y3,     y  =  —  sinyXj -f  cosyy,,     jer  «•  i'j, 

so  ergibt  sich  durch  ihre  Zusammenfassung  eine  lineare  Transfor- 
mation, deren  Koef&zienten  die  in  der  vorigen  Aufgabe  bestimmten 
Werte  sind;  9»,  i/;,  O  erscheinen  so  als  die  Winkel  dreier  Drehungen 
um  fest  bestimmte  Achsen,  welche  die  vorliegende  Drehung  ersetzen. 
Vgl.  Klein  und  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels  I,  S.  19. 

8.  Aufgabe.  Die  geometrische  FesÜegung  der  aus  zwei  ge- 
gebenen Rotationen  resultierenden  Botation  auf  Crrund  der  Formeln 
(30)  zusammen  mit  den  Gleichungen  (27)  und  (28)  abzuleiten, 

Auflösung.  Aus  der  ersten  der  Formeln  (30)  ergibt  sich  zu- 
nächst die  Gleichung 

CO  CD.  CD.  CO«  CD«  -, 

eos  —  «  cos    *  cos  -^  —  sm  Y  sin  Y  cos  <*'» 

wenn  <Z>  den  Winkel  zwischen  den  Achsen  der  beiden  gegebenen 
Drehungen  bedeutet.  Multiplizieren  wir  die  drei  übrigen  Glei- 
chungen (30)  der  Reihe  nach  mit  A^,  fi^,  v^  und  addieren  sie,  so  er- 
halten wir 

CO  CO.  CO«  -.  00«  CO* 

sm  —  cos  <P,  ==  cos  -^  sin  -^  cos  <i>  +  sm  -  -  cos  -   , 
und  analog 

CO   .  CO,       .      CO9  C9|  CO«  _. 

sin  ^  cos  Vj  =  cos  ~  sm  - '  +  sm  y  cos  -^  cos  <i>. 
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wenn  (P^,  0^  die  Wink^  bedeuten ,  welche  die  Achse  der  resultie- 
renden Rotation  mit  den  Achsen  der  gegebenen  Rotationen  einschließt. 

Die  drei  gefundenen  Gleichungen  zeigen  aber,  daß  man       ,    ^  9  ~^ 

als  die  Seiten  und  (P,  (2>j,  <Z>,  als  die  Nebenwinkel  eines  sphärischen 

Dreiecks,  oder  umgekehrt  — ,  y  '  "^  als  diö  Nebenwinkel,  (l>,  <I>j ,  (P, 

als  die  Seiten  eines  supplementären  Dreiecks,  auffassen  kann. 

0.  Anfisabe.  Die  benutzten  Eigenschaften  der  stereograpkischen 
Projektion  abetUeiten. 

Auflösung.  Wir  führen  auf  der  Kugel,  deren  Radius  gleich  1 
ist,  die  Länge  l  und  die  Breite  9  ein  und  haben  dann  fär  die  Ko- 
ordinaten eines  Kugelpunktes 

X  a>  cos  g)  cos  A,     y  «»  cos  9  sin X,     z  ^=^  sin  9, 
oder 

l^cosg^c*^,     f  «a  —  sinijp. 

In  der  Äquatorebene  fahren  wir  Polarkoordinaten  r,  d  ein  und 
haben  dann,  wenn  u,  v  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes 
bedeuten, 

«7  =  u  +  tf?  —  r^^. 

Bei  der  Projektion  aus  dem  Pol  S  der  Kugel,  für  den  9)  «=-«-, 
ergibt  sich  nun  die  Beziehung 

e  =  A,     r-tang(^  +  |)  (a) 

oder 


C0B9 


(b) 


1  —  smqp 
Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  e'*«  c*^,  so  wird  sie 

Die  Abbildung  ist  ähnlich  in  den  kleinsten  Teilen,  wenn  einer  Zer- 
leg^g  der  Kugeloberfläche  in  unendlich  kleine  Quadrat«  wieder  eine 
quadratische  Felderung  der  Bildebene  entspricht.  Die  Quadrate  auf 
der  Kugel  seien  hier  durch  Meridiane  und  Breitenparallele,  die  Qua- 
drate in  der  Bildebene  entsprechend  von  Strahlen  durch  0  und  konzen- 
trischen Kreisen  um  0  begrenzt.  Die  Seiten  eines  Quadrates  auf  der 
Kugel  sind  dann  d(p  und  cos  q>dk^  so  daß 

dg)  »  cos  (p  dX 

wird.    In  der  Bildebene  ergibt  sich  entsprechend 

dr^rdOy 
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es  muß  also,  da  dd  *»  dA  ist,  —  «  — —  sein,  was  in  der  Tat  aus 
'  '    r        cosqj         ' 

(b)  sofort  folgt. 

10.  Aufgabe.  Die  Gleichungen  für  eine  Schraubung  um  eine 
Achse  mit  gegebenen  Koordinaten  Äj  B^  C,  L^  M^  N  aufeustellen. 

Auflösung.  Da  sich  jede  Schraubung  aus  einer  Botation  um 
den  Eoordinatenursprung  und  einer  Translation  zusammensetzen  läßt, 
sind  die  gesuchten  Gleichungen  von  der  Form 

^1  =*  *o  +  »8^  +  hy  +  CgÄ-, 
i?!  =  Co  -f  a^x  +  b^g  +  c^z, 

wobei  die  Koeffizienten  a^,  o^,  aj,  b^  usw.  durch  Gleichungen  von 
der  Form  (20)  gegeben  sind. 
Dabei  haben  *  wir 

k-^RA,     fi^RB,     v^BC 

anzunehmen,  und  da  -4^ -|-  J5*  +  C* «  1  sein  soll,  finden  wir  mit 
Rücksicht  auf  (18) 

Ä«yr-x«=8in". 

Durcl^  Hinzunahme  des  Botationswinkels  co  sind  also  x,  X,  fi,  v  und 
damit  9  der  12  Koeffizienten  bestimmt. 

Um  auch  die  letzten  drei  Koeffizienten  zu  berechnen,  hat  man 
zu  beachten,  daß  bei  der  Rotation  um  die  Schraubenachse  der  Punkt  P 
mit  den  Koordinaten  —  qL,  — qM,  —qN  in  den  Pimkt  P'  mit  den 

Koordinaten  +  ^X,  +  qM,  -{-  qN  übergeht,  wenn  q  »  tang—  ge- 
setzt wird,  denn  die  durch  den  Ursprung  0  halbierte  Strecke  PP' 
ist  senkrecht  zu  der  Rotationsachse  und  zu  dem  aus  0  auf  die  Rota- 
tionsache gefällten  Lote  OPq,  so  daß  PPq  =  P'Pq  und  ^  PP^^O  = 
^  OpQp'  ^  ^o  wird.    Damit  ergibt  sich 

do-  [kA  +  (a,+  l)L  +  hiM  +  c,N]q, 
b^^[kB  +  a,L  +  {b,+  1)M  +  c^ir]Q, 
Co  ^[kC  +  a,L  +  b,M+{c^  +  1)N]q, 

wenn  Ä;  =  t  :  tang  —  gesetzt  wird  und  v  die  Größe  der  Translation 

bedeutet,  so  daß  kgA^  kgB^  kgC  die  Komponenten  der  in  der 
Schranbung  enthaltenen  Translation  sind.  Die  vorstehenden  Aus- 
drücke reduzieren  sich  bedeutend  mit  Hilfe  der  identischen  Relation 

AL  +  B3I+  CN=^0, 
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ans  der  auch 

folgt.    Es  ergibt  sich  dann 

Oq  —  JcQÄ  +  2R(xL  —  vM+  fiN), 
h^^kQB  +  2R(KM-kN+vL), 
Co  -»  JcqC  +  2R{xN  —  fiX  +  ^M). 

11.  Aufgabe.  Die  aus  einem  Botaiianspaar  resultierende  Trans- 
lation eu  bestimmen, 

Anf  lösiing.  Man  lasse  zunächst  die  Achse  von  einer  Rotation 
des  Paares  durch  den  Koordinatenursprung  hindurchgehen  und  gebe 
der  anderen  Achse  die  Koordinaten  Ä,  B,  C,  Z,  M^  N^  dann  lassen 
sich  sofort  die  Resultate  der  vorigen  Aufgabe  verwenden,  indem 
man  x  und  damit  k  gleich  0  annimmt  Die  Komponenten  Oq,  &q,  c^ 
der  Verschiebung  des  Koordinatenursprungs  geben  dann  sofort  die 
Komponenten  der  gesuchten  Translation,  und  beachten  wir,  daß 

X  «•  COS  — ,     i(  «=  sin  "ä 
ist,  so  finden  wir  sofort 

«0=2  sin  |[cos  I X  -  sin  I  {CM  —  BN)\ , 
6o-  2  8in|[cos|-af-  sin|(^JS^-  CZ)], 

Co  =-  2  sin ^  cos  1^  2V  —  sin y (BL  —  ÄM)\  • 

Sind  nun  die  Koordinaten  der  beiden  Rotationsachsen  allgemeiner 
A^  B^  67,  Z^,  itf|,  N^  imd  J.,  B^  C,  Zg,  M^^  N^y  so  geht  man 
zu  dem  zuerst  behandelten  Spezialfälle  über,  indem  man  das  Ko- 
ordinatensystem so  parallel  verschiebt,  daß  der  Ursprung  auf  die 
erste  Rotationsachse  fällt.  Dabei  bleiben  Ä,  B,  C  ungeändert,  Z^, 
Jfj,  Ni  werden  0  und  Zj,  JJfj,  N^  mögen  in  Z,  3f,  N  übergehen. 
Dann  ergibt  sich  einfach 

Führt  man  diese  Werte  in  den  vorstehenden  Gleichungen  ein,  so  er- 
hält man  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  die  Komponenten  der  Ver- 
schiebung. 

Für  die  Größe  der  Verschiebung  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf 
die  Beziehung  ÄL  +  BM  +  CiV  —  0 

X  ^Yal  +  H  +  d  =-  2  sin --yi^+M^  +  ~N^ 
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oder,  da  YL^  +  M*+  N*  gleich  dem  Abstände  d  der  beiden  Ro- 
tationsachsen ist, 

12.  Aufgabe.  Den  folgenden  Satz  van  Bodrigues^)  zu  beweisen: 
Eine  gegebene  Schraubenbewegtmg  läßt  sich  auf  unendlich  viele  Arten 
durch  die  Aufeinanderfolge  zweier  Drehungen  ersetzen.  Dabei  hat  das 
sechsfache  Volumen^  das  die  auf  den  RotaHonsachsen  als  Strecken  db- 
getragenen  Sinus  der  halben  zugeftörigen  Botationswinkd  als  zwei 
Gegenkanten  bestimmen,  einen  konstanten  Wert. 

Aaflösnng.  Wir  beweisen  den  Satz  so,  daß  wir  von  den 
beiden  Rotationen  ausgehen  und  die  Schranbung  suchen,  die  sich 
aus  ihnen  zusammensetzt.  Dabei  wollen  wir  für  die  Achse  der  einen 
Rotation  die  jet- Achse  wählen,  und  ersetzen  die  andere  Rotation 
durch  eine  Rotation  um  den  Eoordinatennrsprung  zusammen  mit 
einer  Translation.  Die  Achse  der  letzteren  Drehung  habe  die  Ko- 
ordinaten J.^,  J?|,  C7|,  Xj,  Jtfj,  N^,  Go^  sei  der  Rotationswinkel,  da- 
gegen G)^  der  Winkel  der  Rotation  um  die  ^- Achse.  Dann  haben 
von  den  Parametern  der  resultierenden  Rotation,  deren  Winkel  <o  sei, 

die  drei  letzten  auf  Ginind  der  Formeln  (30),  da  hier  x,  «  cos-^ » 

Xj  ■=  0,  jLCj  =  0,  v,  «  sin    *  wird,  folgende  Werte: 

A  =  sin '^^  (^1  cos  "»  H-  ^1  sin^ )  , 

|x  =  sm  ^  1^-  ^1  sin  ^  +  5j  cos  -^^j, 

V  «  cos  -^  sm  Y  +  Cj  sm  2*  cos  -^  • 

Die  Richtungskosinus  der  Achse  dieser  resultierenden  Drehung  und 
damit  auch  der  gesuchten  Schraubxmg  verhalten  sich  wie  A  :  fi :  v; 

femer  wird  V'?+  |ii*+  v*  =  sin  ^w.  Projizieren  wir  die  aus  der 
ersten  Rotation  herausgeholte  Translation,  deren  Komponenten 
^0'  ^Of  ^0  d^®  ^^^  d^^  vorigen  Aufgabe  hervorgehenden  Werte  haben, 
auf  die  Achse  der  resultierenden  Drehung,  so  erhalten  wir  die 
Größe  T  der  in  der  Schraubung  steckenden  Translation  längs  der 
Schraubenachse. 

So  wird  X  =^  {a^X  -{- b^^  -{-  Cqv)  i  sm  --  und  nach  dem  Resultat 

der  vorigen  Aufgabe  erhalten  wir  dann 


1)  Journal  de  Mathäm.,  t.  5  (1840),  p.  880. 
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T  8m|  -  2  sin^ {[cos'JZi  -  sin  ^(C^Jf,-  B,jr,)]i 

+  [cos ^M,-  sin !J {Ä,N, -  C,L,)] (t 

+  [cos  "^  N,  -  sin  ^i  (B,  L,  -  4,  M,)]  v )  • 

Bei  der  Ausrechnung  auf  Grund  der  vorhergehenden  Formeln  für 
X,  fi,  V  Tereinfacht  sich  die  rechte  Seite  zu 

2  sm  ^  sin  y  -öTj , 

oder  wenn  wir  auf  die  Bedeutung  von  N^  Rücksicht  nehmen,  wird 

T  sin  —  «  2  sin  -^  sin  -  eJ  sin  y 

indem  d  den  kürzesten  Abstand  der  beiden  Rotationsachsen,  q>  den 
Winkel,  unter  dem  sie  sich  kreuzen ,  bezeichnet.  Die  rechte  Seite 
der  vorstehenden  Gleichung  ist  aber  das  Doppelte  des  in  der  Aufgabe 
genannten  Wertes,  und  dieser  hängt  sonach  in  der  Tat  nur  von  der 
Größe  T  der  Translation  und  dem  Winkel  o  der  Rotation  in  der  re- 
sultierenden Schraubung  ab,  w.  z.  b.  w. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  momentane  Bewegung  eines  starren  Systems. 

1.  Oesohwindigkeit  nnd  Besohleunigiing  bei  der 
Bewegnng  eines  starren  KOrpers.  Es  seien  0,  P^  Q,  R 
ii^end  vier  Punkte  des  starren  Systems  oder  Körpers ,  wenn 
wir  uns  das  System  so  erweitert  denken ,  daß  es  einen  Teil 
des  Baumes  kontinuierlich  erfüllt.  Wir  führen  die  Vektoren  ein 

P-0^p,Q-0^q,    R-O^r,  (1) 

dann  liefert  die  Starrheit  des  Systems  die  folgenden  Bedingungen 

2>*— konst.,  3*— konst.,  pxg^konst.,  jpxg  Ar  =  konst.  (2) 

Differenzieren  wir  die  ersten  drei  nach  der  Zeit^  so  ergibt  sich 
l>xp  =  0,    qxq^Oy    pxq+2)xq  =  0.       (3) 

Im  allgemeinen  sind  die  beiden  Glieder  in  der  letzten  Gleichung 
nicht  einzeln  gleich  Null.     Wir  können  dann  setzen 

pxq        pXQ  ^  ^ 

Es  ist  sofort  zu  sehen,  daß  mod  Q  die  Dimension  \ir^^  hat. 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich  auf  Gnmd  der  Formel 
für  das  doppelte  Vektorprodukt  [Gleichung  (20)  in  Kap.  I]  und 
der  Gleichungen  (3) 

QAa=    pl^q[{qxp)q-{äxq)p]  '^q- 

Auch  für  einen  beliebigen  anderen  Punkt  R  wird  aber 

r  =  Q  A  r.  (5) 

Zum  Beweis  differenzieren  wir  die  letzte  der  Gleichungen  (2) 
nach  der  Zeit.  Das  erste  Glied,  das  wir  erhalten,  wird  dann 
nach  Gleichung  (!^3)  in  Kap.  I 

pxq  Ar  =  (Q  Ap)x(q  Ar) 

=  (Q  X  g)  (p  X  r)  —  (Q  X  r)  (i>  X  q). 
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Das  zweite  Glied  wird  aaf  dieselbe  Weise 

pxqfW'^qxr  /\p^(Qxr){pxq)'-{Q,  xp)  (q  x  r) 

und  das  dritte  Glied  aualog,  wenn  Q^  aus  Q  durch  Yertau- 
schung'Yon  p  und  r  entsteht, 

pxr  Ar  =  (Qi  X  jp)  (a  X  !•)  —  {Qixq)(pxr), 

wir  finden  demnach  durch  Addition  der  drei  vorstehenden 
Gleichungen,  da  die  Summe  ihrer  linken  Seiten  gemäß  (2) 
verschwindet 

(Qi  —  Q)  X  { (g  X  r)p  —  (pxr)q)  =0. 

Vertauschen  wir  p  und  r,  so  vertauschen  sich  Q^  und  ö,  wir 
erhalten  also  auch 

(Qi  -  Q)  X  [(qxp)r  -  (rxp)q]  -  0. 

Wir  können  nun  die  drei  Vektoren  p,  q,  r  so  annehmen,  daß 
sie  nicht  alle  drei  einer  Ebene  angehören  und  daß  keine  zwei 
von  ihnen  aufeinander  senkrecht  stehen,  also  jp  x  9,  jp  x  1*, 
qx.r  ^0  sind,  dann  würden  die  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen, solange  öj— Q  +  0,  fordern,  daß  dieser  Vektor  Qj— Q 
auf  den  drei  Vektoren  p^  q,  r  senkrecht  steht,  was  unmöglich 
ist.  Also  muß  Qj  =  Q  sein  und  mithin  Q  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  p  durch  r  und  damit  p  durch  r  ersetzt.  So  ist  die 
Gleichung  (5)  bewiesen. 

Es  ergibt  sich  demnach  allgemein,  wenn  Q  einen  von  der 
momentanen  Bewegung  des  ganzen  Körpers  abhängenden  Vektor 
und  0  einen  festen  Punkt  des  Körpers  bezeichnet,  fiir  jeden 
beliebigen  Punkt  P  des  Körpers  die  Gleichung 

P=Ö  +  QA(P-0).  (6) 

Diese  Formel  ist  von  grundlegender  Bedeutung  für  die  Kine- 
matik der  starren  Systeme. 

Führen  wir  drei  fundamentale  Einheitsvektoren  e^,  €2,  e^ 
ein,  die  ein  orthogonales  Rechtssystem  bilden,  und  nennen  wir 
X,  ff,  z  die  Koordinaten  von  P,  i,  y,  i  die  Komponenten  von  P, 
tf,  r,  w  die  Komponenten  von  0,  p^  g,  r  die  Komponenten  von  Q, 
so  ergeben  sich  aus  der  vorstehenden  Formel  die  Gleichungen 
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y  =  r  +rx  —  pg,  \  (7) 

i  ^  tv  +  py--  qx,' 
Nehmen  wir  in  (5)  für  r  der  Reihe  nach  die  Vektoren 
^11  ^t)  ^sf  B^  erhalten  wir  die  Gleichungen 

^i  —  QAe^,    e, —  QAej,    e5  =  QAe,,  (8) 

die  häufige  Anwendung  finden.  Aus  der  zweiten  Yon  ihnen 
erhalten  wir 

e^  X  e^  =^  e^  X  Q  A  e^  -=^  Q  X  e^  A  e^  ^  Q  X  e^  ^  p, 

also  wird 

p^e^xe^,    q=-e^xe^,    r^e^xe^.  (9) 

Führen  wir  nun  durch  die  Gleichungen  (8)  des  yorigen 
Kapitels  drei  im  Räume  feste  Fundamentalvektoren  e^,  e,,  e, 
ein,  so  ergibt  sich  aus  (8)  sofort 

wenn  p^,  q^,  r^  die  Komponenten  yon  Q  nach  den  festen 
Achsen  sind;  a^,  a^y  c^  sind  ja  die  Komponenten  yon  e^  nach 
diesen  Achsen  usw. 

Andererseits  wird  aber 

^1  =  Q  A  e^  =*  Q  A  (^j  A  ej  =  (Qx^j)  e, — (Q  x  eg)  e,  =  re^ — 9^8 
usw.;  wir  haben  also  auch 

k-P^i-ra^,    bi=-p(^-ra^,    h  =  pc^-ra^,        (11) 

1)  Die  Formeln  (7)  sind  für  den  Fall,  dafi  0  fest  ist,  von  Euler 
gegeben  worden  (Memoires  de  TAcad^mie  de  Berlin  1750,  p.  185,  siehe 
dort  p.  205).  Auch  die  Formeln  (10)  und  (11),  die  häufig  nach  PoisBon 
benannt  werden,  stammen  von  Euler  (M^m.  de  Berlin  1758,  p.  158,  s.  dort 
p.  171).  Sie  drücken  die  Derivierten  der  neun  Richtungskosinus  des  im 
Körper  festen  Achsenkreuzes  durch  diese  Richtungskosinus  selbst  und 
die  Richtungskosinus  der  momentanen  Drehachse  in  dem  festen  und  in 
dem  mit  dem  Körper  beweglichen  Koordinatensysteme  aus. 
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Differenzieren   wir   die   Gnindgleichung  (6)   noch  einmal 
nach  der  Zeit,  so  ergibt  sich 

P=-Ö  +  QA(P-0)  +  Q(P-Ö). 

Das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird, 
aber  wiederum  nach  (6)  und  Eap.  I  (20) 

Q  A  {Q  A  (P -  0))  =-  [Q  X  (P~  0)]  .  Q  -  Q« .  (P  -  0). 

Wir  setzen  nun,  indem  wir  diese  Gleichung  skalar  mit  P  —  0 
multiplizieren, 

2q)  =  -  [Q  A  (P  -  0)1»  =  [Q  X  (P  -  0)Y  -  Q« (P  ~  Oy, 

und  bilden;  indem  wir  9  als  Funktion  des  Punktes  P  allein 
ansehen, 

«Jq)  =  gradq)xcJP=-{[Qx(P-0)]Q-Q».(P-0)}x(JP. 

Es  wird  also 

grad9  -  [Q  X  (P  -  0)]  •  Q  -  Q« .  (P-  0) 

und  damit 

P  -  Ö  +  Q  A  (P  -  0)  +  grad 9.  (12) 

In  dem  gegen  den  Körper  festen  Koordinatensystem  wird 
nach  der  oben  gegebenen  Definition  von  9,  da  Q»  =»  o» 

29  —  (px  +  qy  +  rzf  —  G}^{x^  +  y^  +  z^), 

und  nennen  wir  demnach  x,  y,  'i  die  Komponenten   des   Be- 

••  • 

schleunigungsyektors  P,  ü,  v,  w  die  von  0,  so  wird 


...  •      ,   d^D 

...  .  ,      ^<P 


(13) 


Den  Vektor  Q  können  wir  schließlich  mit  der  Rotation 
Ton  P  nach  der  in  Kapitel  U  gegebenen  Definition  in  einfache 
Beziehung  setzen.  Indem  wir  Q  als  konstant  ansehen^  ergibt 
sich  aus  (5) 

dP^QAdP,     dP=Q  AdP, 

Haroolongo:  theoret.  Mechanik.  8 


114       Kap.  y.   Die  momentan«  Bewegung  eines  starren  Systems. 

also 

dFxdP-SPxdP'-QAdPxdP-QASPxdP 

«2QxrfPA<JP, 
woraus 

Q  =  ^  rot  i»,  (14) 

wir  nennen  deshalb  Q  den  Rotationsvektor. 
Wir  setzen  weiter 

«-rotPA(P-O)  (15) 

und   bezeichnen  diesen  Vektor   als   den   Zentrifugalvektor 
des  Punktes  P.     Dann  ergibt  sich  einfach 

q,  =  -  2«*.  (16) 

2.  Absolute  nnd  relative  Bewegung.  Wir  fassen 
wieder  zwei  Fundamentalsysteme  0(6^,  e^,  e^)  und  0'(t^,  e^,  fj) 
ins  Auge,  von  denen  das  erste,  S,  als  beweglich/ das  zweite,  S\ 
als  fest  angesehen  wird.  Die  Bewegung  eines  Punktes  bezüg- 
lich S'  heißt  absolut,  seine  Bewegung  bezüglich  S  relativ. 
Die  Bewegung  eines  Punktes^  der  mit  S  starr  verbunden  ist^ 
bezüglich  8'  bezeichnen  wir  als  eine  Drillung. 

Wir  wollen  hier  insbesondere  das  Verhältnis  zwischen 
absoluter  und  relativer  Bewegung  näher  erörtern.  Indem  wir 
mit  Xy  ify  z  die  Koordinaten  des  Punktes  P  im  System  S  be- 
zeichneU;  setzen  wir 

P^  0  +  xe^  +  y€^+  ze^j 

und  leiten  daraus  durch  zweimalige  Differentiation  nach  der 
Zeit  ab: 

P ^  Ö  -^  xe^+  ye^+  ze^  +  ie^  +  ye^  +  ze^y 

P^Ö  +  x'e^  +  ye^-\'  zi\  +  2(iei+  y^j+  ^^s) 

+  xe^+ye^+ze^. 

Wir  deuten  zunächst  den  Ausdruck  für  P.  Er  besteht 
aus  zwei  Teilen.  Der  erste  Teil  ergibt  sich,  wenn  wir  P  als 
fest  in  dem  beweglichen  Systeme  ansehen,  er  bedeutet  also  die 
Drillungsgeschwindigkeit  von  P,  die  wir  mit  P,  be- 
zeichnen wollen.    Der  zweite  Teil  rührt  her  von  der  Bewegung 
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des  Punktes  gegen  das  System  S,  wir  wollen  ihn  mit  P^  be- 
zeichnen. Er  bedeutet  die  Relativgeschwindigkeit.  Be- 
zeichnen wir  noch  der  größeren  Deutlichkeit  wegen  die  abso- 
lute  Geschwindigkeit  P  mit  P^,  so  ergibt  sich  demnach 

P.  =  P.  +  Pr,  (17) 

d.h.  die  absolute  Geschwindigkeit  ist  die  [Resultante 
der  Drillungs-  und  der  Relatiygeschwindigkeit. 

In  genau  analoger  Weise  drückt  der  erste  Teil  des  Aus- 
druckes  für  P  die  Drillungsbeschleunigung  P,  aus.  Den 
zweiten  Teil  bezeichnen  wir  mit  P^  und  nennen  ihn  die  Zentri- 
fugalbeschleunigung, wir  setzen  also 

P, -2(iej  '\-ye^  +  ze^)\ 

der    letzte    Teil    P     ist   die   Relativbeschleunigung,   und 

..  .» 

schreiben  wir  wieder  P^  statt  P,  so  erhalten  wir 

•_•  ••  ••  »• 

P.-P.+  Tr+Pc,  (18) 

d.  h.  die  absolute  Beschleunigung  ist  die  Resultante 
der  Drillungs-;  der  Relativ-  und  der  Zentrifugal- 
beschleunigung. ^) 

Auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  können  wir  P^  schreiben 
wie  folgt: 

P,  ==  2Q  A  (i^i  +  ye,  +  ie,)  =  2Ö  A  P,  -  rot  P,  A  P,.  (19) 

Die  Zentrifugalbeschleunigung  ist  das  doppelte  äußere 
Produkt  desRotationsvektors  mit  derRelativgeschwin- 
digkeit. 

Statt  des  Ausdruckes  (18)  läßt  sich  noch  ein  anderer 
für  P^  finden.  Wir  nehmen  zu  dem  Zwecke  den  Hodographen 
der  absoluten  Bewegung  von  P,  setzen  also 

Die  absolute  Beschleunigung  von  P  wird  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit von  Q;  so  zeigt  sich,  daß 

P^  —  Relativgeschw.  Q  -{-  Drillungsgeschw.  Q 

1)  Coriolis,  Memoire  snr  loa  equations  du  mouvement  relatif, 
Journal  de  T^cole  polytechnique,  cah.  24  (1885),  p.  142. 

8* 
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ist,  d.  h.  in  Rücksicht  auf  die  für  die  Drillungsgeschwindigkeit 
geltende  Gleichung  (6) 

P^  -  Relativgeschw.  Q  +  Ö  i- Q  A  (Q  -  0). 

Nehmen  wir  fiir  Q  den  Punkt  0',  so  wird  seine  absolute  Ge- 
schwindigkeit gleich  Null,  also 

0  -  Relativgeschw.  (X  +  Ö  +  Q  A  (0' -  0). 

Subtrahieren  wir  diese  Gleichung  von  der  Yorhergefaenden  und 
setzen  ^  —  0'«=  P^,  so  wird 

P^  «  Relativgeschw.  P^  +  Q  A  P„,  (20) 

wobei  P^  als  Vektor  des  Hodographen  zu  deuten  ist.  Es 
wird  also 

'9-=^  +  ric-ph,\  (21) 

di    , 

wenn  die  geraden  d  eine  Differentiation  nach  der  Zeit  in  dem 
mit  dem  Körper  beweglichen  System  bedeuten.  Diese  Formeln 
stammen  von  Bour.^)  # 

8.   ZuBammeiuietzang    momentaner   Bewegungen. 

Die  Gleichung  (17)  läßt  sich  insbesondere  auf  den  Fall  an- 
wenden^ wo  ein  neues  starres  System  S^  sich  gegen  das  selbst 
bewegliche  System  S  bewegt  und  P  ein  Punkt  dieses  neuen 
Systems  8^  ist.  Die  wirkliche  Geschwindigkeit  P^  von  P  setzt 
sich  dann  aus  den  Geschwindigkeiten  P,  und  P^  zusammen, 
die  P  bei  seinen  zwei  Teilbewegungen  hat,  und  es  ergibt  sich 
so:  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Systems  ist 
die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  des  Punktes 
bei  den  Bewegungen,  aus  denen  sich  die  resultierende 
Bewegung  zusammensetzt.  Daraus  ergibt  sich  aber,  daß 
es  auf  die  Reihenfolge,  in  der  die  Bewegungen  zusammen- 
gesetzt werden,  nicht  ankommt:   momentane  Bewegungen 


1)  Memoire  sar  les  mouvements  relatifs,  Journal  de  math^m.  (2) 
vol.  8  (1863),  p.  1. 
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sind  stets  vertaaschbar.  Diese  Eigenschaft  bildet  einen 
wesentlichen  Unterschied  zwischto  den  endlichen  und  momen- 
tanen Bewegungen  und  liefert  ein  einfaches  Mittel,  gleichzeitige 
momentane  Bewegungen  zu  einer  einzigen  zu  vereinen. 

Was  zunächst  die  momentanen  Translationen  angeht, 
so  bleibt  für  sie  die  oben  (S.  83)  für  endliche  Translationen 
gegebene  Regel  bestehen.  Die  momentanen  Rotationen  um 
einen  festen  Punkt  0  lassen  sich  sofort  vereinigen  auf  Grund  der 
Formel  (6),  in  der  jetzt  0  =  0  anzunehmen  ist  Es  werden 
dann^  wenn  Qj^Qj;*-*  ^^^  einzelnen  Rotationsvektoren  sind, 
die  zugehörigen  Geschwindigkeiten  eines  und  desselben  Punktes. 

Q,A  (P-0),    Q,A(P-0),  .... 

Daraus  folgt  für  die  resultierende  Geschwindigkeit  der  Wert 

QA(P-O), 
wenn 

li  -  Qi  +  Q,  +  . .  • 

gesetzt  wird:  mehrere  momentane  Rotationen  um  den- 
selben Punkt  vereinigen  sich  zu  einer  Rotation  um 
denselben  Punkt,  und  der  Rotationsvektor  dieser  letz- 
teren ist  die  Resultante  von  den  Rotationsvektoren 
der  Teildrehungen. 

Insbesondere  läßt  sich  eine  vorgelegte  Rotation  immer  als 
die  Resultante  dreier  Teildrehungen,  deren  Rotations vektoren 
zueinander  senkrecht  sind,  auffassen.  Der  Rotationsvektor  einer 
Rotation  fällt  in  die  Rotationsachse  und  ist  an  Länge  gleich 
der  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation.  Daraus  folgt,  daß 
die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Rotationskomponenten  der 
Reihe  nach 

sind,  wenn  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  vorgelegten  Rota- 
tion und  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  ihrer  Achse,  bezogen  auf 
die  Achsen  der  Teildrehungen,  sind. 

Wir  müssen  auch  noch  den  Fall  von  Rotationen  mit 
parallelen  Achsen  behandeln  und  beginnen  mit  dem  besonders 
einfachen  Falle  eines  Rotationspaares,  bei  dem  die  Rotations- 
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Vektoren  entgegengesetzt  gleich ,  also  etwa  gleich  Q  und  —  Q 
werden.  Die  resultierende  Geschwindigkeit  eines  Punktes  P 
wird  dann,  wenn  0^  und  0^  zwei  Punkte  der  beiden  Rota- 
tionsachsen sind, 

Q  A  (P -  Ol)  -  Q  A  (P-  0,)  =  Q  A  (0,  -  OJ, 

also  unabhängig  yon  P,  und  die  resultierende  Bewegung 
ist  sonach  eine  Translation.  Ihre  Richtung  ist  senk- 
recht zu  der  Ebene^  welche  die  beiden  Rotations- 
achsen verbindet^  und  ihre  Größe  wird  angegeben 
durch  den  Inhalt  des  Parallelogramms,  das  die  beiden 
parallelen  Rotationsyektoren  als  zwei  Gegenseiten 
bestimmen. 

umgekehrt  laßt  sich  eine  vorgelegte  Translation  auf  un- 
endlich viele  Arten  durch  die  Rotationen  eines  Rotationspaares 
ersetzen. 

um  nun  zwei  Rotationen  zu  vereinigen,  deren  Rotations- 
vektoren Q^,  Qj  parallel,  aber  nicht  entgegengesetzt  gleich 
sind,  bezeichnen  wir  wieder  mit  0^,  0^  zwei  Punkte  auf  den 
beiden  Rotationsachsen  und  mit  0  einen  Punkt  auf  der  Ver- 
bindungslinie von  0^  und  0,,  der  so  gewählt  sei,  daß  wenn 
(o^,  (o^  die  mit  bestimmtem  Vorzeichen  genon^menen  Winkel- 
geschwindigkeiten der  gegebenen  Drehungen  bedeuten  und 
sonach 

wird,  die  Gleichung  besteht: 

Oi(0-  Ol) 0,(0-0,). 

Dann  finden  wir  für  die  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  P 
bei  der  resultierenden  Bewegung 

QiA(P-O0  +  QsA(P- 0,) 

«  (Ö,  +  Q,)  A  (P-0)  +  Q,  A  (0-0,)  +  Q,  A  {0--0,), 
und  da 

Qi  A  (0-  OJ  -  -  Q,  A  (0-0^) 

ist,  wird  die  Geschwindigkeit 

=  öA(P-0), 
wenn 
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Q  -  Qi  +  Q, 

gesetzt  wird.     Machen  wir  noch  o  »  o^  -f-  co^y  ^^  können  wir 
die  Relation,  die  0  definiert,  schreiben  wie  folgt: 


09|  <D|  09 


und  haben  die  Regel:  Zwei  momentane  Drehungen  um 
parallele  Achsen  setzen  sich  zu  einer  Drehung  um 
eine  parallele  Achse  zusammen,  welche  mit  den  ersten 
beiden  in  einer  Ebene  liegt  und  ihren  Abstand  im 
umgekehrten  Verhältnisse  zu  den  zugehörigen  Winkel- 
geschwindigkeiten teilt,  während  die  Winkelgeschwin- 
digkeit der  resultierenden  Drehung  die  algebraische 
Summe  von  den  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden 
gegebenen  Drehungen  ist. 

Wir  wollen  nun  die  Bewegung  untersuchen,  die  aus  zwei 
gleichzeitigen  momentanen  Rotationen  um  windschiefe  Achsen 
resultiert;  Q^  und  Q^  seien  deren  Rotationsvektoren,  0^  und  0, 
seien  zwei  beliebige  Punkte  auf  ihren  Achsen,  dann  erhalten 
wir  wieder  für  die  resultierende  Geschwindigkeit  eines  Punk- 
tes P  den  Wert 

P=  Q^  A  (P-  0,)  -f-  Q,  A  (P-  0,) 

«  (Q,+  Q,)  A  (P-  0)  -f  Q,  A  (0-  0,)  +  Q,  A  {0^0,) 

oder 

P=Q  A  (P-0)+(), 
wenn  wir 

Q  -  Q,+  Q„    Ö  -  Qi  A  {0-0,)  +  Qj  A  (0-  0^) 

machen:  die  beiden  Rotationen  sind  einer  einzigen  Ro- 
tation zusammen  mit  einer  Translation  äquivalent; 
diese  Rotation  ist  dieselbe,  die  aus  den  beiden  Rotationen 
resultiert,  wenn  man  sie  um  denselben  Punkt  0  ausführt,  der 
Translationsyektor  0  dagegen  ist  abhängig  von  der  Wahl  des 
Punktes  0  und  wird  zufolge  der  zweiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  gefunden,  indem  man  die  Vektormomente  der 
Rotationsvektoren  beider  Rotationen  für  den  Punkt  0  addiert. 


120       Kftp.  y.    Die  momentane  Bewegung  eines  itamn  Syitems. 

Die  Richtnugskosinus  der  Rotationsyektoren  Q^  und  Q, 
seien  Oj,  ß^^  y^  und  a^y  ß^,  y^,  die  Komponenten  ihrer  Vektor- 

momente  f&r  den  Punkt  0  a^k^^  ^xV^u  <<>i^i  ^^<1  ^«^i^sf^si^s*^«^ 
d.  h.  es  seien  a^,  /J^,  y^j  ^,  fii,  v^  und  a,,  /J„  y„  i,,  f*,,  v, 
die  Koordinaten  der  beiden  Rotationsachsen,  dann  werden  die 
Komponenten  des  TranslationsTektors,  der  durch  Addition  aus 
den  Vektormomenten  der  RotationsTektoren  Q^  und  Q,  folgen  soll, 

oA  =«  (Dj^Aj  +  fOf^ij 

dagegen  die  Komponenten  der  resultierenden  Rotation,  die  gleich 
Qi  +  Q2  ^^^'^ 

a,  ß^  y  sind  dabei  die  Richtungskosinus  ihrer  Achse,  a  ist  ihre 
Winkelgeschwindigkeit. 

Die  vorstehenden  Formeln  kann  man  auch  so  deuten,  daß 
die  resultierende  Bewegung  ersetzt  ist  durch  drei  Translationen 
mit  den  Geschwindigkeiten  «dA,  co/ti,  ov  längs  den  Koordinaten- 
achsen und  drei  Rotationen  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten 
fDUf  aßj  (oy  um  die  Koordinatenachsen. 

'  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  w  direkt  zu  bestimmen, 
hat  man  die  letzten  drei  Gleichungen  zu  quadrieren  und  zu 
addieren,  dann  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  daß 

«*  +  ^»  +  y*-ai*  +  /Ji»  +  y,»-«,»  +  A»  +  y,»=l, 

sofort 

wenn  gp^,  den  Winkel  bezeichnet,  unter  dem  die  beiden  Rota- 
tionsachsen sich  kreuzen. 

Wir  wollen  nuu  nachweisen,  daß  die  gefundene  Bewegung 
eine  momentane  Schraubung  ist  Gehen  wir  aus  von  der 
Gleichung 

p«  Ö  +  QA(P-0) 
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und  bilden  diese  Gleichung  noch  einmal  für  einen  Punkt  R: 

i  =  Ö  +  Q  A  (iJ  -  0), 

so  ergibt  sich  durch  Subtraktion  der  vorstehenden  beiden  Glei- 
chungen sofort 

P^R  +  QAiP-R). 

Läßt  sich  nun  R  insbesondere  so  bestimmen^  daß 

wird,  dann  setzt  sich  die  Bewegung  des  beliebigen  Raum- 
punktes P  zusammen  aus  einer  Translation  in  der  Richtung 
des  Rotationsvektors  Q  und  einer  Rotation  um  die  durch  R 
in  der  Richtung  des  Rotationsvektors  Q  gezogene  AchsC;  d.  h. 
die  ganze  Bewegung  wird  eine  Schraubung  um  diese  Achse. 
Fohren  wir  aber  in  die  Gleichung  R'^JcQ  den  davorstehenden 
Wert  -K  ein,  so  ergibt  sich 

ÄQ- Ö-hQA(E-O). 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  vektoriell  mit  Q,  so  finden  wir 

0  =  ÖAQ  +  {QA(ü-O)}  AQ. 
Nun  wird  aber 

{ÖA(Ü-O)}  AQ  =  Q^-(i2-0)-  {(ii-O)xQ}  •  Q. 

Wenn  wir  diesen  Wert  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein- 
fQhreU;  so  erhalten  wir,  da  Q* «  w*  ist, 

indem  wir 

(Ä  —  0)  X  Q 
^-   ^. 

setzen.  Diese  Gleichung  für  q  ist  aber  identisch  mit  der  vor- 
hergehenden Gleichung,  denn  aus  dieser  folgt  sofort  durch 
skalare  Multiplikation  mit  Q,  da  OAQxß»0  ist, 

{R-0)xQ^Q(o^, 

d.  h.  der  vorstehende  Wert  von  p.  Es  sind  also  die  Punkte  R 
der  Schraubenachse  definiert  durch  die  Gleichung 

wobei  Q  willkürlich  bleibt. 
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Multiplizieren  wir  die  Gleichung  für  JcQ  skalar  mit  Q,  so 
folgt,  da  Q«  =  ©>  ist, 

So    bestimmt   sich'  k.     Die  Oröße   der  Translation  längs  der 

Schraubenachse  wird 

T  =  k<o. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  die  vorige  Gleichung  ein  und  rechnen 
die  rechte  Seite  aus,  so  ergibt  sich  zunächst 

To  —  (aijai+a),a,)((DiIi  +  aj,A,)  +  (c?,/Ji  +  aj2ft)(oifii+cj,fi3) 

Beim  Ausmultiplizieren  der  Klammem  auf  der  rechten  Seite 
hat  man  zu  beachten,  daß  (cc^fityi^ilit^i)  und  {t^Cffi^y^lfii^v^) 
nichts  anderes  sind  als  die  Koordinaten  der  beiden  Rotations- 
achsen.    Es  bestehen  deshalb  die  Relationen 

«1^  +  Af*2  +  ^1^2  +  ^i«2  +  f*iA  +  ^1^2  -=  ^12  Bin<pi„ 
wenn  d^^  den  kürzesten  Abstand  der  beiden  Rotationsachsen 
bedeutet,  und  somit  ergibt  sich 

TG>  —  (D^CDsC^ii  sincpig.  (22) 

Für  die  aus  zwei  momentanen  Rotationen  zusammen- 
gesetzte  Schraubenbewegung  haben  wir  aber  einen  Wert  P 
der  Geschwindigkeit  gefunden,  der  genau  der  für  die  all- 
gemeine Bewegung  eines  starren  Systems  ermittelte  ist.  Daraus 
ergibt  sich: 

Die  allgemeinste  momentane  Bewegung  eines 
starren  Systems  ist  eine  Schraubenbewegung. ^) 

1)  Dieser  Satz  ist  von  Giulio  Mozzi,  einem  Florentiner  Mathema- 
tiker (1730—1813),  im  Jahre  1763  mitgeteilt  worden:  Discorso  matema- 
tico  sopra  il  rotamento  momentaneo  dei  corpi  (Napoli).  Neu  gefanden 
hat  ihn  Cauchy  in  der  Arbeit  Sur  les  mouvements  qne  peut  prendre 
un  Systeme  invariable,  Exercices  de  math.  2  (1827),  (Euvres  (2)  7,  p.  120. 
Der  Satz  über  die  Zusammensetzung  der  Drehungen  um  denselben  Punkt, 
stammt  von  Paolo  Frisi,  Dissertationum  variarum  tom.  I,  p.  1  (Lucca  1769). 
Über  Frisi  und  Mozzi  siehe  Marcolongo  im  Bolletino  di  bibliografia 
e  storia  delle  scicnze  matematiche,  vol.  8  (1905),  p.  1  und  vol.  9  (1906). 


3.  Zasammensetzung  momentanei  Bewegungen.  123 


Redaziert  die  Schraabnng  sich  auf  eine  Drehung,  so  muB 

ÖxQ«0,     Q  +  0 

sein.     Eine  Translation  erhalten  wir  dagegen  dann  und  nur 

dann,  wenn 

Q-0. 

Führen  wir  wieder  die  Bezeichnungen  der  Gleichungen  (7) 
ein,  so  erkennen  wir  jetzt  die  Bedeutungen  der  dort  benutzten 
Gh-öBen:  ü,  v,  w  sind  die  Komponenten  einer  Translation,  die 
zusammen  mit  drei  Drehungen  von  den  Winkelgeschwindig- 
keiten Py  q,  r  um  die  Koordinatenachsen  die  vorliegende  momen- 
tane Bewegung  ersetzt 

Da  u,  Vj  w  die  Komponenten  des  Vektors  0  sind,  können 

wir  setzen 

•  ■  • 

.  u  ^  0  X  e^,    V  ^  0  X  e^y    w  ^  0  x  e^ 

und  analog  fär  p,  q,  r  als  die  Komponenten  des  Vektors  Q 
p  — Qx^i,    g  —  Qxej,    r  «  Q  X  6j. 

Nach  den  Werten,  die  wir  auf  S.  120  flir  die  Komponenten 

des    Translationsvektors    gefunden    haben,    ergibt    sich    aber 

andererseits 

u  »  (dA,     t;«»(öfi,    w -=  (Dl/ 

und  ffir  die  Komponenten  des  Rotationsvektors 

})  ="  oa,     q  —  (oßy     r  =»  (oy. 

Da  nun  die  betrachtete  Bewegung  ursprünglich  als  die 
Resultierende  zweier  Rotationen  gewonnen  wurde  und  sich 
nachher  als  eine  Schraubenbewegung  herausstellte,  können  wir 
den  Satz  aussprechen: 

Jede  Schraubenbewegung  läßt  sich  auf  unendlich 
viele  Arten  durch  zwei  momentane  Rotationen  er- 
setzen, und  zwar  können  wir  die  Achse  der  einen 
Rotation  beliebig  annehmen,  nur  darf  sie  nicht  einem 
bestimmten  linearen  Strahlenkomplex  angehören.  Das 
letztere  folgt  aus  den  Ausführungen  am  Ende  des  ersten  Kapitels, 
wenn  wir  p,  q,  r,  u,  v,  w  als  die  Koordinaten  eines  Vektor- 
systems ansehen,  das  sich  für  den  Fall  einer  bloBen  Rotation 
auf  einen  einzigen  gebundenen  Vektor  reduziert. 
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Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Die  geometrischen  Beziehungen  gweier  Botatumen 
zu  der  aus  ihnen  resultierenden  Schraubehbewegung  zu  untersuchen, 

Auflösung.  Wir  wählen  ein  Koordinatensystem  so,  daß  die 
X-Achse  mit  der  gemeinsamen  Normalen  der  beiden  Rotationsachsen 
a^  und  a^  zusammenfällt,  wir  nennen  dann  r^  und  r^  die  Abszissen 
der  Punkte,  in  denen  die  Botationsachsen  die  x- Achse  treffen,  tp^ 
und  gp,  die  Winkel,  die  sie  mit  der  jer- Achse  bilden,  ci>|  und  cd,  die 
zugehörigen  Botationswinkel ,  so  finden  wir  fär  die  Koordinaten  der 
resultierenden  Schraubung 

ocf  =  0,  (öi  =  0, 

toß  =  Wi  sin  gpj  -f  ((>8  sin  9)| ,         cofi  <=>  —  (®i**i  cos  9>i  +  «a^rj  cos  92)» 

coy  »»  (öj  cos  9i  +  Wj  cos  93,        w  v  =  w^rj  sin  q>^  +  ©j*'»  sin  9>8  • 

Soll  die  j?- Achse  die  Achse  dieser  Schraubung  werden,  so  muB  aß 
und  tofi  verschwinden,  also 

(Ol  sin  9?,  +  Oj  sin  ^g  =■  0,         a^r^  cos  9>|  +  qjjTj  cos ^j  =  0 

sein.    Femer  ist  dann  y  «  1,  cdv  "=  t,  also  v  =  A;  zu  setzen  und  es 
ergibt  sich 


(o.  Bin  op. 

ci;  =~sin(p;'      -  rjtang9,  =  ritaDgg)5-Ä. 

Wie  man  sieht,  trifft  die  Achse  der  resultierenden  Schraubung  die 
gemeinsame  Normale  der  beiden  Rotationsachsen  unter  rechtem 
Winkel. 

2.  Aufgabe.  Die  folgenden  Eigenschaffen  der  momentanen  Be- 
wegung eines  starren  Systems  zu  beweisen: 

a)  Die  Komponente  der  Geschwindigkeiten  aJkr  Punkte  einer  Ge- 
raden nach  dieser  Geraden  hat  denselben  Wert; 

b)  die  Geraden,  die  zu  den  Betcegungsrichtungen  ihrer  Punkte 
normal  sind,  erfüllen  einen  linearen  Komplex,  dessen  Achse  mit  der 
Achse  der  Schraubung  zusammenfällt; 

c)  die  Ebenen^  die  durch  die  Punkte  einer  beliebigen  Geraden 
normal  zu  den  Bewegungsrichtungen  dieser  Punkte  gelegt  werden^ 
gehen  durch  eine  andere  (die  konjugierte)  Gerade; 

d)  in  jeder  Ebene  liegt  ein  Punkt  (ihr  Brennpunkt),  der  sicli  senk- 
recht zu  der  Ebene  bewegt,  und  eine  Gerade  (die  Brennlinie),  deren 
Punkte  sich  in  der  Ebene  verschieben; 

e)  die  Punkte,  die  sich  nach  einem  bestimmten  Punkte  hin  be- 
wegen, erfüllen  eine  Baumkurve  dritter  Ordnung  und  die  Geraden,  in 
denen  sie  sich  bewegen,  einen  Kegel  zweiter  Ordnung. 
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Auflösuiig.     Wir  legen  die  ^- Achse  des  Koordinatensystems 
in  die  Schraubenachse,  dann  wird  in  den  Gleichungen  (7) 

und  wir  erhalten  die  Oeschwindigkeitskomponenten 

(a)  i  —  —  oy,    y  =-  war,    z  «=  coA;. 

Nehmen  wir  fBir  x,  y,  e  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  Geraden 
80  haben  wir  zu  setzen 

(b)  a?  =  Xo+^a,    y^y^+Qßi    ^-^o+c^y» 

indem  ^  beliebig  bleibt.  Die  Komponente  der  Geschwindigkeit  nach 
der  Geraden  wird  dann 

wenn  v  ^^  ßx^ —  ay^  die  letzte  Koordinate  der  Geraden  bezeichnet. 
Da  der  gefundene  Ausdruck  von  p  unabhängig  ist,  haben  wir  a)  be- 
wiesen. 

Ist  die  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  der  Geraden  gerichtet,  so  wird 

(c)  V  +  yÄ;  -=  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  eines  linearen  Strahlenkomplexes,  dessen 
Zentralachse  in  die  je; -Achse  fällt.    Damit  ist  &)  bewiesen. 

Die  Ebene  durch  einen  Punkt  {Xy  y,  g)^  die  zu  dessen  6e- 
wegongsrichtung  normal  ist,  hat  die  Gleichung 

x{K  ^  x)  +  y{Y  ^  y)  +  k{Z  --  z)^  0, 

wenn  X,  F,  Z  laufende  Koordinaten  bedeuten.  Berücksichtigt  man 
die  Werte  (a),  so  ergibt  sich 

(d)  —  y X  -f.  X r  -f  Ä;(Z  —  jp)  -  0. 

Setzt  man  hierin  fOr  x,  y,  j?  die  Werte  (b)  ein,  so  wird  die  Gleichung 
[^  y^X-r  x^Y  +lc{Z  -^  z^)]-  Q\ßX^  aY  +  yk-\^  0, 

Die  so  dargestellten  Ebenen  gehen,  was  auch  der  Wert  von  q  sei, 
durch  eine  bestimmte  Gerade  hindurch,  und  damit  ist  c)  bewiesen. 
Bringt  man  (d)  in  die  Gestalt 

-Ü^  +  S^  +  F^-l 
und  schreibt  dies 

ÜX+  FF-f  WZ^  1, 
80  ergibt  sich 

(e)  xj^^l.        ^-^,       W^-- 

^   ^  KZ  ^  KZ  '  Z 
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Ist  die  Ebene  und  damit  U,  F,  W  gegeben,  so  ergeben  sich  aus 
diesen  Gleichungen  (e)  x^  y^  e  in  eindeutiger  Weise;  dies  ist  der 
Beweis  für  den  ersten  Teil  yon  d).  Um  auch  den  zweiten  Teil  zu 
beweisen,  beachte  man,  daß,  wenn  ein  Punkt  (x^  y^  z)  sich  in  der 
Ebene  bewegen  soll, 

Ux+Vy+Wz^O 
sein  muß  oder 

(f  J  —Üy+Vx  +  Wk^  0; 

diese  Ebene  schneidet  aus  der  ersten  Ebene  eine  Gerade  aus,  deren 
Punkte  die  geforderte  Eigenschaft  haben. 

Soll  endlich  ein  Punkt  P{x^y^z)  sich  nach  einem  Punkte 
Pj  (^1 )  Vi  9  ^i)  hin  bewegen,  so  muß  gem&ß  (a) 

(g)  "ly^x^  —  x,     kx^y^-^y,     kk^z^  —  z 

werden.    Daraus  folgt  durch  Elimination  von  k 

^  ^  y  X  k 

Dies  ist  die  Darstellung  der  unter  e)  genannten  Raumkurve  dritter 
Ordnung.    Setzt  man  feiner 

Xi  —  x==-x\    yi  —  y^y,    z^  —  z^  z\ 

so  l&ßt  sich  aus  (g)  bxhAi  ableiten 

(0  h{x^+y^)  —  {x^y—y^x)/', 

Dies  ist  die  Gleichung  des  von  P^  ausgehenden  Kegels  zweiter  Ord- 
nung, in  dessen  Seitenlinien  sich  die  Punkte  P  bewegen. 

8.  Aufgabe.  Fünf  Punkte  eines  starren  Körpers  bewegen  sich 
auf  gegebenen  Flächen.  Die  Achse  der  Schrauhenbetvegung  zu  finden^ 
die  der  Körper  in  einem  gegebenen  Augenblicke  ausführt, 

AuflöBong.  Man  errichte  in  den  fünf  Punkten  auf  den  Flächen, 
denen  sie  angehören,  die  Normalen.  Dann  stehen  diese  Normalen 
auf  den  Bewegungsrichtungen  ihrer  Punkte  senkrecht,  gehören  also 
zu  dem  mit  der  Schraubenbewegung  verknüpften  linearen  Strahlen* 
komplex.  Die  ZentraLachse  dieses  linearen  Komplexes  ist  die  ge- 
suchte Achse  der  Schraubung. 

Um  sie  zu  finden,  kann  man  folgendermaßen  verfahren:  Man 
verbinde  eine  der  fünf  Normalen  mit  je  zwei  der  vier  übrigen  durch 
eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung.  Je  eine  Regelschar  dieser  beiden 
Flächen  besteht  dann  aus  Strahlen  des  linearen  Komplexes.  Man 
greife  aus  dieser  Regelschar  auf  der  einen  Fläche  einen  beliebigen 
Strahl  heraus,  welcher  die  andere  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten 
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schneidet,  und  ziehe  durch  die  beiden  Schnittpunkte '  die  StraMen 
der  zweiten  Regelschar  auf  der  zuletzt  genannten  Fläche.  Die  so 
gefundenen  beiden  Strahlen  sind  zwei  konjugierte  Rotationsachsen 
der  betrachteten  momentanen  Bewegung.  Dies  folgt  daraus,  daß  sie 
vier  Strahlen  des  linearen  Komplexes  treffen,  die  nicht  auf  einer 
Begelfläehe  2.  Ordnung  liegen.  Wiederholen  wir  dasselbe  noch  ein- 
mal, indem  wir  die  beiden  Begelfl&chen  ihre  Rolle  vertauschen  lassen, 
so  erhalten  wir  ein  zweites  Paar  konjugierticr  Rotationsachsen.  Von 
jedem  Paare  konstruieren  wir  die  gemeinsame  Normale,  diese  beiden 
Normalen  müssen  die  gesuchte  Zentralachse  unter  rechtem  Winkel 
treffen,  die  Zentralachse  ist  also  nichts  anderes  als  die  gemeinsame 
Normale  der  gefundenen  Normalen. 

4.  Aufgabe.  Man  soU  die  Schraubenbewegung  bestimmen,  die 
aus  drei  momentanen  Drehungen  um  drei  zueinander  senkrechte  und 
sich  nicht  schneidende  Achsen  resultiert. 

Auf  löBung.  Man  kann  durch  geeignete  Wahl  des  Koordinaten- 
systems die  Koordinaten  der  drei  Achsen  in  die  Form  bringen 


1, 

0, 

0, 

0, 

<*lf. 

<^18. 

0, 

1, 

0, 

0, 

0, 

<'»». 

0, 

0, 

1, 

0, 

0, 

0; 

cjj ,  Oj,  GDg  mögen  der  Reihe  nach  die  zugehörigen  Rotationsgeschwindig- 
keiten sein.  Damit  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  der  resultierenden 
Schraubung 

Hieraus  folgt  insbesondere 

(Ol  =  a}"(aA  +  ß^L  +  yv)  =>  (o^^o^d^^  +  cciWjdu  +  w^Wgdjg, 

dabei  bezeichnen  d^^^  d^^^  d^g  die  kürzesten  Abstände  der  drei  Ro- 
tationsachsen. 

5.  Aufgabe.  Ein  System  ist  mit  dem  Vektorentripd  f,  6,  n 
eines  Pufdctes  0  auf  einer  Baumkurve  y  starr  verbunden.  Die  Achse 
der  Schraubenbewegung  zu  bestimmen,  die  das  starre  System  in  einem 
gegebenen  Augenblicke  ausführt^  wenn  das  Vektorentripel  mit  dem 
Punkte  0  an  der  Rautnkurve  y  entlang  gleitet. 

Auflösung.    Man  findet 

P^vt  +  Q  A  (P-O), 
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und  für   die  Komponenten  des  Rotationsvektors  Q  nach  den  drei 
Vektoren  f,  6,  n 

Qxf«ftxM  =  &X"j—  t7=» ,    Qxn-»0, 

n,  n.  1  dt  V 

so  daß  Q  zu  n  senkrecht  und  Q  =  v  ( j  wird.  Für  die  Achse 

der  Schraubung  findet  man  die  Gleichung 

vt  +  Q  A  {P-  0)-Ä;Q, 

deren  Lösung,  wenn  Ä  =»  — ^6  gesetzt  wird,  lautet 

P^O  +  an  +  XQ, 

wobei  l  unbestimmt  bleibt  und 

wird,  woraus  auch 


also  c  K.  Q  folgi  Die  Schraubenachse  trifft  die  Normale  n  unter 
rechtem  Winkel  in  dem  Punkte  PQ^^O+an,  also  in  der  Entfernung  a 
von  0. 

6.  Aufgabe.  Von  dem  BesMetmigungsvektor  Q,  dessen  Pro- 
jekHonen  auf  die  hetveglichen  Achsen  p ,  q,  r  sind,  die  Projektionen 
auf  die  festen  Achsen  zu  finden, 

Auflösung.    Es  wird  z.  B.  j?  «■  j^^a^  +  ^i^j  +  •'i^s»  ^'^ 

P  --Piät  +  QiOi  +  r^(h  +  Pifh  +  Oi<h  +  ^i<h' 
Nach  (10)  ist  aber  p^ä^  +  Qiä^-h  r^ä^'^  0,  demnach  ist 

imd  es  wird 

Q^pe^+  qe^  +  re^  =  (a^^i  +  ^1^2  +  ^^s)A 

+  («2^1  +h^i+  ^i^z)  ii 

7.  Aufgabe.  Den  Ort  der  Achsen  aUer  Schraubungen  zu  finden, 
die  sich  aus  momentanen  Botationen  um  zwei  gegebene  windschiefe 
Achsen  zusammensetzen. 


Übimgsbeiapiele.  129 


Auflösung.  Wir  w&hlen  ein  Koordinatensystem  so,  daß  die 
jp- Achse  in  die  gemeinsame  Normale  der  beiden  Rotationsachsen 
fallt,  der  Ursprung  den  kürzesten  Abstand  2  a  dieser  Achsen  halbiert 
und  die  x-  und  ^- Achse  mit  ihnen  beiden  gleiche  Winkel  bildet. 
Zunftchst  ist  nach  dem  Resultat  der  ersten  Aufgabe  klar,  daß  die 
gesuchten  Schraubenachsen  alle  ebenfalls  die  z- Achse  unter  rechten 
Winkeln  treffen,  also  der  a;^- Ebene  parallel  sind.  Nennen  wir  e  den 
Abstand  einer  unter  ihnen  von  der  rry- Ebene,  gp  den  Winkel,  den 
sie  mit  der  positiven  rc- Achse  bildet,  a  den  Winkel,  den  die  eine, 
also  —  a  den  Winkel,  den  die  andere  Rotationsachse  mit  der  a;- Achse 
einschließt,  dann  wird  nach  der  oben  gefundenen  Relation 

(jf  —  a)  tang  (q>  +  ci)  ^  (z  +  d)  tang  (9  —  a)  =»  ^". 

Hieraus  folgt  sofort 

z        Bin  2  qp 

a        sin  2  a  ' 
femer 

,  008  2  ff  —  COB  2  qp 

k  mm  a .——        -  • 

Bm2a 

Setzen  wir  also 

&  »  a  cotg  2a,     c  »  a  :  sin  2a, 

so  wird 

k  '='  h  —  c  cos  2  (p , 

und  als  die  Darstellung  der  Scbraubenachse  ergibt  sich 

X  :  y  ^^  cos  qp :  sin  9,     r  »»  c  sin  2qp . 

Durch  Elimination  von  tp  aus  diesen  beiden  Oleichungen  folgt  sofort 
fOr  die  gesuchte  Fläche  die  Gleichung: 

{x^  +  y^  z  =  2cxy, 

Die  Fläche  ist  eine  Regelfläche  dritter  Ordnung  und  heißt  Zjlin- 
droid.  Sie  ist  von  Hamilton  entdeckt  worden,  Transactions  of 
the  Irish  Acad.  vol.  16  (1830),  p.  4.  Ihre  Gleichung  rührt  von 
Plücker  her  (Neue  Geometrie  des  Raumes,  1868,  S.  97),  der  Name 
stammt  von  Cayley,  siehe  Ball,  Trans,  of  the  Irish  Acad.  vol.  25 
(1871),  p.  161.  Vgl.  die  zusammenfassenden  Darstellungen  in  Sir 
Robert  Stawell  Ball,  Theory  of  Screws,  Cambridge  1900,  und 
Timerding,  Geometrie  der  Kräfte,  Leipzig  1908. 

8.  Aufgabe.  Zu  hetvcisen,  daß,  wenn  eine  Ebene  sich  um  eine 
feste  Achse  dreht,  während  gleichzeitig  in  ihr  ein  Funkt  S  mit  doppelt 
so  großer  Winkdgeschmndigkeit  einen  Kreis  mit  dem  Badius  c,  dessen 
IfÜtelpunkt  M  ton  der  Achse  den  Abstand  b  hatj  durchläuft,  das  aus  S 
auf  die  Achse  gefällte  Lot  die  in  der  vorigen  Aufgabe  gefundene 

Mareoloago:  theox«t  Maohanlk.  9 
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Regdfläche  beschreibt  und  gleichgeitig  die  Länge  des  Lotes  den  Wert 
des  Parameters  k  angibt 

Auflösung«  Der  Satz  folgt  sofort  aus  den  oben  stehenden 
Formeln,  indem  man  k  nnd  e  als  rechtwinklige  Koordinaten  in  der 
beweglichen  Ebene  anffaßt    Die  Gleichungen 

Ä;  =  6  — CC08  29,     jer-"csin2g) 

liefern  dann  die  Parameterdarstellnng  des  in  Bede  stehenden  Kreises, 
wobei  (p  den  Winkel  bedeutet,  den  die  bewegliche  Ebene  des  Kreises 

mit  ihrer  Anfangslage  (d.  h.  der  xjr- Ebene) 
einschließt. 

Aus  dieser  Erzeugung  des  Zjlindroids 
ist  seine  Forta  leicht  abzuleiten.  Es  ist 
ganz  zwisehfin  den  Ebenen  z  ^^  -{-  a  und 
jp  »  —  a  enthalten,  die  es  in  je  einem 
Strahle  berührt.  Diese  beiden  Strahlen 
kreuzen  einander  rechtwinklig  und  die  fl> 
und  ^- Achse  unter  Winkeln  von  45^.  Die 
Fig.  S8.  ;?- Achse  ist  eine  Doppellinie  des  Zjlin- 

droids, durch  jeden  Punkt  dieser  Linie 
gehen  zwei  seiner  Regelstrahlen,  die  mit  der  x-  und  y- Achse  gleiche 
Winkel  einschließen  und  gegen  die  Ebenen  a;<»y  und  a?-» — y  sym- 
metrisch liegen.  Durch  die  x-  und  ^- Achse  selbst  geht  das  ZyUn- 
droid  hindurch. 

9.  Aufgabe«  Zu  beweisen,  daß  man  ein  Zylindroid  erhält, 
wenn  man  einen  geraden  Kreissgiinder  durch  eine  beliebige  Ebene  ri 
schneidet  und  aus  den  Funkten  der  SchnittdUpse  die  Lcie  auf  eine 
beliebige  Seitenlinie  s  des  Zylinders  fällt.  Diese  Lote  erfüllen  das 
Zylindroid, 

m 

Auflösung.  Nehmen  wir  das  Koordinatensystem  so  an,  daß 
die  i;- Achse  in  die  Seitenlinie  s  des  Zylinders  fftllt  und  die  x-  und 
^-Achse  durch  die  Endpunkte  des  in  der  Schnittebene  r^  enthaltenen 
Zylinderdurchmessers  hüidurchgehen,  so  ist  die  Gleichung  des  Zylinders 
von  der  Form 

x^+y^^ax  +  ßg^ 


die  Gleichung  der  Ebene 


-  +  1  +  ^-1. 


Setzt  man  a:"-rcosg),  y^-rsing)  und 
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80  ergibt  sieb  fßr  die  Scbnittellipse  die  Parameterdarstellimg 

a;  »  (a  cos (p  -{-  ß  Eirup)  cos  9, 

y  «=  («  cos  q>  +  ß  Bin  ^)  sin  9, 

je;  a>  2c  cos  9  sin 9}. 
In  der  Tat  findet  man  aus  diesen  Gleicbungen  sofort  wieder 

a;*  +  y*  =  («f  00s  9  +  /3  sin  q>y  «  «x  +  ßy^ 
d.  b.  die  Zjlindergleicbung,  und  ebenso  die  Ebenengleichnng 

-  +  «-  —  1  +  |-  +  -5-)  cosg>  smop  -"  1  +    ^^/    1?  «»  1 

aß  *    \a    *    ßj         ^        ^  '      2aßc  y 

Aus  der  gefundenen  Parameterdarstellung  der  Ellipse  folgt  aber  ancb 

(3?*+^*)^=*  2ca;y, 

d.  h.  die  Oleicbung  eines  Zjlindroids,  auf  dem  die  Ellipse  liegt  Die 
Doppellinie  des  Zjlindroids  fällt  aber  mit  der  Seitenlinie  s  zusammen, 
und  auf  dieser  Seitenlinie  s  stehen  sonach  die  Regelstrahlen  des 
Zylindroids  senkrecht.  Die  Hegelstrahlen  sind  also  die  aus  den 
Ellipsenpunkten  auf  s  gefällten  Lote. 
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Sechstes  Kapitel. 
Kontinmerliche  Bewegung  eines  ebenen  starren  Systems. 

1.  Momentanpole.  Die  Polbahnen.  Wir  gehen  von 
einer  solchen  Bewegung  eines  starren  Körpers  ans^  die  einer 
Ebene  a  parallel  ist.  Dabei  beschreiben  alle  Punkte  des  Kör- 
pers Kurven,  die  der  Ebene  a  parallel  sind,  und  die  Punkte 
eines  Lotes  auf  der  Ebene  durchlaufen  kongruente  Kurven. 
Es  genagt  deshalb  zur  Beschreibung  einer  solchen  Bewegung, 
die  Bewegung  einer  beweglichen  Ebene  über  einer  festen  Ebene 
(man  denke  an  das  Herumschieben  eines  Blattes  Papier  auf 
der  Tischplatte)  in  Betracht  zu  ziehen. 

Wir  nehmen  die  Grundgleichung  (6)  des  vorigen  Kapitels 

und  wenden  sie  auf  den  Fall  an,  wo  die  Geschwindigkeit  Ö 
einer  Ebene  a  bestandig  parallel  und  der  Vektor  Q  zu  dieser 
Ebene  senkrecht  ist.  Bezeichnen  wir  eine  positive  Drebung 
um  90^  in  der  Ebene  a  durch  den  vorgesetzten  Faktor  i  und 
mit  o  den  Modul  von  Q,  so  wird  hier 

und  wir  erhalten 

P^Ö^^%{V--0),  (1) 

Dieser  Gleichung  läßt  sich  die  Form  geben: 

WO  der  Punkt  ü  eine  Funktion  der  Zeit,  aber  für  jeden  Augen- 
blick eindeutig  bestimmt  ist.    Er  heiBt  der  Momentanpol^) 

1)  Job.  Bern  ouUi^  Propositiones  variae,  XIV:  De  centro  spontaneo 
rotationis,  Opera  omnia  lY  (1742),  p.  265. 
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oder  das  Momeotanzentrum.  Aus  der  Yorstehenden  Glei- 
chung folgt  dann 

P^ioi{P-C),  (2) 

d.h.  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Punktes  P 
der  beweglichen  Ebene  steht  senkrecht  auf  der  Ver- 
bindungslinie dieses  Punktes  mit  dem  Pol  C,  und  ihr 
Modul  ist  das  Produkt  aus  der  Entfernung  CP  und 
der  Winkelgeschwindigkeit  o?.  Also  ist  in  jedem  Augen- 
blicke die  Bewegung  äquivalent  einer  momentanen 
Rotation  um  den  Momentanpol. 

Die  Linie  CP,  die  zu  dem  Geschwindigkeitsvektor  senk- 
recht ist,  steht  auch  senkrecht  auf  der  Bahnkurve  von  P. 
Also  ergibt  sich: 

Die  Normalen  der  Bahnkurven  aller  Punkte  der 
beweglichen  Ebene  in  einem  gegebenen  Augenblicke 
laufen  in  dem  Momentanpol  zusammen. 

Es  sei  6  eine  mit  der  beweglichen  Ebene  fest  verbundene 
Kurve;  bei  der  Bewegung  umhüllt  dann  6  eine  andere  Kurve  6^, 
die  wir  uns  in  der  festen  Unter- 
lage der  beweglichen  Ebene 
denken  können.  T  sei  der  Be- 
rfihrungspunkt  von  6  mit  6^ 
zur  Zeit  t  Die  Geschwindig- 
keit von  T  hat  dann  die  Rich- 
tung   der     gemeinsamen    Tan- 


gente  6   und    6^    in    T.      Also 


Fig.  89. 


ist   der  momentane  Berüh- 
rungspunkt   von    6    und    6^    der    Fußpunkt    des    aus 
dem   Momentanpol    auf   die    beiden   Kurven   gefällten 
Lotes.  ^) 

Der  Berührungspunkt  T  der  Kurve  6  gleitet  auf  (T^  zur  Zeit  t 
mit  der  Geschwindigkeit  t;,  und  v  wird  deshalb  als  die  Gleit- 


1)  Diese  Nonnalensätze  sind  von  Chasles  1829  gefanden  worden. 
Die  Arbeit  ist  veröffentlicht  im  Bulletin  de  la  See.  math.  de  France, 
t.  6  (1878),  p.  208. 
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geschwindigkeit   bezeichnet     Wenn   sie   in  jedem   Augen- 
blicke yerschwindet,  so  rollt  die  Euire  6,  ohne  zu  gleiten, 

auf  6^.  Nennen  wir  dann  2\  einen 
von  T  auf  6  um  die  unendlich  kleine 
Strecke  ds  entfernten  Punkt,  so  kommt 
dieser  bei  der  Rollbewegung  mit  einem 
Punkte  2\'  auf  6^  zur  Deckung,  der 
p.    ^  von  T  um  dieselbe  Strecke  ds^  =  ds 

entfernt  ist.  Rechnen  wir  also  die 
Bogenlängen  s  und  s^  auf  beiden  Kurven  von  einem  momen- 
tanen Berührungspunkt  zur  Zeit  t  bis  zu  dem  Berührungs- 
punkt zur  Zeit  ^^,  so  wird  8  '^  8^. 

Wenn  aber  die  Gleitgeschwindigkeit  in  einem  momentanen 
Berührungspunkte  T  verschwindet,  so  ist  T  als  der  Punkt^ 
dessen  Geschwindigkeit  0  ist,  der  Momentanpol.  Betrachten 
wir  nun  in  der  festen  Unterlage  der  beweglichen  Ebene  die 
Kurve  F,  die  beim  Ablauf  der  Bewegung  von  den  Momentan- 
polen erfüllt  wird,  und  andererseits  in  der  beweglichen  Ebene 
die  Kurve  F',  in  deren  Punkte  nach  und  nach  der  Momentan- 
pol hineinfällt,  so  dreht  sich  die  Kurve  F'  in  jedem  Augen- 
blick um  einen  Punkt  (7,  den  sie  mit  der  Kurve  F  gemein 
hat.  Nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  dt  aber  kommt  ein  sehr 
nahe  benachbarter  Punkt  C  von  F  mit  einem  Punkte  IX  von 
r'  zur  Deckung,  in  den  er  durch  die  Drehung  um  C  über- 
geht, und  die  bewegliche  Ebene  dreht  sich  dann  um  D'  weiter. 

Da  aber  so  der  Winkel  CCD' 
unendlich  klein  wird,  berühren 
die  beiden  Kurven  sich  in  C, 
die  Bewegung  ist  demnach  ein 
wirkliches  Rollen  der  beiden 
_  Kurven  aufeinander,  denn  F' 

Flg.  41.  ' 

wird  von  den  verschiedenen 
Lagen  der  Kurve  F  umhüllt  und  diese  Kurve  dreht  sich  in 
jedem  Augenblick  um  ihren  Berührungspunkt  mit  F'.  F  imd 
r'  heißen  die  beiden  Polbahnen  der  Bewegung,  und  es  er- 
gibt sich: 
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Bei  der  kontinuierlichen  ebenen  Bewegung  rollen 
die  beiden  Polbabnen  aufeinander  ab.^) 

Gehen  wir  andererseits  yon  den  beiden  Polbahnen  aus  und 
denken  uns  mit  der  einen  eine  Ebene  starr  verbunden,  die 
sich  mit  ihr  bewegt,  so  nennen  wir  die  so  durch  das  Abrollen 
dieser  Kurve  auf  der  andern  entstehende  ebene  Bewegung 
zfkloidal,  und  wir  können  demnach  sagen:  Jede  konti- 
nuierliche Bewegung  einer  unveränderlichen  ebenen 
Figur  in  ihrer  Ebene  ist  eine  zjkloidale  Bewegung. 

2.  BasohleonigiingspoL  Wendekreis.  Wir  ziehen  nun 
auch  die  Beschleunigung  eines  beliebigen  Punktes  P  in  Be- 
tracht; differenzieren  wir  (2),  so  ergibt  sich  zunächst 

und  daraus  weiter 

P-  (eil -©«)  (P-  C)  -  wiC.  (3) 

Setzen  wir 

ai  —  o*  =-  gef'P,  (4) 

so  erhalten  wir 

P«pe'v(P-C7)-ciiC;. 

Ist  Q  +  0,  so  ergibt  sich  ein  einziger  Punkt  0,  für  den 

pe'v(O-C)-(DiC  =  0  (5) 

wird,  d.  h.  die  Beschleunigung  verschwindet;  subtrahieren  wir 
dann  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  so  ergibt  sich 

P''Q(^v(P^O).  (6) 

Hierin  hängen  0,  q  und  tp  nur  von  der  Zeit  ab,  und  man 
sieht,  daß  man  den  Beschleunigungsvektor  P  erhält,  indem 
man  den  Vektor  P—O  tim  0  durch  den  Winkel  (p  dreht  und 
im  Verhältnis  q  :  1  vergrößert.  Dieser  Punkt  0  heißt  der  Be- 
schleunigungspoL 

Nach  (5)  fällt  der  Vektor  0  —  C,  wenn  man  ihn  um  den 
Winkel  9  dreht,  der  Richtung  nach  mit  dem  Vektor  iC,  d.  h. 


1)  Dieser  Sats  findet  sich  bei  Canchy,  Ezercices  de  math.  2  (1S27), 
(Envies  eompl.  (2)  7,  p.  120. 
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Fig.  42. 


einem  za  C  senkrechten  Vek- 
tor zusammen;  es  ist  also  9 
das  Komplement  des  Winkels 
zwischen  0  —  C  und  C. 

Geben  wir  in  (6)  der 
Beschleunigung  P  eine  be- 
stimmte Größe,  so  erhält 
auch  die  Länge  OP  einen 
bestimmten  Wert,  also  liegen 
alle  Punkte,  die  zur  Zeit  t 
eine  Beschleunigung  Yon 
gegebener  Größe  haben,  auf  einem  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt in  den  Beschleunigungspol  fällt. 

Ist  die  Beschleunigung  eines  Punktes  P  normal  zu  seiner 
Bahn  gerichtet,  verschwindet  also  die  Tangentialbeschleunigung, 
so  muß,  da  diese  Normale  durch  C  geht,  der  Vektor  P—  0 
um  den  Winkel  9  gedreht  mit  dem  Vektor  P—C  zusammen- 
fallen, d.h.'  es  wird  -^OPC^^?;  der  Ort  aller  Punkte, 
deren  Tangentialbeschleunigung  verschwindet,  ist  ein 
Kreis,  der  durch  0  und  C  geht  und  dessen  Mittel- 
punkt  auf  der  Linie  des  Vektors  C,  also  auf  der  Bahn- 
tangente von  C  liegt.  (In  der  Tat  muß  die  Kreistangente 
in  C  mit  CO  den  Winkel  q>  einschließen,  also  die  Richtung 
von  iC  haben.) 

Auf  dieselbe  Weise  erkennt  man,  daß  die  Punkte,  deren 
Normalbeschleunigung  verschwindet,  auf  einem  an- 
deren Kreise  durch  0  und  C  liegen,  dessen  Tangente 
in  C  die  Richtung  von  C  hat     Der  Durchmesser  dieses 

Kreises  hat  die  Länire  —  !^_"~-J  oder  nach  (5),  wenn  man 

«  cos  9)  \   / ' 

modC-  r 

setzt,  -*" Aber  nach  (4)  ist  p  cos  cp  =  — -  o*,  der  Durch- 

messer  hat  also  die  Länge  V:  o  und  für  seinen  Endpunkt  C^ 
wird 

^  CD 
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Dieser  Pankt  heißt  der  geometrische  Beschleunigungspol. 
Da  die  Normalbeschleunigung  nach  Eap.UI^  §3  dem  Krümmungs- 
radius umgekehrt  proportional  ist,  bekommt  die  Bahnkurve 
einen  Wendepunkt,  wo  diese  Beschleunigung  verschwindet; 
deshalb  heiBt  der  hier  gefundene  Kreis  der  Wendekreis.^) 
Nur  der  Punkt  C  bildet  eine  Ausnahme.  Da  für  ihn  nach  (3) 
die  Beschleunigung,  die  sich  auf  die  Normalbeschleunigung 
reduzieren  soll,  einen  endlichen  Wert  annimmt,  aber  anderer- 
seits ihr  Wert  gleich  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  ge- 
teilt durch  den  Krümmungsradius  der  Bahn  ist  und  die  Ge- 
schwindigkeit für  C  gleich  Null  ist,  muß  auch  der  Krüm- 
mungsradius verschwinden,  also  C  ein  Rückkehrpunkt  seiner 
Bahnkurve  sein. 

Hat  die  Bewegung  in  dem  gerade  betrachteten  Augen- 
blick die  besondere  Eigenschaft,  daß  cd  »  0  wird,  so  ergibt 
sich  aus  (4)  g?  —  st,  p  —  o*,  also  geht  (5)  über  in 

a)(O-C)  +  »C-0, 

d.  h.  0  fallt  mit  C\  zusammen  und  der  erste  Kreis  wird  zur 
Qeraden  (7(7^,  d.  h.  für  die  Punkte  dieser  Geraden  verschwindet 
die  Tangentialbeschleunigung. 

3.  Die  Elller- Sa^arysohe  Formel.  Konstruktion 
der  Krflmmungsmittelpankte.  Eine  Kurve  ö  der  beweg- 
lichen Ebene  umhüUe  bei  ihrer  Bewegung  eine  feste  Kurve  6^. 
Die  gemeinsame  Normale  der  beiden  Kurven  in  ihrem  augen- 
blicklichen Berührungspunkte  T  geht  durch  den  Momentan- 
pol C;  auf  der  Linie  CT  seien  P  und  P^  die  Krümmungs- 
mittelpunkte der  beiden  Kurven  (siehe  Fig.  39),  r  und  r^  ihre 
Abstände  von  C.  Dann  laßt  die  Winkelgeschwindigkeit  oj  der 
Drehung  um  C  sich  in  zwei  Komponenten  um  P  und  P^  zer- 
legen und  es  ergibt  sich,  wenn  o^  die  Winkelgeschwiadigkeit 
der  Drehung  um  P^  ist, 


1)  De  la  Hire,  Trait^  des  Roulettes,  M^moires  de  rAcad^mie  de 
Paris  1706,  p.  848.  Die  beiden  Kreise  wurden  wiederentdeckt  von 
Bresse,  Jonm.  de  T^cole  poljt.,  cah.  86  (1863),  p.  89. 
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Oj :  r  =•  o  :  (r  —  r,), 
also 

Lassen  wir  aber  die  beiden  Kurren  in  der  nnmittelbarai  Um- 
gebnng  des  Punktes  T  mit  ihren  Krfimmnngskreisen  zusammen- 
fallen, so  ist  klar,  daß  durch  die  Drehung  um  P  die  Kurre  tf 
wahrend  einer  sehr  kurzen  Zeit  di,  was  die  unmittelbare  Um- 
gebung des  Punktes  T  angeht,  in  sich  übergeht  und  durch 
die  Drehung  um  P^  in  eine  neue  Lage  kommt,  in  der  sie  tf^ 
in  einem  anderen  Punkte  T'  berfihrt.  Auf  der  Normalen  der 
Eurre  tf^  in  diesem  Punkte  muß  der  neue  Momentanpol  C 
liegen,  der  C  unendlich  benachbart  ist  Setzen  wir  CC'^  Vdt 
und  nennen  6  den  Winkel,  den  die  Richtung  CC  mit  CT 
bildet,  so  haben  wir,  da  ^TP^T^^CP^C'^  to^dt  wird, 
(o^r^dt'^Vdi  sind,  also  wird  die  Torige  Gleichung 

_-==3in<>(l-i-).  (7) 

Um  den  Wert  der  linken  Seite,  der  nicht  mehr  ron  der 
besonderen  Annahme  der  Kurre  6  abhangt,  noch  anders  aus- 
zudrücken, lassen  wir  6  mit  I^  und  entsprechend  6^  mit  F 
zusammenfallen,  dann  rückt  C  in  den  momentanen  Berührungs- 
punkt T,  die  Linie  CC  wird  mit  der  gemeinsamen  Tangente 
identisch,  also  0  -"  90®.  Bezeichnen  wir  femer  mit  R  und  R 
die  Krümmungsradien,  die  an  die  Stelle  von  r^  und  r  treten, 
beide  mit  dem  gehörigen  Vorzeichen  genommen  (mit  gleichem 
oder  entgegengesetztem  Vorzeichen,  jenachdem  die  Erümmungs- 
mittelpunkte  auf  der  gleichen  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten 
liegen),  dann  ergibt  sich 

und  indem  wir  die  beiden  gefundenen  Formeln  yereinigen,  er- 
halten wir  die  Euler-Savarjsche  Gleichung 


Bin0 


(^-7)-i-i*)  W 


1)  Die  Formel  atammt  von  Eni  er,  Kot!  Commentarii  Academiae 
Petrop.,  1. 11  (1766),  p.  219,  §  17.   Sie  wurde  von  Savary  neu  gefanden 
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Dem  Punkte  P  wird  der  Punkt  P^  durch  diese  Relation 
fest  zugeordnet,  und  die  Kurve  6  ist  an  keine  andere  Bedin- 
gung gebunden,  als  daß  P  ihren  Krümmungsmittelpunkt  bilden 
solL  Man  kann  sie  insbesondere  sich  auf  den  Punkt  P  selbst 
reduzieren  lassen,  dann  wird  P^  der  Krümmungsmittel- 
punkt der  Bahnkurve  des  Punktes  P.  Man  erkennt  so 
aber  weiter:  Wenn  man  den  Krümmungsmittelpunkt  P^ 
der  von  einer  Kurve  6  bei  der  Bewegung  umhüllten 
Kurve  tfj  sucht,  so  genügt  es,  von  der  Bahnkurve  des 
Krümmungsmittelpunktes  P  von  6  das  Krümmungs- 
zentrum zu  ermittein,  dies  ist  gleichzeitig  der  ge- 
suchte Krümmungsmittelpunkt  P^  von  tf^. 

Auf  der  gemeinsamen  Normalen  der  .beiden  Kurven  JT  und  F' 
in  ihrem  augenblicklichen  Berührungspunkte  können  wir  jedem 
Punkte  P'  einen  Punkt  P^'  zuordnen,  derart,  daß  P^  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt  der  von  P'  beschriebenen  Bahnkurve  wird. 
Dann  ergibt  sich  aus  (9),  da  hier  0  »  90^  ist, 

wenn  r  =«  CP'j  r^  =  CP^'  und  c  eine  Konstante  bedeutet. 
Daraus  folgt  «.' 

d.  h.  die  Reihe  der  Punkte  P/  ist  projektiv  zu  der 
Reihe  der  Punkte  P'.  Die  Krümmungsmittelpunkte 
der  Kurven  V  und  F  bilden  in  dieser  Projektivität 
zwei  entsprechende  Punkte.  Rückt  der  Punkt  P/  ins 
Unendliche,  so  wird 

'-.  —  —  -.  —  — 

C  (0  ^ 

I 

und  da  dies  der  Wert  von  mod  {C^  —  C)  war,  erhalten  wir 
als  Fluchtpunkt  in  der  Reihe  der  Punkte  P'  den 
Punkt  Cj.  Für  r'«0  wird  auch  r/-0:  der  Punkt  C 
(der  momentane  Rotationspol)  entspricht  sich  selbst. 

und  bei  seinen  Vorlesungen  über  Verzahnungen  an  der  Pariser  Poly- 
technischen Schule  benutzt,  wie  aus  einer  Mitteilung  von  Chasles, 
Joom.  de  Mathäm.,  vol.  10  (1845),  p.  204,  hervorgeht. 
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p       Fallen  wir  aus  (7^  das  Lot  C^M 

anf  die  Verbindungslinie  von  C 

mit  einem  beliebigen  Punkte  P 

der  beweglichen  Ebene^  so  wird, 

wenn  ^  C^CP  «  90<^  -  Ö  ist, 

y 
CM  =  r^  — sin  ö, 

da  (7Cj  «=  V:  ©,  und  ans  (9) 
und  (8)  folgt 

Verbinden  wir  C^  mit  P  und 
ziehen  durch  C  die  Parallele  zu 
MCi,   d.  h.  die  Senkrechte   zu 

CJf,   durch   den   Schnittpunkt  H  dieser  Linie   mit  PC^  die 

Parallele  |)i  zu  CC^j  so  haben  wir 

CP^_HP       P,P 
MC"  C\H^  CP,' 
also 


r        r  +  PjC 


oder     —      = 


CP,        r,       CP,        r  ' 

mithin  wird  CP^^r^,  P^  ist  der  dem  Punkte  P  entsprechende 
Krümmungsmittelpunkt. 

Durch  diese  Konstruktion  kann  man,  wenn  die  Punkte  C 
und  C^,    oder   der   über    CC^    als   Durchmesser   beschriebene 

Wendekreis,  bekannt  sind,  zu 
jedem  Punkte  P  das  zugehörige 
Krümmungszentrum  P^  finden. 
Eine  andere  Konstruktion  beruht 
auf  den  Krümmungsmittelpunkten 
K  und  K'  der  Kurren  F  und  F'. 
Wir  projizieren  aus  P  die  Reihe 
"der  Punkte  P'  auf  der  Normalen 
CCij  und  aus  P^  die  Reihe  der 
Punkte  Pj'  auf  derselben  Nor- 
malen. Die  so  entstehenden. pro- 
jektiven Strahlenbüschel  sind,  da 
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sie  ihren  gemeinsamen  Strahl  CP^P  entsprechend  gemein 
haben,  gleichzeitig  perspektiv;  ihre  Paare  entsprechender  Strahlen 
schneiden  sich  also  auf  einer  Geraden  u,  die  durch  C  geht  und 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  entsprechenden  Strahlen 
PC^  und  p^,  also  ist  diese  Gerade  die  Linie  CH,  d.  h.  senk- 
recht auf  CP.  Auf  ihr  müssen  sich  auch  die  beiden  Strahlen 
PK'  und  P^K  in  einem  Punkte  L  schneiden.  Wir  können 
also  P^  folgendermaßen  konstruieren:  wir  ziehen  PK'  und 
bestimmen  den  Schnittpunkt  L  dieser  Geraden  mit 
dem  Lot  von  CP  in  C,  die  Linie  KL  schneidet  dann 
CP  in  dem  Erümmungsmittelpunkt  P^, 
Diese  Konstruktion  stammt  von  Savary. 

Auf  die  Punkte  der  Normalen  CC^  selbst 
ist  sie  nicht  anwendbar.  Hat  man  aber  zu 
irgend  einem  Punkte  P  den  zugehörigen 
Punkt  Pj  gefunden  und  errichtet  in  P  und 
P^  die  Lote  auf  PPi,  so  schneiden  diese  aus 
der  Normalen  zwei  zusammengehörige  Punkte 
P\  P(  aus.     In  der  Tat  wird  dann 


f  ^Icp.-öp)"^^*'' 


1 

er 


Fig.  46. 


Außerdem  haben  wir  bis  jetzt  den  Fall 

Ä  =  0  ausireschlossen.    Dann  muß im- 

endlich  groß  werden,  und  nehmen  wir  r  außerhalb  Cj  also 
r  4"0  an,  so  muß  r ^  »  0  sein,  mithin  zeigt  sich:  die  Punkte 
der  gemeinsamen  Tangente  von  F  und  JT"  beschreiben 
Bahnkurven,  von  denen  G  der  gemeinsame  Krüm- 
mungsmittelpunkt  ist. 

Für  einen  Punkt  M  des  Wendekreises  rückt  der  zu- 
gehörige Erümmungsmittelpunkt  in  unendliche  Entfernung. 
Geht  auf  der  Geraden  CM  ein  Punkt  P  von  C  bis  My  so 
wandert  der  zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  P^  von  C  aus 
nach  der  Seite  von  M.  hin  in  unendliche  Entfernung  und  wird 
Ton  C  durch  P  getrennt;  rückt  der  Punkt  P  über  M.  hinaus, 
60  kommt  der  zugehörige  Punkt  P^  auf  die  andere  Seite  der 
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gemeinsamen  Tangente  von  F  nnd  JT'  zu  liegen.  Die  Bahn 
eines  Punktes  P  kehrt  dem  Punkte  C  ihre  konrexe 
oder  konkave  Seite  zu^  je  nachdem  P  innerhalb  oder 
außerhalb  des  Wendekreises  liegt. 

Wir  betrachten  schließlich  eine  Gerade  g  der  beweglichen 
Ebene  und  die  Ton  ihr  umhüllte  Kurve.  Um  das  Krümmungs- 
zentrum der  letzteren  zu  finden,  genügt  es,  eine  der  beiden 
angegebenen  Konstruktionen  zu  benutzen,  indem  man  hier  den 
Punkt  P  nach  der  zu  der  Geraden  senkrechten  Richtung  in 
unendliche  Entfernung  rücken  laßt.  Nehmen  wir  an,  die  be- 
trachtete Gerade  g  sei  senkrecht  zu  *  CP,  so  haben  wir  wie 
vorher  CH  parallel  zu  C^Mj  d.  h.  parallel  zu  g  zu  ziehen  und 
(7,  mit  dem  im  UnendUchen  liegenden  Punkt  P  zu  verbinden, 
d.  h.  durch  C^  die  Linie  senkrecht  zu  g  zu  ziehen;  der  Schnitt- 
punkt dieser  beiden  Linien  ist  ein  Punkt  N  des  Wendekreises. 
Durch  N  ziehen  wir  die  Parallele  zu  CC^y  die  CP  in  Q  trifft, 
Q  ist  dann  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt. 

Offenbar  wird  aber  CQ^C^N^  CM,  i.h.  Q  liegt  sym- 
metrisch zu  Jlf  bezüglich  C:  alle  Geraden  der  beweglichen 
Ebene  umhüllen  Kurven,  deren  Krümmungsmittel- 
punkte auf  dem  zu  dem  Wendekreise  bezüglich  des 
Punktes  C  symmetrischen  Kreise  liegen.  Dieser  neue 
Kreis  heißt  der  Bückkehrkreis. 

Der  Grund  zu  dieser  Bezeichnung  ist  leicht  einzusehen. 
Wir  betrachten  eine  Gerade,  die  durch  den  zu  C^  symmetri- 
schen Punkt  (7/  geht  und  den  Rückkehrkreis  in  A  schneidet 
Da  Ä  der  Fußpunkt  des  aus  C  auf  die  Gerade  gefällten  Lotes 
ist,  berührt  in  ihm  die  Gerade  ihre  Enveloppe.  Aber  A  muß 
auch  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Enveloppe  werden,  also 
hat  diese  in  Ä  einen  Bückkehrpunkt,  und  der  Bückkehrkreis 
ist  der  Ort  der  Bückkehrpunkte,  die  bei  den  Enveloppen  der 
Geraden  durch  (7/  vorkommen,  und  dies  sind  die  Geraden,  die 
in  dem  betrachteten  Augenblicke  gerade  eine  Bückkehrtangente 
ihrer  Enveloppe  bilden. 

4.  Beflondere  FUle.  Nehmen  wir  für  die  Polbahn  F 
eine  Gerade  und  für  F'  einen  Kreis,  so  erhalten  wir  die  ge- 


4.  Besondere  F&Ue. 
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wohnliche  Zykloidenbewegungy  d.  h.  die  Bewegung  eines  Rades 
auf  gerader  Bahn.  Die  Punkte  der  beweglichen  Figur  be- 
schreiben dann  eine  gestreckte,  gespitzte  oder  yerschlun- 
gene  Zykloide,  je  nachdem  sie  dem  Inneren,  der  Peripherie 
oder  dem  Äußeren  des  rollenden  Kreises  angehören.  Der  Auf- 
lagepunkt C  dieses  Kreises  ist  der  Momentanpol,  die  Yer- 
bindxmgslinie  eines  Punktes  P  mit  C  ist  daher  die  Normale 
der  Bahnkurve  von  P.  Liegt  P  auf  dem  Ej-eise  F',  so  liefert 
die  Verbindungslinie  von  P  mit  dem  C  diametral  gegenüber- 
liegenden Punkte  des  Ej-eises  die  Bahntangente  in  P.  Um  nun 
den  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkt  zu  konstruieren,  haben 
wir  nach  der  Savary sehen  Konstruktion  P  mit  JT'  d.  h.  mit 
dem  Mittelpunkte  M  des  Kreises  F'  zu  verbinden  und  in  £  zu 
schneiden  mit  der  in  C  auf  CP  errichteten  Senkrechten.  Der 
Punkt  L  liegt  P  auf  F'  dia- 
metral gegenüber.  Dann  haben  ^^<^^-^<z — \^ 
wir  die  Gerade  PC  mit  der  ^/^^^^  \ri 
Verbindungslinie  von  L  und 
Ky  d.  h.  mit  dem  aus  L  auf 
die  Bahnlinie  F  gerallten  Lote 
zu  schneiden.  Der  gefundene 
Punkt  Q  ist  der  gesuchte 
Krümmungsmittelpunkt.  Es 
ist  aber  QL  ö  CM  und  PM 
-•  MLy  also  wird  auch  PC 
^  CQ,  Spiegeln  wir  also 
den  KreisF"  au  der  Geraden  F, 
80  erhalten  wir  einen  Kreis, 
auf  dem  Q  liegt  Ist  aber  M'  der  Mittelpunkt,  C  der  tiefste 
Punkt  dieses  Kreises,  nennen  wir  femer  A  den  höchsten  Punkt 
der  Zykloide,  Ä'  sein  Spiegelbild  an  F,  Aq  den  Punkt  von  F 
zwischen  Ä  und  Ä',  0  den  Anfangspunkt  der  Zykloide  auf  F, 
so  ergibt  sich  ^  C'M'Q  —  ^  CML  =»  ä  —  9,  wenn  9  der 
Walzungswinkel  PMC  ist.  Es  wird  aber  OC^MC-tp, 
CA^^MC-ipt-ip),  ako  auch  Ä'C  ^  MC^x- (p).  Der 
Puiikt  Q  muB  daher  auf  einer  Zykloide  liegen,  die  entsteht. 


Pig.  M. 
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indem  der  Kreis  um  M'  auf  der  Geraden  A'C  nach  links  hin 
abrollt^  d.  h.  die  Evolnte  einer  gespitzten  Zykloide  ist 
eine  kongruente  Zykloide. 

Der  Punkt  M  bew^  sich  auf  einer  Geraden  und  muß 
daher  in  jedem  Augenblicke  dem  Wendekreis  angehören.  Da 
er  aber  st^^ts  auf  der  Normalen  der  festen  Polbahn  im  Mo- 
mentanpol liegt^  so  fallt  er  mit  dem  geometrischen  Beschleuni- 
gungszentrum zusammen  y  und  der  über  CJIf  als  Durchmesser 
beschriebene  Ej-eis  ist  der  Wendekreis. 

Lassen  wir  umgekehrt  den  Kreis  r  fest  und  die  Ge- 
rade r  an  ihm  herumlaufen,  so  beschreibt  jeder  Punkt  Ton  F 

eine    gewöhnliche    Kreis- 
CTolvente. 

Auf  dieselbe  Art  laßt 
sich  der  Fall  behandeln, 
wo  ein  Kreis  jT"  auf  oder 
in  einem  Kreis  F  rollt,  d.  h. 
die  epi-  oder  hypozy- 
kloidale  Bewegung.  Fas- 
sen wir  der  Einfachheit 
halber  nur  den  ersten  Fall 
ins  Auge,  wo  ein  Kreis  F' 
mit  dem  Mittelpunkt  £*'  auf  einem  £j-eise  F  mit  dem  Mittel- 
punkt K  rollt.  Man  findet  dann  wieder  die  Bahnnormale  eines 
Punktes  P  von  jT',  indem  man  P  mit  dem  momentanen  Be- 
rührungspunkt C  yerbindet.  Zieht  man  durch  P  den  Durch- 
messer PK'Ly  so  ist  der  Schnittpunkt  P^  der  Geraden  PC 
mit  LK  der  zu  P  gehörige  Krümmungsmittelpunkt  P^.  Man 
beachte,  daß  beim  Rollen  des  Kreises  P"  auch  der  Punkt  L 
eine  Epizykloide  beschreibt,  die  zu  der  von  P  beschriebenen 
kongruent  ist. 

Ist  nun  C  der  auf  F  dem  Punkte  C  diametral  gegen- 
überliegende Punkt,  so  wird  CPC'L  ein  Rechteck,  also 
LC'W  P^C  und  damit 

KP,        KC       ,         . 
KL  =  K&  -  '^^°«^- 


Fig.  47. 


4.  Besondere  Fälle. 
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So  ist  zn  sehen,  daß  der  Erümmnngsmittelpunkt  P^  eine  Epi- 
zykloide beschreibt,  die  zu  der  von  L  und  damit  auch  zu  der 
von  P  durchlaufenen  ähnlich  ist:  die  Evolute  einer  Epi- 
zykloide ist  eine  ähnliche  Epizykloide. 

Von  der  hypozykloidalen  Bewegung  woUen  wir  nur  den 
Fall  betrachten,  wo  der  rollende  Kreis  F"  halb  so  groß  ist 
wie  der  feste  Ereis  F,  also  durch  dessen  Mittelpunkt  K  hin- 
durchgeht. Es  ist  dann 
leicht  zu  sehen,  daß  ein 
Punkt  P  des  Kreises  F' 
einfach  einen  Durchmesser 
00^  des  Kreises  F  be- 
schreibt. Denn  ist  in  der 
Figur  P  der  zweite  Schnitt- 
punkt von  00^  mit  dem 
durch  K  gehenden  und  F 
in  C  berührenden  Kreise 
um  K\  so  wird  ^  PK'C 
-  2  ^  OKCy  also  da 
CK'  ^^CK  ist,  Bogen 
PC  =  Bogen  OC,  also 
rollt  der  kleine  Sjreis  von 
0  anfangend  in  dem  großen 
Kreise.  Wir  haben  so  eine  erste  wichtige  Art  der  Gerad- 
führung  gefunden. 

Ist  nun  R  ein  beliebiger  Punkt  auf  JT'P,  R^  der  Fuß- 
punkt des  aus  ihm  auf  00^  gefällten  Lotes,  R'  der  Schnitt- 
punkt dieses  Lotes  mit  KC,  so  wird,  da  auch  CP  ±.00^  ist, 
wenn  wir  K'P  —  a,  K'R  =  fia  annehmen 

KR^  KK'+  K'K^K'P+  K'R  =  (1  +  f*)a, 
femer 

R^RiPC^KRiKC  -i(l  +  f*), 

RRiPC-^K'RiK'P^ß, 


also 


1- 


2ft  1  — y 


Maroolongo:  theoret.  MMhanik. 
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Nehmen  wir  nun  R  in  dem  rollenden  KreiBe  fest  an,  so  wird 
fi  «  konst.,  mithin  anch  KR  -•  konst.,  R  bewegt  sich  dem- 
nach auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  JT;  die  Ordinate 
R^R  dieses  Kreises  wird  aber  durch  R  in  konstantem  Ver- 
hältnisse geteilt  und  daraus  folgt^  daß  R  sich  auf  einer  Ellipse 
mit  dem  Mittelpunkte  K  bewegt,  deren  große  Achse  in  die 
Gerade  0  0^  fällt.  Die  betrachtete  Art  der  Geradfilhrung  liefert 
also  gleichzeitig  eine  Ellipsenfuhrung. 

Wir  gelangen  zu  dieser  EUipsenf&hrung  auch  auf  die 
folgende  Art.  Wir  yerlangen,  daß  zwei  Punkte  Aj  B  der  be- 
weglichen Figur  zwei  zueinander  senkrechte  Gerade  OA  und 
OB  beschreiben.  Die  Lote  auf  diesen  Bahnlinien  in  A  und  B 
müssen  sich  in  dem  momentanen  Pol  C  schneiden,  und  da 
OC  '='  AB  konstant  ist,  beschreibt  C  einen  Kreis  JT  mit  dem 

Mittelpunkt  0.   Der  Radius  die- 
ses Kreises  ist  das  Doppelte  von 
dem  Radius  des  dem  Rechteck 
V  OACB  umschriebenen  Kreises 

\\  r'.    Laßt  man  diesen  Kreis  F' 

I  in  dem  Kreise  F  rollen  ^  so  er- 

/  hält  man  genau  die  Torgeschrie- 

bene  Bewegung,  A  und  B  be- 

x.^^  ^y^^  wegen    sich    auf    den    beiden 

^,    ,^  senkrechten   Durchmessern    des 

Fig.  49. 

großen  Kreises.  Die  so  ge- 
wonnene Bewegung  ist  also  in  der  Tat  dieselbe  wie  die  oben 
besprochene  und  ein  beliebiger  Pimkt  von  AB  beschreibt 
eine  Ellipse,  deren  Achsen  in  die  beiden  zueinander  senk- 
rechten Geraden  fallen.  Auf  dieser  seit  langer  Zeit  gekannten 
Tatsache  ist  der  Ellipsenzirkel  begründet,  den  man  zu  der 
Zeichnung  einer  Ellipse  mit  gegebenen  Achsen  benutzt. 

tjbungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Die  Komponentm  der  Geschwindigkeit  und  der 
Beschleunigung  zu  finden]  wenn  das  Koordinatensystem  so  gewähli  ist, 
daß  der  Momentanpol  der  Ursprung  und  die  gemeinsame  Tangente 
der  Polbahnen  die  x- Achse  tcird. 
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Auflösung.    Aus  der  Gleichung  (2)  ergibt  sich  fOr  die  Ge- 
schwindigkeitskomponenten 

aus  der  Gleichung  (3),  da  iC  die  Richtung  der  y- Achse  hat  und 
mod  C «»  F  ist,  fOr  die  Beschleunigungskomponenten 


w. 


—  wy  —  c)*a?, 


w. 


tax  —  «*y  —  CO  7. 


2.  Aufjsabe.  Bei  der  Bewegung  einer  ebenen  Figur  geht  eine 
Gerade  durch  einen  festen  Punkt  A,  während  ein  PunJU  B  der  be- 
weglichen Figur  eine  Gerade  OB  durchläuft,  •  Biese  Bewegung  zu 
untersuchen. 

Auflösung.  0  sei  so  gewählt,  daß  OA  zu  OB  senkrecht  ist. 
Der  Punkt  A  läßt  sich  als  ein  unendlich  kleiner  Kreis  ansehen,  den 
die  Gerade  AB  umhüllt.  Der  Momentanpol  C  liegt  also  auf  dem 
Lote,  das  man  in  A  auf  AB  er- 
richtet und  andereirseits  auf  der 
durch  B  senkrecht  znOB  gezoge- 
nen Linie.  Der  Wendekreis  geht  f  \ 
durch  B  und  C,  der  Rückkehrkreis 
durch  A  und  C  Da  die  beiden 
Kreise  aber  bezüglich  C  zu  ein- 
ander symmetrisch  sind,  liegt  auch 
der  zu  A  bezüglich  C  symmetrische 
Punkt  A'  auf  dem  Wendekreis  und 
dieser  ist  so  bestimmt.  Der  Schnitt- 
punkt von  OB  mit  dem  in  ^ '  auf 
AÄ  errichteten  Lote  ist  der  geo- 
metrische Beschleunigungspol.  Ein 
beliebiger  Punkt  P  von  AB  be- 
schreibt die  Konchoide  der  Geraden  fQr  den  Pol  A^  PC  ist  die  Nor- 
male der  Konchoide,  von  der  man,  da  man  den  Wendekreis  kennt, 
mit  Hilfe  der  ersten  der  angegebenen  Konstruktionen  den  Krümmungs- 
mittelpunkt bestimmen  kann. 

Wir  können  auch  leicht  die  beiden  Polbahnen  bestimmen.  Wählen 
wir  OB  und  0^  zu  Koordinatenachsen,  so  finden  wir,  wenn  OA^=^a^ 
^OAB  '^  g>j  für  C  die  Koordinaten 

0^  =  atang9),  y       ^^ 
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eliminieren  wir  g),  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Kurve  F 


10" 
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die  Kurve  ist  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  Ä  und  der  Achse  AO, 
Beziehen  wir  dagegen  C  aaf  ein  bewegliches  Koordinatensystem  (x\  y\ 
dessen  Ursprung  der  Punkt  B  und  dessen  ^'- Achse  BA  ist,  so  wird 

X  »  ^  C  »  ^  (7  •  sin  9  «  a  sin  9  :  cos  g)*, 
y  ™  AB  =»  a  :  cos  g), 
und  durch  £linmiation  von  ip  erhält  man  die  Gleichung  der  Kurve  F' 

y'*-a«(a;'*+y'»). 

8.  Aufgabe.  Ein  rechter  Winkd  A  O^B  bewegt  sich  so,  daß  der 
Punkt  B  den  einen  ScKenkd  OB  eines  festen  rechten  Winkels  BOA 
durchläuft,  während  'der  andere  Schenkel  des  beweglichen  Winkels 
beständig  durch  den  festen  Punkt  A  hindurchgeht;  hierbei  werde 
OA  ^  O^B.    Die  Poü}ahnefi  eu  bestimmen. 

Auflösung.  Der  Momentanpol  C  ist  der  Schnittpunkt  des  in  B 
auf  OB  und  des  in  A  auf  OiA  errichteten  Lotes.  Ist  aber  L  der 
Schnittpunkt  von  OA  und  O^B,  so  wird  A  BOL  ^  A  AO^L  und 
damit  auch  ALBCr>iALAC,  also  BC-^AC.  Daraus  folgt,  daß 

die  feste  Polbahn  F  eine  Parabel  ist, 
von  der  A  den  Brennpunkt  und  die 
Gerade  OB  die  Leitlinie  bildet,  und 
daß  andererseits  die  bewegliche  Pol- 
bahn r'  eine  kongruente  Parabel 
wird,  bei  der  O^^A  die  Leitlinie  und 
B  den  Brennpunkt  bildet.  Die  Gerade 
CL  ist  die  gemeinsame  Tangente  der 
beiden  Parabeln.  Der  Scheitel  0^  des 
beweglichen  Winkels  beschreibt  eine 
Kurve,  deren  Punkte  man  aus  dem 
festen  Punkte  0  erhftlt,  indem  man 
ihn  an  den  Parabeltangenten  spiegelt, 
denn  0^  liegt  symmetrisch  zu  0  he- 
züglich  der  Geraden  CL.  Die  so  ent- 
stehende Kurve  ist  eine  Strophoide 
(Loria,  Spezielle  Kurven,  S.  58). 
Der  Wendekreis  geht  durch  C  und  B  hindurch  und  berührt  in  C 
die  Linie  CL  als  die  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Polbahnen. 
Errichtet  man  also  auf  XC  in  G  das  Lot,  so  schneidet  dieses 'aus 
dem  Schenkel  OB  das  geometrische  Beschleunigungszentrum  C^  aus. 

4.  Aufgabe.  Die  Schenkel  a,  b  eines  unveränderlicfien  Winkeis  e 
gleiten  an  gwei  festen  Kreisen  a,  ß  mit  den  Mittelpunkten  A,  B  ent- 
lang. Die  Polbahnen  und  die  Enveloppe  einer  beliebigen  dritten,  mit  a 
und  b  fest  verbundenen  Geraden  e  eu  finden. 


Fig.  61. 
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Auflösung.  Der  Momentanpol  C  wird  gefunden,  indem  man 
Ton  den  Berührongspunkten  der  Geraden  a,&  mit  den  Kreisen  a,  ß 
die  Linien  nach  den  Mittelpunkten  A^  B  zieht  und  zum  Schnitt 
bringt.  Errichtet  man  in  A  und  B  auf  CA  und  CB  die  Lote,  d.  h. 
zieht  durch  A  und  B  zm  a  und  h  die  Parallelen  und  nennt  M  ihren 
Schnittpunkt,  so  ist  der  durch  J.,J9,if  gelegte  Kreis,  d.  h.  der  Kreis^ 
der  durch  A^  B  geht  und  den  Peri- 
pheriewinkel £  faßt,  der  Ort  des 
Poles  C,  also  die  feste  Polbahn  F, 
Es  wird  aber  CM  =  AB  :  sine 
konstant  und  in  dem  beweglichen 
Winkel  hat  JKf ,  da  seine  Abstände 
Ton  a  und  b  gleich  den  Radien 
der  Kreise  a  und  ß  sind,  eine  feste 
Lage,  also  ist  der  um  M  mit  dem 
Badius  AB :  sin£  beschriebene  Kreis 
die  bewegliche  Polbahn  r\ 

Nimmt  man  die  Gerade  e  hinzu 
und  fällt  auf  sie  aus  C  das  Lot 
CQyBO  muß  die  Gerade  e  ihre  En- 
yeloppe  in  dem  betrachteten  Mo- 
ment in  Q  berühren.    Ist  aber  E 

der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  QC  mit  dem  festen  Ki'eise  F, 
so  bleibt,  wenn  C  auf  dem  Kreise  fortrückt,  mit  dem  Winkel  A  CE 
auch  der  Punkt  E  fest.  Die  Gerade  e  umhüllt  also  einen  um  E  als 
Mittelpunkt  beschriebenen  Kreis. 

5.  Aufgabe.  Gegeben  sei  der  Mamentanpol  C,  die  gemeinsame 
Tangente  der  beiden  Polbahnen  und  von  einem  Punkt  P  der  zugehörige 
Krümmungsmiitelpunkt  P^ . 
Zu  einem  beliebigen  anderen 
Punkt  Q  den  zugehörigen 
Punkt  Qi  zu  finden, 

Auflösung.  Wir  gehen 
aus  von  dem  Wendekreis, 
der  die  Linien  CP  und  CQ 
in  A  und  B  zxun  zweitenmal 
treffen  möge.  Es  wird  dann, 
wenn 


Flg.  68. 


gesetzt  wird, 


it 


CP 


1 

i 

r 


CA/1 
CB  V, 
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Daraus  aber  ist  leicht  abzuleiten,  daß  die  Verbindungslinien  PiQi 
und  PQ  sich  in  einem  Punkte  8  der  durch  C  zu  AB  gezogenen 
Parallelen  CD  schneiden.  Die  durch  8  gehenden  Strahlen  schneiden 
nämlich  die  Geraden  CA  und  CB  in  den  Punkten  zweier  Perspek- 
tiven Punktreihen,  wobei  C  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  ist 
Daraus  folgt  für  die  Abstände  r,  /  zweier  entsprechender  Punkte 
Ton  C  eine  Relation  von  der  Form 

und  fCb:  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  ergibt  sich 

um  ß  zu  bestimmen,  wähle  man  zwei  dem  C  sehr  nahe  benachbarte 
Punkte  A'  und  B\    Es  wird  dann  a  zu  vernachlässigen  und 

CA'       CA 
^^  CW  "■  CB' 
somit  ergibt  sich 

Jl 1  ^  CA  M  _  l\ 

r/       /'^CB\r,        rl' 
wie  es  sein  soll. 

Da  nun  der  Winkel  8CB  gleich  dem  Winkel  CBA  wird  und 
dieser  Peripherie winkel  gleich  dem  Tangenten winkel  ACT,  der  als 
von  vorneherein  bekannt  anzusehen  ist,  so  kann  man  die  Gerade  C8 
sofort  finden.  Darauf  hat  man  sie  mit  der  Verbindungslinie  PQ  zu 
schneiden  und  den  Schnittpunkt  8  mit  P^  zu  verbinden.  So  findet 
man  auf  CQ  den  gesuchten  Punkt  Q^, 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Paare  entsprechender  Punkte  P,  P^ 
^^^  Q'i  Qi  gegeben  sind,  so  liefert  der  Schnittpunkt  der  Linien  PPy^ 
und  QQ^  den  Momentanpol  C,  der  Schnittpunkt  von  PQ  und  PiQi 
den  Punkt  5,  und  tragen  wir  den  Winkel  iS^CQ  in  (7  an  CP  an,  so 
finden  wir  die  gemeinsame  Tangente  CT  der  beiden  Polbahnen. 

6.  Aufgabe.  Die  Bezidiimg  ztvisclien  einem  Punkte  P  und  deni 
zugehörigen  KrümmungsmiUelpunkte  P^  analiftisch  auszudrilcJcen. 

Auflösung.    Aus  der  Formel  (7)  folgt 

wenn  f^  -»  —  F :  ©,  und  weiter 

'  fp  r  sin  6  r^  r^  sin  6 

^       r^  sin  Ö  —  r  '        ^  r^  sin  Ö  +  r^ 
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Setzt  man  hierin,  indem  man  die  Gleichungen  erst  mit  cos0  und 
dann  mit  sin  d  multipliziert,  die  Werte  ein 

a;  =  r  cos  ö,     y  =  r  sin  ö;         oTi  -»  r^  cos  ö,     y^ «—  r^^  sin  ö, 

so  erhält  man  die  analytische  Darstellung  der  Verwandtschaft: 

^ n^y         y Ry'   .. 

und  • 

^ iofi?A_     «_  _   .♦•oyl  __   . 

Dies  ist  eine  quadratische  Transformation.    Der  Geraden 

ux  +  »y  +  1  =»  0 
entspricht  der  Kegelschnitt 

^i  +  yl  +  r^yi  +  r^yi  (ux^  +  i^vd  =  0. 
Dieser  Kegelschnitt  oskuliert  den  Bückkehrkreis 

dessen  Punkte  F^  den  unendlich  fernen  Punkten  P  entsprechen,  im 
Koordinatenursprung  C.  Denn  die  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes 
mit  dem  Kreise  verteilen  sich  auf  die  beiden  Geraden 

y^^O,    ux^-^-vy^^O. 

Die  erste  Gerade  ist  die  Kreistangente  in  C7,  die  zweite  die  zu  der 
gegebenen  Geraden  durch  C  gezogene  Parallele.  Drei  von  den  vier 
Schnittpunkten  des  Kegelschnittes  mit  dem  Bückkehrkreis  fallen 
also  nach  (7,  d.  h.  der  Kegelschnitt  oskuliert  den  Kreis  in  (7.  Auf 
dieselbe  Weise  zeigt  man,  daß  wenn  der  Punkt  P|  auf  einer  Geraden 
wandert,  der  Punkt  P  sich  auf  einem  Kegelschnitt  bewegt,  der  den 
Wendekreis  in  C  oskuliert. 

7.  Aufisabe.  Die  Bewegung  eines  gewöhnlichen  Kurhelgetriebes 
zu  untersucfien,  insbesondere  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Länge  b 
der  Schubstange  groß  ist  gegen  den  Kurbelarm  a. 

Auf  lösimg.  Es       ^^-^"""^^^ 
sei  OD  die  Gerade,     /^  /^""""^^^  b 

in  der  sich  die  Kol-  /  /         \     ^^"^""-^--^ 

benstange  bewegt,  0^  [  ^- l ^TTTrir^.^ 

die  Kurbel   in  einer  \  J  BD 

beliebigen    Stellung,   \.  / 

die  durch  den  Winkel       ^ 

DOA^^tp  festgelegt 

wird,  AB  die  Schubstange  und  Ö  der  Winkel  OBA,  Dann  ergibt  sich 

X  =»  OB  =  a  cos  9  +  ft  cos  Ö. 
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Andererseits  wird 

sind       a 

sinqp        b         * 

tmd  daraus  folgt 

X  ==  aco8g>  +  b  Yl  —  c'sing?'. 
Ist  €  insbesondere  sehr  klein,  so  ergibt  sich,  daß 

cosO^yl  —  £* sin 9* ■«  1  —  y  sin 9* 
gesetzt  werden  kann,  and  wir  finden 

rc  =  6  +  <»  (cos  9  —  -r^  sin  9*]  • 

So  ist  die  Bewegung  des  Punktes  B  bestimmt.  Für  die  Größe  v 
seiner  Geschwind^keit  ergibt  sich  ±  dx/dt^  und  für  das  Verhältnis 
von  V  zu  der  Geschwindigkeit  a<o  des  Punktes  A,  da  dg>  ^^^  adt  ist, 

V  dx  /^    ,         scosg»       \ 

am  adfp  ^  \         yi »_  ^t  ^£^9/ 

und  angenähert 

—  «  sin  g)  (1  +  f  cos  9) . 

Tragen  wir  das  Verhältnis  v  :  00  auf  der  Linie  OÄ  von  0  aus  als 
eine  Strecke  r  »  OP  ab,  so  erfüllen  die  Punkte  P  die  Beuleauz- 
sehe  Fahrtkurve,  deren  Polargleichung  in  der  Annäherung  lautet 

/  (      \      Y/^^^-*-.*.,^  1^*8    obere   Zeichen    gilt 

/      y      ;     /f    \    ^""""^^^--^^^^^  .    für  0  <  g)  < «,  das  un- 

/ \^\yf>^ \ T-TTtt^ao— ^r®    ^    w  <  9  <  2«. 

\        /r\^\       ]  Ä      Für  £ « 0  erhält  man 

\     (        !        )     /  r  =  ±  a  sin  9, 

^<i^^i^^ei>^  also      zwei     kongruente 

Kreise,  welche    einander 

und  die  Linie  OB  in  0 

berühren  und  das  sog.  Zeunersche  Diagramm  bilden  (Fig.  55). 

Für  die  feste  Polbahn  F  findet  man,  da  der  Botationspol  der 

Schnittpunkt  C  der  Linie  OA  mit  der  in  B  auf  OB  errichteten 

Senkrechten  ist,  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OBC,  in  dem  der 

Winkel  bei  0  «  g),  der  Winkel  bei  C  gleich  ^  —  9    ist    und   die 

Seite  OC  '='  Q  gesetzt  sei,  die  Gleichung 

(q  —  a)*  +  ^* sin  9*  —  2  (9  —  a)  p  sin  9  cos  (ö^  ~"  9)  ""  ^* 


Fig.  56. 
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oder 

p(^  —  2a)  cos  9*=  6*—  a*. 

Für  die  bewegliche  Polkurve  I^  erhält  man,  indem  man  die  Ent- 
femmig  ÄC  mit  ^^,  den  Winkel  CÄB  mit  g>^  bezeichnet,  aus  den 
zwei  Gleichungen 

(^1  +  o)  sin  g)  cos  (~  —  9 j  =  ^^  —  fe  cos  9^ , 

(Pi+  a)*sin9*=  qI  +  &* —  ^g^h  coBq>i 
durch  Elimination  von  tp  sofort 

(^1  +  ö)  (^1  —  t  C50S 9i)  -=  ^J  +  fe'  —  2^i&  cos 91 


oder 


h (qi  —  a)  cos  9i  =  &*  —  a^i . 


8.  Aufgabe.    Bei  der  Kulissensteueru/ng  einer  Lokomotive  sind 
um  emen  Punkt  0  zwei  exzentrische  Kreise  a  und  ß  drehbar,  ihre 


mg,  56. 

MtUdpunkie  A  find  B  sind  mit  den  Endpunkten  C  und  D  eines  Kreis- 
bogens^ der  Kulisse,  starr  verbunden.  Der  Punkt  C  ist  mit  einem 
festen  Punkte  E  fest  verbunden.  Man  soll  den  Momentanpol  für  die 
Bewegung  der  Kulisse  bestimmen. 

AnflÖBung.  Da  der  Punkt  C  mit  E  fest  verbunden  ist,  muß 
er  sich  senkrecht  znEC  bewegen  und  ein  erster  Ort  fflr  den  Momentan- 
pol ist  die  Linie  EC  selbst.  Ein  zweiter  Ort  wird  durch  den  Satz 
von  Philipps  geliefert:  Der  Schnittpunkt  S  der  Exzenterstangen 
AC  und  BD,  der  Drehungsmittelpunkt  0  der  Exzenterscheiben  und 
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der  gesuchte  Momentanpol  J*  liegen  in  einer  geraden  Linie.  Um 
diesen  Satz  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  mit  o  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  Exzenter,  mit  co^  und  oa^  die  Winkelgeschwindigkeiten,  mit 

denen  sich  die  Oeraden  ÄC  und 
BDf  die  eine  um  den  Schnitt- 
punkt U  von  OÄ  und  JC,  die 
andere  um  den  Schnittpunkt  V 
von  OB  und  ID  drehen,  dann  er- 
geben sich  für  die  Größe  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Punkte  A  und 
B  die  Werte 


a 


a 


0A  = 
OB^ 


»1 


(Ol 


VB 


und  för  die  Punkte  C  und  2>,  wenn 
(o'  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Kulisse  ist,  a^  •  UC  =  (»'  •  JC, 
g  •  FD  =  «'  •  JD;  somit  wird 

OÄ   ÜC  _OB'VD 
^   VB'IB  ' 


CD 


a> 


CB 


UA'IC 


Fig.  57. 


In  dieser  Gleichung  liegt  der  zu 
beweisende  Satz.  Wählt  man  nämlich  auf  A  C  den  Punkt  M  so,  daß 
IM  il  OA  wird,  und  entsprechend  N  auf  BD  so,  daß  IN  ||  OB, 

dann  wird 

-,^       UA'IC  ,,.        VBID 

IM  «  — ^.^     ,         i  iV 


C/C 


F2> 


und  somit 


IM 


OB 
IN 


also  gehen  die   Geraden  AM  oder  AC,  BN  oder  £2)  und   0/ 
durch  einen  Punkt  8, 

9.  Aufgabe.    Den  allgemeinen  Charakter  der  sogen.  Dreistab- 
hewegung  zu  untersudten. 

Auflösung.      Wird    von    einem    Gelenkviereck    OABO'   die 
Seite  00'  festgehalten,  so  heißt  die  entstehende  Bewegung  eine  Drei- 
stabbewegung (three  bar  motion).  Der 
Schnittpunkt  C  der  Verlängerungen  von 
OA  und  O'B  ist  der  MomentanpoL  Die 
von  dem  Momentanpol  beschriebenen  Pol- 
kurven  sind  Yon  der  8.  Ordnung  und  von 
■\  R.  M  ü  1 1  e  r  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys., 
Pig.  58.  Bd.  48,  S.  224  (1903)  untersucht  worden. 
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Ein  mit  dem  Stabe  AB  starr  verbundener  Punkt  P  beschreibt 
eine  Wattsche  Kurve  (Loria,  Spezielle  eb.  Kurven  S.  232),  die 
von  der  6.  Ordnung  und  eine  sog.  trizirkulare  Kurve  ist,  d.  h.  auch 
von  keinem  Kreise  in  mehr  als  6  Punkten  geschnitten  wird.  Ound  0' 
bilden  von  ihr  zwei  Brennpunkte.  Sie  hat  drei  Doppelpunkte,  diese 
liegen  auf  einem  über  00'  als  Sehne  beschriebenen  Kreise,  welcher 
den  Winkel  APB  als  Peripherie winkel  faßt,  also  wenn  insbesondere  F 
dem  Stabe  AB  selbst  angehört,  auf  der  Geraden  00'  selbst.  Vgl. 
die  Arbeiten  in  den  Proceedings  of  the  London  Mathem.  Society  von 
Cayley,  vol.  4  (1872),  p.  105,  vol.  7  (1876),  p.  136,  Roberts, 
vol.  7  (1876),  p.  14,  femer  zahlreiche  Aufsätze  von  R.  Müller,  die 
meisten  in  der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Physik,  und  L.  Allievi,  Gine- 
matica  della  biella  piana,  Napoli  1895. 

10.  Aufgabe.  Von  dem  Gelenkviereck  A  B  CD,  in  dem  AD=^BC, 
wird  die  Seile  AB  festgehalten,  man  s(^l  insbesondere  die  Kurve  unter- 
sudten,  die  von  dem  Mittelpunkte  M  der  Seite  CD  beschri^en  wird. 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  den  Winkel,  den  ^ie  um  A  dreh- 
bare Seite  AD  mit  der  festen  Seite  bildet, 
mit  6  und  analog  den  Winkel  CBA 
mit  CO,  ferner  setzen  wir  AB  ^=^  2a, 
AD^BC-'  b,  CD  —  2c.  0  sei  die 
Mitte  von  AB,  auf  0  als  Ursprung  und 
OB  als  :c- Achse  beziehen  wir  ein  Koor- 
dinatensystem, in  dem  x^  y  die  Koordi- 
naten von  M  werden  mögen.  Endlich 
sei  OM'^r.  Dann  ergibt  sich,  da 
Xj  =»  —  a  -f-  5  cos  ö,  yj  =  6  sin  0  die  Koordinaten  von  D  und 
rr j  =  a  —  b  cos  o,  y^  =  6  sin  a  die  von  C  werden, 

y  —  ^(^1  +  1^1)™^^  (sin  ö  -f-  sin  cd),     a;  —  ^6(cos  6  —  cos  w), 
r*  -"  a*  -f-  &*  —  c*  —  ab  (cos  0  +  cos  w), 

(^1  -  ^1)*  +  (yi  -  y^y  - 

[2a  —  b  (cos  0  +  cos  w)]«  +  6« (sin  0  —  sin  w)»  -  4cl 

Aus  diesen  Gleichungen  haben  wir,  um  die  gesuchte  Kurvengleichung 
zu  erhalten,  0  und  ai  zu  eliminieren.  Wir  finden  zunächst  die  ein- 
fache Gleichung 

r»  =  a;«  +  y«  «  b*sm^{0  +  w)», 

femer  läßt  sich  die  erste  Gleichung  schreiben 

4a»6*sin«  1^(0  +  w)  cosH(Ö  —  w)  -  4a«y« 
und  die  dritte 

4a«6»cos«  J-(Ö  +  «)cos*^(0  -  w)  =  (r« -f  c»  -  a^-by. 
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Daraus  ergibt  sich 

f^[(r^+  c«-  a«-  6«)«+  4aV]  -  4a«6V 
oder  wenn  wir  noch  r*  ■-  a;*  +  y*  einsetzen, 

(«*+  y*)(ic*+  y*+  c»-  a«-  &«)«+  4aV(^  +  y*-  h*)  -  0 

als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve,  die  sonach  von  der  sechsten 
Ordnung  ist. 

Für  c  •=-  a  zerföllt  sie  in  einen  Kreis  {x*  -|-  y*  —  5*  «=  0)  und 
eine  Kurve  vierter  Ordnung 

i^  +  y^y—  ^*^+  (4a*—  5^3^*=  0, 

6ine  sog.  Boothsche  Lemniskate.  Für  b  —  a}/2  wird  die  Glei- 
chung dieser  Kurve 

(ai»+y*)»-&V-y*)-0; 

sie  ist  dann  eine  gewöhnliche  Lemniskate. 

Auch  die  Polbahnen  lassen  sich  in  dem  Falle  a  -»  c  sehr  einfach 
bestimmen.  Da  nämlich  der  Momentfmpol  P  der  Schnittpunkt  der  Ver- 
längerungen von  ÄD  und  CB  ist,  ergibt  sich  aus  AB^^BC  und 
AP-^CP  sofort 

Die  erste  Differenz  ist  also  konstant  für  die  feste  Polkurve,  die  zweite 
Differenz  für  die  bewegliche  Polkurve,  und  beide  Polkurven  werden 
Hyperbeln,  die  eine  mit  den  Brennpunkten  A  und  JB,  die  andere  mit 
den  Brennpunkten  C  und  D. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Fälle,  wo  der  in  Betracht 
kommende  Teil  der  von  M  beschriebenen  Kurve  von  einer  Geraden 
sehr  wenig  abweicht,  wo  also  der  Mechanismus  eine  angenäherte 
GeradfQhrung  liefert. 

Der  erste  Fall  ist  der  des  sogen.  Wattschen  Parallelo- 
gramms. In  diesem  Falle  ist  5*-}-  c^=  a*,  die  Stäbe  AD,  DC,  CB 
bilden  also  in  einer  bestimmten  Mittellage  einen  rechtwinkligen 
Streckenzug  (Fig.  60). 

Der  zweite  Fall  ist  der  des 
von  Tsohebischeff  ersonnenen 
Mechanismus  (Fig.  61).  Dann 
ist  a  =  2c,  ft  =  5c.  Dies  hat  zur 
Folge,  daß  in  zwei  seitlichen 
Grenzlagen  der  Stab  CD  und  der 
B  Stab  BC  oder  AD  zu  dem  Stabe 
AB  senkrecht  stehen,  so  daß 
entweder  -4,  D,  C  oder  B,  C,  D 
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in  einer  zu  AB  senkrechten  Geraden  liegen, 
und  daß  in  diesen  Grenzlagen  die  Mitte  M 
des  Stabes  CD  von  der  Geraden  AB  gleich 
weit  entfernt  ist  wie  in  der  symmetrischen 
Mittellage.    In  der  Tat  wird  hier 


und 


(2a)»+(&- 2c)*-6* 
(fc  — c)«-6«-(a  +  c)* 


U.  Aufgabe.    In  dem  Gelenkvierecke  AB  CD  sei 

AB  =  BC-^a,    AD^CD^h. 

Man  bestimme  die  Polbahnen  für  den  Stab  CD^  wenn  der  Stab  AB 
festgehalten  mrd. 

Auflösung.  Die  Dreiecke  BAD  und  BCD  sind  in  diesem 
Falle  kongruent,  femer  ist  ^C  senkrecht  auf  BD,  Der  Momentan- 
pol von  CD  ist  der  Schnittpunkt  P  der  Geraden 
BC  und  AD.    Da  nun 

Fläche  PDC=  Fläche  PAB  +  2  Fläche  BAD 

wird,  wenn  wir  den  Winkel  BAD  oder  BCD 
mit  7C  —  0  bezeichnen,  so  ergibt  sich  ^ 

i(PB  +  a)b8me^^PA'  a sin O  +  absmO 

und  daraus 

b'PB  —  a-  PA'^ab, 

Der  Ort  des  Punktes  P  ist  also  in  der  festen 
Ebene  ein  k artesisches  Oval,  von  dem  A  und 
B  die  Brennpunkte  bilden.  Aus  der  vorstehenden 
Gleichung  folgt  aber  auch 

b'PC  -  a-  PD'^ab, 


P 


Fig.  68. 


Mithin  ist  der  Ort  des  Punktes  P  in  der  beweg- 
lichen Ebene  ebenfalls  ein  kartesisches  Oval,  von  dem  C  und  D  die 
Brennpunkte  sind. 

Um  die  Gleichung  der  Kurve  in  Polarkoordinaten  zu  finden, 

setzen  wir 

AP^r,     BAP-^e, 

dann  folgt 

^l^-a«+r»-2arcose 

und  da  andererseits  durch  doppelte  Ausrechnung  der  Fläche  PBD 

b'BP'^aib  +  r) 
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wird,  ergibt  sich  weiter 

5«(a«4-  r*—  2ar  cosO)  =»  a*(h^+  r»+  2br) 
und  daraus 

r  -  -j^^  {a  +  b  cos  0) . 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Pascalschen  Schnecke. 

12.  Aufgabe.  Ein  üherschlagenes  Gelenkviereck  ABCD^  in  dem 
AB  B  CD,  AD  »  BCj  heißt  ein  Hartsches  Antiparattdofframm. 
Wird  die  Mitte  0  von  AB  festgehalten,  so  soll  man  zeigen^  daß  die 

Mitten  P  und  Q  von 
AD  und  BC  mU  0, 
die  hesUindig  in  einer 
Geraden  tiegen,  hei  der 
Bewegung  das  Pro- 
dukt OP'  OQ  konstant 
^  bleibt  (Hartsdfer  In- 
versor). 

Auflösung.  Da  die 
Winkel  bei  A  und  C  oder  bei  B  und  D  einander  gleich  sind,  I&ßt 
sich  dem  Antiparallelogranim  ein  Kreis  umschreiben.  Man  kann  also 
auf  das  Viereck  AB  DO  den  Ptolem&ischen  Lehrsatz  anwenden  und 
findet,  wenn  AB  =  CD  ^  a,  AD  ^  BC  ^  2b  gesetzt  wird, 

AC'BD  +  4:a^^U\ 


Fig.  68. 


Nun  ergibt  sich  aber  weiter 

OP^^AC,     OQ-^^BD, 

OP'OQ^b^-a^. 


also  wird 


Zwingen  wir  nun  P,  sich  auf  einem  Ejreise  zu  bewegen,  der  durch  0 
geht,  indem  wir  P  mit  einem  festen  Punkte  M  durch  einen  Stab 
von  der  Länge  Jf  0  ==»  r  verbinden,  so  wird,  wenn  wir  den  Winkel 
MOP  mit  0  bezeichnen, 

0P=  2rcosÖ, 
also  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 


0^-cosÖ  = 


a' 


2r 


mithin  liegt  Q  auf  einer  Geraden,  die  auf  der  Linie  OM  senkrecht 
steht,  und  der  Hartsche  In  versor  bietet  ein  Mittel  zur  exakten 
Geradführung  eines  Punktes  Q. 
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18.  Aufgabe.  Von  einem  Gelenkviereck  APBQ  mit  vier  gleichen 
Seiten  a  sind  die  Gegeneckm  A  und  B  mit  einem  festen  Punkte  0 
durch  zwei  Stäbe  von  der  gleichen  Länge  h 
drehbar  befestigt.  Zu  zeigen^  daß  zwischen 
den  drei  Funkten  0,  P,  Q,  die  offenbar  ä 

stets  in  gerader  Linie  liegen,  die  Beziehung 
besteht 

OP'OQ^b^-^a^ 

(Peaucellierscher  Inversor). 

AuflÖBung.  Man  schlage  um  Ä  den 
Kreis,  der  durch  P  und  Q  geht,  M  und  N 
seien  die  Schnittpunkte  dieses  Kreises  mit 
der  Geraden  OÄ,    Dann  wird 

OP'OQ^OM'ON.  ^i«  «*• 

Es  ist  aber 

OM^b  —  a,     ON^b  +  a, 
also  erhalten  wir  ^ 

OP.OQ^^b^'-al 

PeaucelliersEntdeckungder  j \- 

exakten  GeradfQhrung   durch  ^«.^^'-^V" "^^  I 

den  hier  angegebenen  Mecha-  a^CT''^  \y^         \     / 

nismus,  die  in  den  Nouvelles  '""-^^^^^^  pC  y/ 

Annales  de  Mathem.  (2)  t.  3  ^"''"^^^x..,^^^  ^^^ "x^^ 

(1864),  p.  414  mitgeteüt  ist  ^""^^^^-^^^^Z 

und  von  Lipkin,  Bullet,  de  s 

TAcad.  de  St.Petersbourg  1. 16  Fig.  6fi. 

(1871),  p.  57  wiedergefunden 

wurde,  gab  den  Anlaß  zu  den  zahlreichen  Arbeiten  über  die  Gelenk- 
Systeme.  Man  vgl  die  Vorlesung  von  Sylvester  an  der  Royal  In- 
stitution: On  recent  discoveries  in  Mechanical  Conversion  of  Motion, 
die  in  den  Notices  of  the  Proceedings . . .  of  the  Royal  Institution, 
vol.  7  (1873—76)  und  in  der  Revue  Scientifique  (2)  vol.  4  (1874), 
p.  490  veröffentlicht  ist,  femer  Les  Mondes  (2)  t  37  (1875),  p.  623, 
667,  und  die  kleine  Schrift  von  Kempe,  How  to  draw  a  straight  line, 
London  1877,  außerdem  Peaucellier,  Nouvelles  Annales  (2)  t.  12 
(1873),  p.71;Liguine,  ebenda  t.l4(l875),p.529;Tschebyscheff, 
Theorie  des  mecanismes  connus  sous  le  nom  de  parallelogrammes 
(Memoires  des  savants  etrangers,  t.  7  (1853),  p.  53 7);  Sur  une 
modification  du  parallelogramme  articule  de  Watt  (Bulletin  de  TAca- 
d^mie  des  Sciences  de  St.  Petersbourg,  t.  4  (1862),  p.  434);  Hart, 
Messenger  of  Mathematics,vol.4,p.82,116,  vol. 6,  p.39  (1874—1875). 


Siebentes  Kapitel. 

Kontiniiierliehe  Bewegnng  eines  ranmliehen  starren 

Systems. 

1.  Bewegung  um  einen  festen  Punkt.  Die  Bewegung 
eines  ränrnlichen  Systems  um  einen  festen  Punkt  laßt  sich  der 
Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  an  die  Seite 
stellen.  In  der  Tat  handelt  es  sich  hier  ja  um  die  Bewegung 
einer  sphärischen  Figur  auf  ihrer  Kugel,  so  daß  die  Beziehung 
zwischen  den  beiden  Bewegungsarten  dieselbe  ist  wie  zwischen 
der  ebenen  und  der  sphärischen  Geometrie.  Nach  der  Formel  (6) 
in  Kap.  Y  ergibt  sich,  wenn  0  der  feste  Punkt,  also  Ö  »  0 
ist,  f&r  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  P  der  Ausdruck 

P«Q  A  {P-0):  (1) 

die  momentane  Bewegung  ist  mit  einer  Rotation  um 
eine  durch  den  festen  Punkt  0  gehende  Achse,  die 
momentane  Rotationsachse,  äquivalent.^) 

Demnach  sind  die  Bahnkurven  der  einzelnen  Punkte  normal 
zu  den  Ebenen,  welche  die  Punkte  mit  der  momentanen  Rota> 
tionsachse  verbinden  und  es  zeigt  sich:  die  Normalebenen 
der  Bahnkurven  aller  Punkte  des  Systems  für  einen 
bestimmten  Augenblick  gehen  durch  die  momentane 
Rotationsachse  hindurch. 

Den  durch  die  Gleichung 

bestimmten  Punkt  @^  nennen  wir  den  Rotationspol.  Seine 
verschiedenen  Lagen  im  Räume  erfallen  eine  Kurve,  welche 
die  Herpolhodie  heißt;  der  Kegel  F',  welcher  die  Kurve  aus  0 

1)  Dieser  Satz  wurde  von  d'Alembert  entdeckt:  Recherches  eur 
la  precession  des  äquinozes,  Paris  1749,  p.  88. 
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projiziert,  heißt  der  Herpolhodiekegel  oder  der  feste  Kegel 
der  momentanen  Rotationsachsen.  Betrachten  wir  sodann  die 
Terschiedenen  Punkte  in  dem  starren  Körper,  die  nach  und 
nach  Rotationspole  werden,  so  erfüllen  diese  in  dem  Körper 
eine  andere  Kurve,  welche  die  Polhodie  heißt,  und  der 
Kegel  r,  der  sie  aus  0  projiziert,  heißt  der  Polhodiekegel 
oder  der  bewegliche  Kegel  der  momentanen  Rotationsachsen. 

Die  beiden  Kegel  haben  in  jedem  Augenblicke  eine  Seiten- 
linie, die  momentane  Rotationsachse,  gemein.  Genau  analog 
wie  im  vorigen  Kapitel  läßt  sich  schließen,  daß  die  Kegel  sich 
längs  dieser  Seitenlinie  berühren  müssen,  denn  durch  eine  un- 
endlich kleine  Drehung  um  sie  werden  zwei  ihr  unendlich 
benachbarte  Seitenlinien  der  beiden  Kegel  zur  Deckung  ge- 
bracht. Also  läßt  sich  schließen:  Die  kontinuierliche  Be- 
wegung eines  starren  Systems  um  einen  festen  Punkt 
läßt  sich  herstellen,  indem  man  einen  gegen  das  Sy- 
stem festen  Kegel  ohne  zu  gleiten  auf  einem  im  Räume 
festen  Kegel  rollen  läßt.^) 

Wir  betrachten  nun  die  Bewegung  einer  um  0  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kugel  in  sich  und  nennen  r  und  r^  die 
Hauptkreisbögen  yom  momentanen  Rotationszentrum  C  bis  zu 
den  sphärischen  Krümmungszentren  P,  P^  einer  beliebigen 
Kurve  ö  und  ihrer  Enyeloppe  ö^y  genommen  für  ihren  momen- 
tanen Berührungspunkt  T,  dann  ergibt  sich  durch  die  Zerlegung 
der  Rotation  um  C  (mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (o)  in  zwei 
Rotationen  (mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  cn^  und  co,)  um 

Pi  und  P 

sin  (r  —  r,)  •        /  l  j.      \ 

^  ""  ^1 ST"     ""  ^1  smri(ctgri-  ctgr). 

Nennen  wir  wie  oben  V  die  Größe  der  Geschwindigkeit,  mit 
der  sich  das  Rotationszentrum  C  verändert,  so  wird  genau 
analog  wie  früher 

1)  Dieser  Satz,  der  schon  von  Gauchy  und  Chasles  gegeben 
wurde,  ist  in  seiner  vollen  Bedeutuug  erkannt  worden  von  Poinsot, 
Th^rie  nourelle  de  la  rotation  des  corps,  Paris  1884  [Joum.  de  Math^m. 
t.  16  (1861),  pp.  9,  289].  Von  ihm  rühren  auch  die  Betrachtungen  über 
Polhodie  und  Herpolhodie  her. 

Mftroolongo:  th«or«t  Mechanik.  11 
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cuj  sin  r^^  V  sin  0, 

wenn  0  den  Winkel  bedeutet,  um  den  die  gemeinsame  Tan- 
gente der  sphärischen  Polbahnen  y,  y  (d.  h.  der  Schnittkurven 
der  Kugel  mit  dem  Polhodie-  und  Herpolhodiekegel)  gegen  den 
Hauptkreis  CT  geneigt  ist.  Nennen  wir  demnach  22,  IK  die 
sphärischen  Krümmungsradien  von  y^  y\  so  ergibt  sich  analog 
wie  früher 

sine  (i-^^ rr^A  =  -^-^  -  --^--,.  (2) 

Xtangr^       tangr/        tangü       tangJR  ^  ' 

Dies  ist  die  Euler-Savarysche  Forme]  für  die  Kugel,  und  es 
zeigt  sich:  projizieren  wir  die  Bewegung  aus  dem  Kugel- 
mittelpunkt auf  die  Tangentialebene  der  Kugel  in  C, 
so  ergibt  sich  in  unendlich  naher  Nachbarschaft  dieses 
Punktes  eine  ebene  Bewegung,  bei  welcher  die  Krüm- 
mungszentren durch  die  Projektion  aus  den  analogen 
auf  der  Kugel  hervorgehen.^) 

2.  Polhodie  nnd  Herpolhodie.  Als  die  direkte  Be- 
wegung bezeichnen  wir  die  Bewegung  des  Körpers  gegen  den 
umgebenden  Raum,  als  die  inverse  Bewegung  die  Bewegung 
des  Raumes  gegen  den  Körper.  Bei  diesen  beiden  Bewegungen 
sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  gleich  groß  und  von  ent- 
gegengesetztem Sinne,  und  deshalb  die  zugehörigen  Rota- 
tionspole symmetrisch  bezüglich  des  festen  Punktes  0. 

Es  seien  6  und  ^  diese  beiden  Pole.  Wenn  (S  die  im 
Körper  feste  Polhodie  der  direkten  Bewegung  beschreibt,  so 
beschreibt  @^  die  im  Räume  feste  Kurve,  d.  h.  die  Herpolhodie 
der  inversen  Bewegung.  Also  ist  die  Polhodie  (und  Her- 
polhodie) der  direkten  Bewegung  bezüglich  des  festen 
Punktes  symmetrisch  zu  der  Herpolhodie  (und  Pol- 
hodie) der  inversen  Bewegung  (Klein  und  Sommer- 
feld, S.  14). 

Wir  beziehen  die  Lage  der  einzelnen  Punkte  im  Körper 
auf  ein  Koordinatensystem,  das  im  Körper  fest  ist  und  dessen 

1)  Diese  Betrachtungen  stammen  von  Aronhold  und  sind  ent- 
wickelt in  der  Dissertation  von  Buka,  Das  sphärische  Kurbelgetriebe, 
Göttingen  1876. 
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Ursprung  in  0  liegt^  die  Lage  dieses  Koordinatensystems 
wiederum  auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem  mit 
dem  gleichen  Ursprung.  Zur  Zeit  t  seien  a^  ß^  y,  d  die  kom- 
plexen Parameter^  welche  die  Lage  des  beweglichen  gegen  da» 
feste  Koordinatensystem  bestimmen^  zur  Zeit  t  -\-  /dt  seien  die 
Werte  dieser  Parameter  a  +  ^a,  ß  +  z//3,  y  +  z/y,  d  +  ^d,. 
2%  sei  der  Winkel  der  Rotation,  durch  die  man  aus  der  ersten 
Lage  in  die  zweite  Lage  übergeht,  und  V,  m\  v!  die  Richtungs- 
kosinus  der  zugehörigen  Rotationsachse,  dann  werden  die  Para- 
meter dieser  Rotation  nach  den  Gleichungen  (17),  (27)  und  (28) 
in  Kap.  IV 

a  «  cos  j;  +  « w  sin  x^     /3'  =  sin ;;;  (—  m  +  iV) , 
/  =  sin  %  {m  +  i7'),       8'  =  cos  j;  —  in'  sin  % . 

Nach  (29)  in  Kap.  IV  erhalten  wir 

a  +  ^a  =  ««  +  ßy\     ß  +  Jß  =  aß'  +  ßd' 
oder 

^ a  =»  —  a  (1  —  cos x)  +  «an' sin ;u  +  /3  sin ;|r  (w'  +  iV), 
/dß  =  —  /3  (1  —  cos  ;|r)  —  ißn  sin  jr  +  a  sin^  (—  w'+  iV). 

Dividieren  wir  durch  jdt  und  gehen  dann  zur  Grenze  (z^^  =  0) 
über,  so  haben  wir  zu  setzen 

hm  -r:  =  CD,     lim  — r.-  =  4  oj,     lim — =  =  0 

und  erhalten,  wenn  wir  noch  p^To,  g'^w'o,  r  —  n'o}  setzen, 

/3  =  |(ii>-g)a-iir/J,l  ^^ 


(4) 


and  analog 

*  =  i(»i'  — 2)y  — i»>*-, 
Aus  diesen  Gleichungen  ei^ibt  sich  umgekehrt 

p  +  »g  =  2i(ßS-dß),    -p-\.iq^  2i(ay  -  ya), 
r  -  2»(y/3  -  «5)  =  -  2i(^y  -  di). 

Führen   wir   hierin   durch   (19)   in  Kap.  IV   die  Eulerschen 
Winkel  (p,  f,  9*  ein,  so  ergibt  sich 


(5) 
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p^iq^  (^  +  jtj;  sin  d)  e->,     — jp  +  f  g  —  —  (^  -  f>  sin  d)  ^«', 

r  =^  j>  +  p  sind' 
oder 

p^  9"  cos  9  +  t};  sin  «^  sin  9, 

g  =  —  -O"  sin  9  +  ^  sin  -O*  cos  9,  (6) 

Ist  die  Bewegang  in  endlicher  Form  gegeben,  so  sind  9,  ^^  9' 
als  Funktionen  der  Zeit  bekannt.  Dann  liefern  die  vorstehenden 
Gleichungen  die  Komponenten  p^  q,  r  der  momentanen  Rota- 
tion nach  den  im  Körper  festen  Achsen,  ausgedrückt  durch 
ffy  il^,  d"  und  ihre  Derivierten  nach  der  Zeit,  abo  ebenfalls  als 
Funktionen  der  Zeit  t  Es  sind  aber  p,  q,  r  nichts  anderes 
wie  die  Koordinaten  des  Rotationspols  (S  in  dem  gegen  den 
Körper  festen  Koordinatensystem.  Die  Gleichungen  (6)  sind 
also  aufzufassen  als  die  Darstellung  der  Polhodie,  sie 
liefern  die  Koordinaten  der  Punkte  dieser  Kurve  ab  Funk- 
tionen eines  Parameters  t 

Um  auch  die  Darstellung  der  Herpolhodie  zu  finden,  benutzt 
man  am  besten  den  zu  Anfang  dieses  Pan^praphen  bewiesenen 
Satz  und  bestimmt  den  zu  dem  Rotationspol  für  die  inyerse 
Bewegung  bezüglich  0  symmetrischen  Punkt  Die  inverse  Be- 
wegung findet  man,  indem  man  a,  ß,  y,  d  ersetzt  durch 
d,  —  /J,  —  y,  a.  Dies  bedeutet,  daß  man  9,  ^,  9  ersetzt 
durch  —  ^,  —  9,  — •  -O",  und  ersetzt  man  gleichzeitig  p,  q,  r 
durch  —  Pij  —  ffi,  ■— ^ly  so  findet  man  anstatt  (6) 

p^^  9  cos ^  +  9  sin ^  sin ^,  | 

g^  =  ^  sin  ^  —  9  sin  ^  cos  ^, )  (7) 

r^  =-  ^  +  9  sin  '©•;  ) 

Pif  Qif  ^1  ^^^  dann  die  Komponenten  der  momentanen  Rota- 
tion für  die  im  Räume  festen  Achsen,  und  deutet  man  sie  als 
die  auf  diese  Achsen  bezogenen  Koordinaten  des  Rotationspols, 
so  liefern  die  vorstehenden  Gleichungen  die  gesuchte  Dar- 
stellung der  Herpolhodie. 
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8.  Die  Besohlennigiingen.  Für  die  Besclileunigung 
eines  Punktes  P  des  starren  Körpers  finden  wir  aus  der  Grund- 
gleichung  (1)  sofort  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

P  =  QA(P-0)  +  QAP 
-  Q  A  (P-  0)  +  Q  A  [Q  A  (P-  0)1 

Fällt  man  aber  aus  P  das  Lot  PM  auf  die  momentane  Rota- 
tionsachse,  so  daß  Q  x  (jHf  —  P)  «  0  ist,  dann  wird  auf  Ghrund 
Yon  (20)  in  Kap.  I 

Q  A  [Q  A  (P-  0)]  =  Q  A  [Q  A  (P-M)]  -  Q«(Jlf-P). 

Es  ist  aber  Q'»o'y  wenn  cD»modQ  die  Winkelgeschwindig- 
keit der  momentanen  Rotation  bedeutet;  also  wird 

P  -  Q  A  (P-  0)  +  CD«  (Jf -  P).  (8) 

Die  Beschleunigung  setzt  sich  also  zusammen  aus  dem  Vektor 
Q  A  (P—  0),  der  mit  Hufe  des  Vektors  Q  ebenso  gebildet  ist 
wie  die  Geschwindigkeit  mit  Hilfe  des  Vektors  Q,  und  aus 
dem  Vektor  a>*(Jlf— P),  d.h.  dem  mit  dem  Quadrat  der 
Winkelgeschwindigkeit  multiplizierten  Lote  aus  dem  Punkte  P 
auf  die  momentane  Achse. 

Aus  dem  ersten  Auadracke  für  P  folgt  sofort,  da 
PxQAP-0  wird,  daß 

PxP=PxQA(P-0) 

ist.  Da  der  Vektor  P  zu  dem  Vektor  P  ^  0  senkrecht  ist, 
findet  man,  wenn  man  mod (P—0)  —  r  setzt  und  mit  iy  die 
Projektion  von  Q  auf  die  zu  den  Vektoren  P  und  P—O  senk- 
rechte Hichtung  bezeichnet,  fQr  den  Wert  der  rechten  Seite 
in  der  vorstehenden  Gleichung 

denn  dies  ist  das  Volumen  des  durch  die  drei  Vektoren  be- 
stimmten  Parallelepipedon.  Es  wird  aber  P  x  P  durch  cd  ge- 
teilt die  Komponente  der  Beschleunigung  nach  der  Richtung 
von  P,  also  ergibt  sich  für  diese  Tangentialbeschleuni- 
gung der  Wert  r^r,  sie  ist  also  gleich  dem  Produkt  des 
Radiusvektors    OP   mit   der   Projektion   der   Winkel- 
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•  ^^ 

beschleanigung  Q  auf  die  Normale  des  von  dem  Ra- 
diusvektor beschriebenen  Kegels. 

Von  den  Bahnkunren  zweier  verschiedenen  Punkte  des- 
selben Radiusvektors  geht  die  eine  in  die  andere  über  durch 
eine  Ahnlichkeitstransformation  mit  dem  Zentrum  0.  Ihre 
Erümmungsmittelpunkte  müssen  deshalb  wieder  auf  einer  Ge- 
raden durch  0  liegen;  und  wir  wollen  zeigen,  daß  diese  Ge- 
rade senkrecht  zu  den  Normalen  der  Bahnkuryen  ist 

Wir  gehen  zu  dem  Zwecke  aus  von  der  Gleichung  (8)  in 

Kap.  m 

P  =  it  +  -n. 

f 

Da  hier  die  Bewegungsrichtong  senkrecht  ist  zu  dem  Radius- 
vektor OP,  ergibt  sich 

<x(P-O)  =  0, 
es  wird  also 

Px{P-0)''-nxiP-0). 

Aus  der  obenstehenden  Gleichung  (8)  folgt  aber 

Px(P-'0)=-(o^{M^P)x{P^  0). 

Der  Wert  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  gleich 
—  cö*  {M  —  Py,  d.  h.  gleich  —  i?*,  und  somit  ergibt  sich 

Q~nx{0-P),  (9) 

d.  h.  der  Krümmungsradius  ist  die  orthogonale  Pro- 
jektion des  Radiusvektors  OP  auf  die  Bahnnormale. 

4.  FoinBotsohe  Bewegung.  Wenn  bei  der  kontinuier- 
lichen Bewegung  eines  starren  Körpers  um  emen  festen  Punkt 
die  Komponenten  der  momentanen  Rotation  nach  drei  zuein- 
ander senkrechten  und  im  Körper  festen  Achsen  den  Rich- 
tungskosinus einer  im  Räume  festen  Geraden  gegen  diese 
Achsen  proportional  sind^  so  heißt  die  Bewegung  eine  Poin- 
sotsche  Bewegung.*) 

Es  seien  a,  b,  c  die  Richtungskosinus  der  im  Räume  festen 
(invariablen)  Achse^  dann  muß  nach  den  Bedingungen 

1)  Poinaot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation,  Paris  1834,  Journal 
de  Math,  pures  et  appliqu^es  (1)  t.  16  (1861),  p,  79. 
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Äp  =  xa,    Bq  =  xbf     Cr  —  xc  (10) 

werden,  wenn  Ä,  B,  C,  x  Eonstante  bedeuten.  Aus  den  Glei- 
chungen (11)  in  Kap.  V  ergeben  sich  dann  sofort  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung 

Ap^{B-'C)qr,\ 

Bq^{C^A)rpA  (11) 

Cr  ^{A-B)pq,) 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  p^  q,  r 
und  addieren  sie,  so  ergibt  sich 

App  +  Bqq  +  Crr  =  0. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  aber  sofort  integrieren  und  liefert 

Ap^  +  Bq^  +  Cr^  -  Ä,  (12) 

wenn  h  eine  Integrationskonstante  bedeutet.  Andererseits  folgt 
aber  aus  d^  +b^  +  c^  =  1  und  den  Gleichungen  (10)  sofort 

AY  +  S'q^  +  Cr'  «  X«.  (13) 

Die  Gleichungen  (12)  und  (13)  legen  die  Polhodie  der  Be- 
wegung fest  und  es  zeigt  sich,  daß  diese  Polhodie  die  Schnitt- 
kurre  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist.  Für  die  Gleichung 
des  Kegels  F',  der  die  Polhodie  aus  0  projiziert,  ergibt  sich 
aus  (12)  und  (13)  sofort  die  Gleichung 

A{Ah  -  x^p'  +  B{Bh  -  x^)q'  +  C{Ch  -  x«)r«  =  0.     (14) 

Wir  setzen 

-4>i^>C>0 

Yoraus.     Es  wird  dann  nach  (12)  und  (13)  auch 

Ah  -  x'  ^  B{A-B)q'  +  C{A-C)r\ 
also  ist 

Ah-x'>  0, 

wenn  nicht  zu  Anfang  der  Bewegung  q^O^  r  =»  0  ist.    Dann 
wird  Ah  —  x*  =  0,  und  mithin  ist  während  des  ganzen  Ver- 
laufes  der   Bewegung   g  =»  0,  r  =•  0,   der   Körper   dreht   sich 
fortdauernd  um  dieselbe  (permanente)  Rotationsachse. 
Ebenso  ergibt  sich 

CA  -  X«  =  ^(C  -  A)p'  -f  B{C  -B)q\ 
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"•*'"  c*  -  ^  <  0, 

mit  Aufnahme  des  Falles,  wo  p  ^=^0,  g  »  0  ist,  der  Körper 
also  fortdaaemd  am  die  ^- Achse  rotiert. 

Wir  haben  nun  drei  lalle  za  nnterseheiden,  jenachdem 

jBä  —  X*  >  0,  =0  oder  <  0. 

Ist  Bh  —  x'  >  0,  so  ist  der  Schnitt  des  die  Polhodie  proji- 
zierenden Kegels  (14)  mit  der  Ebene  r «  0  eine  Ellipse,  der 

Kegel  schließt  also  die  r-(oder  g-) 
Achse  ein  nnd  die  Polhodie  besteht 
aus  zwei  symmetrischen  Oralen, 
welche  die  5-Achse  nmschliefien. 
Eines  von  diesen  Oralen  wird  von 
dem  Kotationspol  bei  der  Bewegung 
beschrieben. 

Ist  dagegen  Bh  —  x*  <  0,  so  um- 
schließt die  Polhodie  ebenso  die  x- 
Achse. 

Ist  endlich  Bä  — x*s=0,  so  zer- 
fallt der  K^^l  in  zwei  reelle  Ebenen, 
die  sich  in  der  y- Achse  durchschnei- 
den, und  die  Polhodie  zerfallt  in 
zwei  Ellipsen,  die  gegen  die  xy- 
und  yir-Ebene  symmetrisch  liegen. 
Die  beistehende  Figur  veranschaulicht  diese  yerschiedenen 
möglichen  Fälle. 

Legt  man  durch  den  Rotationspol  @  mit  den  Koordinaten 
Pf  q,  r  die  Ebene  senkrecht  zur  invariablen  Achse^  so  ergibt 
sich  aus  den  Gleichungen  (10)  in  Verbindung  (12)  sofort 

öjp  +  ftg  +  cr«—,  (15) 

es  wird  also  die  Gleichung  der  Ebene 

aa;  -f  &y  +  cj?  =  —  • 

Der  Abstand  d  dieser  Ebene  von  0  ist  mithin  konstant  gleich 
h:  Xy  demnach  ist  diese  Ebene  überhaupt  fest  im  Räume,  und 


Fig.  66. 
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in  dieser  invariablen  Ebene  ist  die  Herpolhodie  ent- 
halten. 

Setzt  man  aber  in  die  gefandene  Ebenengleichong  die 
Werte  für  a,  6,  c  ans  (10)  ein,  so  wird  sie 

Apx  +  Bqy  +  Cr/s  =«  h. 

Die  Form  dieser  Gleichnng  zeigt,  daß  die  Ebene  nichts  anderes 
ist  wie  die  Tangentialebene  der  Fläche  (12)  im  momentanen 
Botationspol.  Diese  Fläche  berührt  also  beständig  die  in- 
yariable  Ebene  nnd  dreht  sich  in  jedem  Augenblicke  um  ihren 
Berühmngspnnkt  mit  dieser  Ebene;  das  heißt  aber,  die  Flache 
rollt  auf  der  inyariablen  Ebene,  und  so  zeigt  sich: 

Die  Poinsotsche  Bewegung  läßt  sich  herstellen, 
indem  man  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Mittel- 
punkt festgehalten  wird,  auf  einer  festen  Ebene  rol- 
len läßt. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  läßt  sich  deuten  als 
die  Komponente  der  Rotation  nach  der  inyariablen  Achse,  und 
die  Gleichung  zeigt,  daß  diese  Komponente  konstant  ist.  Wir 
müssen  also  den  yorigen  Satz  so  ergänzen,  daß  wir  sagen: 
Die  Fläche  zweiter  Ordnung  rollt  auf  der  festen 
Ebene  derart,  daß  ihre  Kotationsgeschwindigkeit  par- 
allel zu  dieser  Ebene,  d.  h.  um  eine  zu  der  Ebene 
senkrechte  Achse,  unyerändert  denselben  Wert  behält. 

5.  Allgemeine  Bewegung  eines  starren  Systems. 

Die  allgemeine  momentane  Bewegung  eines  starren  Systems 
ist  einer  momentanen  Schraubenbewegung  äquiyalent  Die 
sukzessiyen  Achsen  dieser  Schraubenbewegung,  wie  sie  aus  den 
sukzessiyen  Lagen  des  Körpers  heryorgehen,  erfüllen  eine  Regel- 
fläche r,  und  andererseits  erfüllen  die  geraden  Linien  in  dem 
Körper,  die  nach  und  nach  die  Achsen  der  momentanen 
Schraubenbewegung  werden,  eine  B^elfläche  r\  Im  Falle  der 
Drehung  um  einen  festen  Punkt  0  reduzieren  sich  diese  Regel- 
flächen auf  zwei  Kegel  mit  der  Spitze  0;  in  dem  Falle,  wo 
die  Bewegung  aller  Punkte  ständig  einer  Ebene  parallel  und 
für   alle   Punkte   einer  Normalen    dieser   Ebene   dieselbe   ist, 
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werden  die  Begelflächen  zwei  Zylinder,  deren  Achsen  zu  der 
Ebene  senkreclit  sind.  Im  allgemeinen  Falle  haben  sie  wie  in 
diesen  besonderen  Fallen  einen  Begelstrahl  gemein,  um  den 
die  momentane  Schraubenbewegung  erfolgt.  Längs  dieses 
Begelstrahles  berühren  sich  die  beiden  Flachen,  denn  durch  die 
unendlich  kleine  Schraubung  geht  ein  benachbarter  Regelstrahl 
der  einen  Flache  in  einen  benachbarten  Kegelstrahl  der  anderen 
Fläche  über.  Die  kontinuierliche  Bewegung  des  starren 
Systems  läßt  sich  also  erzeugen,  indem  man  eine  mit 
dem  System  fest  verbundene  Regelfläche  auf  einer  im 
Räume  festen  Regelfläche  sich  derart  bewegen  läßt, 
daß  sie  diese  Regelfläche  in  jedem  Augenblicke  längs 
eines  Regelstrahles  berührt,  um  den  sie  sich  dreht 
und  an  dem  sie  gleichzeitig  entlang  gleitet.  Eine 
solche  Bewegung  einer  Fläche  auf  einer  anderen  wird  als 
eine  Schrotung  bezeichnet,  und  man  kann  einfach  sagen: 
die  allgemeinste  Bewegung  eines  starren  Systems  läßt 
sich  herstellen,  indem  man  eine  Regelfläche  auf  einer 
anderen  schroten  läßt.^)  Diese  beiden  Flächen  heißen  die 
Achsenflächen  der  Bewegung. 

Übnngsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Die  Gesdimndigheiten  und  Beschleunigungen  der 
Punkte  eines  um  einen  festen  Punkt  sidi  drehenden  starren  Körpers 
analytisch  darzustellen  in  einem  reditwinkligen  Koardinatensifstem, 
ton  dem  der  feste  Punkt  der  Ursprtmg,  die  momentane  Botatiansachse 
die  Z'Aciise  und  die  gemeinsame  Berührungsehene  der  Kegel  Fund  J" 
die  zX'Ebene  ist 

Auflösung.  In  diesem  Koordinatensystem  wird  für  den  be- 
trachteten Augenblick 

j?  «=■  0,     g  -=  0,     r  =  (ö,     femer     g^  «=  0, 

denn  die  Rotationsachse  iia  nächstfolgenden  Augenblick  soll  immer 
noch  in  der  jero;- Ebene  liegen.  Es  wird  weiter  f  =  o},  und  wir  wollen 

1)  Dieser  Satz  ist  zuerst  von  Caucby,  Exercices  de  math.  2  (1827), 
(Euvres  (2)  7,  p.  94,  bemerkt  worden,  deutlich  ausgesprochen  hat  ihn 
Poncelet  1838  in  seinen  Vorlesungen  an  der  Facult^  des  Sciences  zu 
Paris. 
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noch  p  '^  6  setzen.  Dann  finden  wir  aus  den  Gleichungen  (7) 
xind  (13)  des  Y.  Kapitels,  da  hier  i«,  r^w^O  und  die  Funktion 
<p  =  -J-(ö^(ir*  +  y*)  ist, 

i  «  —  wy,     y  =  CDX,     k  ^^  0, 

i  =«  —  cjI^x  —  ©y,     y  —  Idx  —  wV  —  Öxr,     z  =  Oy. 

2.  Aufgabe.  Unter  den  Voratissetzungen  der  vorigen  Aufgabe 
den  Ort  der  PunMe  zu  finden,  für  welche  die  TangentiälbescJUetmigung 
verschwindet. 

Aaflösnng.  Aus  den  in  der  vorigen  Aufgabe  gefundenen 
Gleichungen  läßt  sich  sofort  ableiten,  daß  die  Punkte,  deren  Tan- 
gentialbeschleunigung verschwindet,  fiir  die  also 

•        •* 

P  X  P  =  0     oder     xi  +  yy  +  zz  ^0 

wii-d,  auf  dem  Kegel  liegen,  dessen  Gleichung  lautet 

^{x^  +  y^)  —  0xz-^O. 

Die  Gleichung  ist  erfailt  für  rc  =  0,  |/  =  0,  die  Rotationsachse 
liegt  also  auf  dem  Kegel;  die  Gleichung  ist  femer  erfüllt  für  ^  =  0, 

ir  :  j?  =  Ö  :  w;  die  Achse,  füi-  die  a; ;  y  :  j?  =  jp  :  g  :  f,  d.  h.  die  Be- 
schleunigungsachse  liegt  also  ebenfalls  auf  dem  Kegel.  Eine 
beliebige  Ebene,  die  durch  diese  Achse  geht,  hat  eine  Gleichung  von 
der  Form 

iax  ■\-  ^y  —  Oz  ^  0, 

wobei  fi  willkürlich  bleibt.  Eine  Ebene  durch  die  Rotationsachse, 
d.  h.  durch  die  jt- Achse  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

vjc  —  y  =  0; 

die  beiden  Ebenen  sind  zueinander  rechtwinklig,  wenn  wv  —  fi  «  0 
ist.  Setzen  wir  aber  den  sich  so  ergebenden  Wert  für  fi  in  die  erste 
Ebenengleichung  ein  und  eliminieren  v  aus  den  beiden  Gleichungen, 
so  ergibt  sich  die  vorher  gefundene  Kegelgleichung.  Der  Kegel 
wird  also  erzeugt  durch  die  Paare  zueinander  senkrechter 
Ebenen,  die  man  durch  die  beiden  Achsen,  die  Rotations- 
achse und  die  Beschleunigungsachse,  legen  kann. 

3.  Anfgabe.  Die  Komponenten  p,  q^  r  der  momentanen  Bota- 
tion  um  einen  festen  Punkt  0  durch  die  Bodriguessdien  Parameter 
und  ihre  Derivierten  auszudrücken. 

AuflÖBong.  Wir  wollen  als  Rodriguessche  Parameter  statt 
der  früher  benutzten  Cajlejschen  Parameter  x,  A,  jü,  v  die  folgenden 
Werte  einführen 
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ly-^^tangy,     Jf  »mtangy,     ^— ntang  —  , 

dann  werden  die  Formeln  (30)  des  Kap.  IV  för  die  Zusammensetzung 
zweier  Drehungen 


j  > 


^       1 -X^L,— Jf^Jf,  — i^.AV 

_    N,  +  N,  +  L,M,^M,L, 

Hierin  wollen  wir  jetzt  setzen 

-X, -2f,  —  JV^    fftr     ij,  Jtfj,  lYi, 
L  +  Ldt,  M  +  Mdt,  N  +  Ndt    für    Z„  3f„  JV,, 
dann  wird  zu  setzen  sein 

pdtj  qdt,  rdt    fftr     i,  2f,  iV^. 

Führen  wir  dies  aus  und  beachten,  daß 

1_ 2  » 

l  +  X«  + Jf«+2^""^^^    2 

wird,  so  erhalten  wir 

1)  =  2  cos*  Y  (i  +  NM'-MN), 

q^2  cos*  Y  (ir  +  LN-NL), 

r  -  2  cos*  Y  (JV'+  J»fi  -  iJtf). 

Diese  Formeln  stammen  von  Cajley,  On  the  rotation  of  a 
solid  bodj  round  a  fized  point,  Cambridge  Dublin  Math.  Journal, 
vol.  1  (1846),  pp.  167,  264,  auch  Mathem.  Papers,  vol.  1,  p,  237. 

4.  Aufgabe«  ünier  den  gleichen  Voraussetzungen  die  Punkte 
zu  finden,  deren  Beschleunigung  ncLch  dem  festen  Punkte  0  hin  ge^ 
richtet  ist. 

Auflösung.    Für  die  gesuchten  Punkte  muß 

sein.  Der  Faktor  k  ist  hierbei  zu  bestimmen,  indem  man  diese  Werte 
von  X,  1^,  *i  in  die  Gleichungen  der  1.  Aufgabe  einsetzt,  die  so 

(a)*  +  A)a;  +  wy  =  0,    -  100;  + (©*  + A)y +  0«^— 0,    Öy  — Aje«=0 
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werden,  und  aus  ihnen  dann  x,  y,  z  eliminiert.  So  erhält  man  aber 
ohne  Schwierigkeit 

oder 

}?  +  2cö»A*  +  (w*  +  «'  +  0*) A  +  cö^Ö«  «  0 

d.  h.  eine  Gleichung  dritten  Grades  für  A,  die  mindestens  einen  und 
höchstens  drei  Werte  für  X  liefert.  Jedem  Werte  iL  entsprechend  er- 
hält man  aber  aus  zweien  der  drei  Gleichungen,  aus  denen  die  Glei- 
chung für  X  abgeleitet  wurde,  bestimmte  Werte  für  die  Verhältnisse 
Ton  x^  y,  z.  Man  findet  also  mindestens  eine  und  höchstens  drei  Ge- 
rade durch  0,  deren  Punkte  die  verlangte  Eig'enschäft  haben. 

6.  Aufgabe.  Die  Schar  der  Flächen  zu  bestimmen,  welche  van 
den  Punkten  mit  gleich  großer  BescJileunigung  erfüllt  werden, 

Auflösung.  Soll  die  Beschleunigung  den  konstanten  Wert  c 
haben,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  der  ersten  Aufgabe,  da 

x^  +  y^  +  'P  ^  c*j 
werden  muß,  sofort 

(w^rc  +  ioyf  +  {iüx  -  w^y  -  dz)^  +  Ö^'  -  c\ 

Die  gesuchten  Flächen  bilden  also  eine  Schar  koaxialer  und  ähn- 
licher Ellipsoide. 

6.  Aufgabe.  Den  folgenden  Satz  zu  beweisen:  Setzt  man  eine 
Painsotsche  Bewegung  mit  einer  gleichförmigen  Dreliung  um  die  in- 
variable  Achse  zusammen,  so  ist  die  resultierende  Bewegung  wieder 
eine  Poinsotsche  Bewegung,  deren  Grundfläche  zu  der  Grundfläche  der 
ursprünglichen  Bewegung  konfokal  ist. 

Auflösung.  Ist  (Oq  die  konstante  Winkelgeschwindigkeit  der 
hinzukommenden  Drehung,  so  werden  ihre  Komponenten 

und  an  Stelle  der  Gleichungen  (10)  erhält  man  für  die  Komponenten 
p'  ^=^  p  -{•  Pq,  3'  ■■  5^  +  Q'o»  **'  ™  *■  +  '"o  ^^^  resultierenden  Rotation 

*--«-(i+?).  «■-»(i+?).  '■=-(b+':')- 

Diese  Gleichungen  sind  von  derselben  Form  wie  die  Gleichungen  (10), 

nur  sind 

1      1      1      j      ,       1    ,   eoo      1     ,   ©0      1        (»0 

J'B'Ö    ^'"•«'»^    Z  +  T'F  +  ^'C+V 

'ersetzt.  Die  Bewegung  ist  also  ebenfalls  eine  Poinsotsche  Bewegung. 
Die  Gleichung  der  Grundfläche  sei  für  diese 

Ä'p^  +  B'q'*+C'r^^h\ 
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Dann  haben  wir 

1_1_J ^_i l_??o 

A'       ~A^  B"  B  ^  C        C  "  T 

zu  setzen  und  finden  aus  den  Gleichungen  für  p\  q\  r\  daB  /i'  = 
h  H-  ^Q^  wird.  Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  aber  in  der 
Tat,  daß  die  beiden  Grundflächen  konfokal  sind.  Vgl.  Sylvester, 
Philosophical  Transactions,  vol.  156  (1866). 

7.  Aufgabe.  Zu  beweisen,  daß  hei  einer  Poinsoischen  Betvegung^ 
jede  zur  Grundfläche  kcneyklisdie  Flädte  auf  einer  Boiationsfläche 
rollt,  deren  Achse  die  invariable  Linie  ist 

Aiiflöstuig.  Eine  zur  Grundfläche  konzyklische  Fläche  hat 
eine  Gleichung  von  der  Form 

(A  -  A)x«  +  {B-  k)y^  +  {C-X)i^  =  h.  (a) 

Ihr  Schnittpunkt  S  mit  der  momentanen  Rotationsachse  hat  die 
Koordinaten 

x-^  HP,     y  =  |itg,     z^  (ir, 
wobei 

2 Ä 

wird  ((o*  =  !>*  +  5*  +  r*) .  Beziehen  wir  diesen  Punkt  S  auf  ein  festes 
Koordinatensystem,  dessen  ;e;- Achse  in  die  invariable  Linie  f^Ut,  und 
nennen  x^,  Pi,  z^  seine  Koordinaten,  so  wird,  da  dann  r^«»  d  »  ^  : x  ist^ 

^1  =  —  I*»     ^1*  +  yi*  +  ^1^  ^  I**»*» 
woraus  durch  Elimination  von  co 

i  (^'  +  yi*)  +  (i  -  t)  'i*  -  -  '•  (<*> 

folgt.  Die  Tangentialebene  der  Fläche  (a)  im  Punkte  8  hat  die 
Gleichung 

(A  -  k)px  +  (B-^k)gy  +  {C -  k)rz  ^j- 

um  diese  Gleichung  auf  die  festen  Achsen  zu  beziehen,  beachte 
man,  daß 

Apx  +  Bqy  +  Crz  =  x  (ax  +  by  +  cz)  =»  %z^, 
pJi>  +  qy  +  'rz=^p^Xi+  gi3/i+  r^z^ 

wird,  also  erhalten  wir  für  die  Ebenengleichung 
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oder  da  f\j  die  Komponente  der  Rotation  nach  der  invariabeln  Achse^ 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene  von  (ß)  in  dem- 
selben Punkte  S,  Also  berühren  die  beiden  Fl&chen  sich  in  dem 
Punkte  5,  um  den  sich  die  Grundfläche  dreht,  und  diese  rollt  ohne 
zu  gleiten  auf  der  Rotationsfläche,  w.  z.  b.  w.  Die  Rotationsfläche 
wird  ein  Zylinder,  wenn  k  =  x*/Ä. 

Vgl.  Siacci,  Collectanea  mathematica  in  memoriam  D.  Chelini^ 
Milano  1881;  Gebbia,  Memorie  dell'Accademia  dei  Lincei,  Roma,. 
(4)  vol.  1  (1885),  p.  326. 

8.  Aufgabe.  Bei  einer  Poinsoisdien  Betcegung  die  Winkel-- 
geschmndigkeit  (o  als  Funktion  der  Zeit  auszudrücken. 

Auflösung.    Es  folgt  aus  (o^  ^  p^  +  q^  +  r* 

ww=jpi>  +  qk  +  rr, 
also  nach  (ll) 

*B-C    ,   C-'Ä   ,   A—B\ 

_  ^  {B^C){C^Ä)iÄ^B) 
—  ABC  ^^ 

Berechnen  wir  aber  aus  den  drei  Gleichungen 

p*+   «*  +   »•«  -  »«, 

Äp*+   Bq*+    Cr^-'h, 
Ä*p*  +  JB»3»  +  Cr»  =  x>, 
der  Reihe  nach  p*,  3*,  r*,  so  finden  wir 

*■*  ~  (C -  ^)  (C  -  jB)  (®* ""  ^^' 


(ÖGD  "—  I - 


wenn  wir  setzen 


"   —  BC  ' 

P C3 ' 
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Es  hat,  wie  man  leicht  verifiziert,  «*— y*  das  Vorzeichen  Ton  Bh — x*, 
denn  es  ergibt  sich 

Femer  zeigen  die  Formeln  für  p^,q\r\  daß  w^— a*>0,  w*— /3*<0, 
«0*  —  y*  >  0  wird. 

Setzen  wir  die  Werte  für  |>,  9,  r  ein,  so  ergibt  sich  die  Formel  für  09 


Daraus  findet  man  durch  eine  Quadratur  0  als  Funktion  der  Zeit, 
und  hierauf  j>,  q,  r  als  einfache  Funktionen  von  00',  und  zwar  werden 
sie  elliptische  Funktionen  der  Zeit,  da  ja 

wird.  Man  vgl.  Euler,  Theoria  motus  corporum  rigidonmi,  p.  299; 
Lag  ränge,  Mecanique  analjtique,  (Euvres  completes,  1  12,  p.  234; 
Jacobi,  Ges.  Werke,  Bd.  2,  S.  289,  468. 

9.  Aufgabe.    Bei  der  Poinsotschen  Bewegung  die  Differential'' 
gleichung  der  Herpolhodie  zu  finden. 

Auflösung.    Wir  setzen 

h  =-  2>*S     x>  =  2>M«; 

aus  den  Ungleichungen  Äh  —  x*  >  0,  Ch  —  x*  <  0  folgt  dann 

^  — 2>>0,     C  — 2)<0. 

Wir  wollen  noch  das  „Trägheitsellipsoid^^ 

Äx^  +  By*  +Cz^^l 

einführen,  das  zu  dem  Poinsotschen  EUipsoid  konzentrisch  imd  homo- 
thetisoh  ist.  Wir  betrachten  den  Punkt  Jß,  in  dem  der  Radius- 
vektor Od  des  Rotationspols  S  das  Trägheitsellipsoid  schneidet. 
Dieser  Punkt  hat  die  Koordinaten 

yh     sy^'  ^    ays'   ^^syii' 

Schneiden  wir  im  Punkte  Q  die  invariable  Linie  durch  die  im 
Punkte  B  an  das  Trägheitsellipsoid  gelegte  Tangentialebene,  so  wird^ 
da  der  entsprechende  Abschnitt  für  die  Tangentialebene  des  Poinsot- 
schen Ellipsoides  im  Punkte  S  d  =»  -       ist. 
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Auf  dieser  invariablen  Linie  stehen  aber  die  beiden  parallelen  Tan- 
gentialebenen senkrecht,  also  wird  QB  ±  OQ,  OB*  -»  OQ*  +  QB* 
und  wenn  wir  die  Länge  BQ  mit  q  bezeichnen,  ergibt  sich 

andererseits  wird 

Uli  ^x  -f-y  -t  z  ^        ^tj)  gtj) , 

somit  erhalten  wir 

Wir  berechnen  nun  die  in  der  vorigen  Aufgabe  benutzten  Aus- 
drücke: 

-*»D(9«-o), 
und  analog 

ß,«  -  (3«  =  d«D  (^«  -  b),      &«  -  /  «  *»i>  (^«  -  c), 
wobei  wir 

n         (B^D)(C^D)      . (C-DK^-vBO (^-i))(B-J>) 

setzen.    Also  werden  die  Formeln  für  p*,  q\  r*  der  vorigen  Aufgabe 

Dabeiist  b>0,  a  — b«     T     (»"  ~  t)  "^  ^'  *^®^  tt<6,  femer 

folgt  aus  den  Gleichungen  für  p*  und  r*  unmittelbar,  daß  q*  —  ^  ^  0 
und  ^*  —  b  ^  0  ist.  Da  ^  aber  der  Radiusvektor  der  Herpolhodie- 
punkte  wird,  zeigt  sich,  wenn  B>  Dj  also  a  >  0  ist,  daß  die  Her- 

polhodie  zwischen  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  Ya  und  )/b  verlftufL 
Setzen  wir  nun  in  dem  Resultat  der  vorigen  Aufgabe  die  vor- 
stehend angegebenen  Werte  von  «*  —  «',  od*  —  (3*,  ©'  —  y*  ein  und 
beachten,  daß  aus  a*  »  ö*{Dff*  +  l) 
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folgt,  so  erhalten  wir  unmittelbar  die  Differentialgleichung 


^p  -  d  Vi)  ■  Via  -  9»)  (b  -  9«)  (c  -  Q*) . 

Es  wird  also  ^  =  0,  sowie  ^*  ==  a  oder  ^^  =  b  ist.  Dies  aber 
sind  die  äußersten  Werte,  zwischen  denen,  wie  wir  sahen,  q*  schwankt. 
So  zeigt  sich,  daß  die  bei  dem  Rollen  des  TrägheitselUpsoides  auf 
der  zur  invariablen  Ebene  parallelen  Ebene  entstehende  Herpolhodie 
die  zwei  konzentrischen  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  Q  und  den 

Badien  Ya  und  yi,  zwischen  denen  sie  verläuft,  abwechselnd 
berührt. 

Führen  wir  nun  den  Rotations vektor  Q  =  P  —  0  ein,  so  folgt 
aus  Q«  =  (P  -  Oy  sofort 

QxQ-=(P-0)xP-=Ä(i?—  0)x-B. 

Bezeichnen  wir  mit  Jß  einen  auf  der  invariablen  Ebene  senkrechten 
Einheitsvektor,  so  wird  weiter 

wenn  wir  mit  6  den  Winkel  bezeichnen,  den  der  Radiusvektor  B  —  Q 
mit  einer  festen  Richtung  in  der  Ebene  bildet.  Es  sind  nun  Ap^ 
Bq^Cr  die  Komponenten  des  Vektors  xXß,  p^  ^,  r  die  des  Vektors  Q, 
also  werden  die  Komponenten  des  Vektors  Je  A  Q  der  Reihe  nach 

—  (5  —  (7)  (2 r,  —{C  —  Ä)  rp^  —  (J.  —  B)pq^  und  multiplizieren 

mm  ^  Ä 

l     • 

wir  diesen  Vektor  skalar  mit  dem  Vektor  -i-  ^»  ®^  finden  wir  nach  (11) 

hierfür  aber  läßt  sich  schreiben 

{Ah-7L^A*p*  +  (Bh  —  x«)  Jg'g«  +  {Ch  —  x«)  Cr' 

ABCxh  ' 

was  man  sofort  bestätigen  kann,  wenn  man  für  h  und  x^  die  Werte 
aus  (12)  und  (13)  einsetzt.    Führt  man  nun  ein 

xh  -  ^»D«,     Ah  -  X»  =  dD\A  -  D)     usw. 

und  die  oben  angegebenen  Werte  für  p^^  3*,  r*,  so  wird  der  vor- 
stehende Ausdruck 


Übongsbeispiele. 


179 


und  demnach  erhalten  wir 


(f'^-'die'  +  E), 


wenn  wir  beachten,  daß 


dt 


B{B—D) 


+ 


C{C—D) 


(A—B)(Ä—C)  ^  {B—C^iB—Ä)  ^  {C—Ä){C'-B) 

wird,  und 

Ä{A--J>)a B(B'^D)b  _  _       C(C-D)c  _ 

{A^B){Ä  —  C)       (B  —  C)(B  —  A)       (0  —  A)  (C  -"if) 

(^  — X))(J8  — I>)(C— D) 


setzen.    Führen  wir  ein  d^ 


ABCB 


=  E 


und  nehmen  für  qq  den   oben- 


stehenden Wert,  so  finden  wir  endlich 

{9^  +  E)dQ 


dB^ 


9VS"-y(a-p*)(b-9«)(c-9') 

Dies  ist  die  gesuchte  Diffe- 
Tentialgleichung  der  Her- 
polhodie.  Die  Kurve  legt 
sich  in  kongruenten,  sym- 
metrischen Schlingen  um 
den  Kreis  mit  dem  Radius 

ya  innerhalh  des  Kreises 

mit  dem  Radius}^  herum, 
wie  es  die  nebenstehende 
Figur  zeigt. 

Die  Oleichung 

lehrt,  daß  die  Winkelge- 

schwindigkeit  0  nie  ver- 
schwindet, nie  ihr  Zeichen 
wechselt  und  eine  einfache  Funktion  von  q'^  ist. 
Im  Falle  Bh  —  x*  -=  0  wird  B  ^  D,  a  - 
also  die  obige  Gleichung 

de ^^-=. 

Durch  Integration  folgt  hieraus 


Flg.  e7. 


0,  c  =  0,  E^O, 


12* 


180    Kap.  Vn.  Kontinuierliche  Bewegang  eines  rftuml.  starren  Systems. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Poinsotschen  Spirale.  Vgl.  Loria, 
Spezielle  ebene  Kurven,  24.  Kapitel. 

10.  Aufgabe.  Die  Wendepunkte  der  Herpolhodie  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Wir  setzen 

Ä— 0-Q  AQ; 

in  den  Wendepunkten  ist  die  ganze  Beschleunigung  tangential,  altio 
besteht  hier  eine  Gleichung  von  der  Form 

und  es  wird 

fif  -  Ö  A  Q  -  aÖ  A  Q  =  a(5  -  0), 

die  Geschwindigkeit  von  8  ist  also,  wenn  sie  nicht  verschwindet, 
nach  0  hin  gerichtet.     Nun  sind  die  Koordinaten  von  8  im  Körper 

^^AD6^{p-A)p,     7i^BDd\D-B)q,     t^CDd\D-C)r, 

Die  Komponente  der  Geschwindigkeit  von  S  nach  der  |}- Achse  wird  also. 

Dö^  {Ä^p  +  (C*  -  B^qr) 

oder  nach  (ll) 

=  I)6\B-CI)(B+  C  —  Ä)qr, 

und  dies  soll  zu  |  proportional  sein.  Wir  müssen  also  haben 

Ä(Ä-:-D)p*  B{B-'D)q^ C(C'-D)r^ 

{B  —  OiB  +  C—A) ""  (C-'AJlC  +  A'^B)  ^  {A-^B)iA+B  —  C)' 

Nehmen  wir  nun  -4  >  5  >  C  an,  so  wird  auch,  wie  wir  schon  ge- 
sehen haben,  A>D>C.  Der  Koeffizient  von  r*  in  der  vorstehenden 
Doppelgleichuug  wird  also  negativ,  und  soll  die  Doppelgleichung 
sich  für  reelle  Werte  von  p<,  q,r  erfüllen  lassen,  so  müssen  auch  die 
Koeffizienten  von  p^  und  q^  negativ  sein,  es  muß  also 

B+C<A,     B<D 

werden:  wenn  die  Herpolhodie  Wendepunkte  besitzt,  so 
müssen  die  vorstehenden  beiden  Ungleichheiten  erfüllt 
sein.  Vgl.  W.  Heß,  Das  Rollen  einer  Fläche  zweiten  Grades  auf 
einer  invariablen  Ebene,  Diss.  München  1881;  Mannoury,  Nouvelle 
demonstration  sur  les  points  d'inflexion  de  Therpolhodie,  Bulletin  des 
Sciences  Math.  (2)  tome  19  (1895),  p.  282;  Lecornu,"  Sur  Ther- 
polbodie,  Bulletin  de  la  Societe  mathem.  de  France,  t.  34  (1900),  p.  40. 
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11.  Aufgabe.  Die  Poinsotsdie  Bewegimg  zu  tmtersuchen,  wenn 
anfäfiglich  die  Botationsachse  sehr  nahe  hei  einer  Hauptachse  liegt, 

Auflösnng.  Die  Voraussetziixig  der  Aufgabe  bedeutet,  daß 
anfänglich  zwei  der  drei  Rotationskomponenien  sehr  klein  sind. 
Seien  zunächst  g,  r  sehr  klein,  so  können  wir  in  den  Eulerschen 
Gleichungen  (11)  das  Produkt  qr  yemachlässigen,  und  die  erste  liefei*t 
dann  p  =  Pq,  wenn  Pq  der  Anfangswert  ist.  Demnach  folgt  aus  den 
andern  beiden 

3  =  -     ^    Po^ ß^ Po  «  =*  —  **  «> 

und  durch  Integration 

q  ^^  Qq  cos nt  -\ q^sinnt^ 

wenn   q^  den  Anfangswert  von  q  und  ^q  den  Anfangswert  seiner 
Änderangsgeschwindigkeit  bezeichnet.    Also  wird 


9£V%*  +  hio' 


Q ^ 

und  bleibt  somit,  da  nach  der  Voraussetzung  q^  und  q^  =  — ^ — p^r^ 

sehr  klein  sind,  andauernd  sehr  klein.    Das  Gleiche  gilt  von  r. 

Ebenso  läßt  sich  der  Fall  behaudeln,  wo  p  und  q  anfänglich 
sehr  klein  sind.  Es  ergibt  sich  hierbei  ein  analoges  Resultat  und  so 
zeigt  sich:  Die  Drehbewegung  ist  stabil  um  die  große  und  die  kleine 
Achse  des  Poinsotschen  EUipsoids  oder  des  ihm  ähnlichen  Träg- 
heitsellipsoids. 

Bei  der  mittleren  Achse  ergibt  sich  aber  unter  analogen  Voraus- 
Setzungen  (A-B)iB-C)     , 

und  das  Integral  dieser  Gleichung  ist  von  der  Form 

p  ^  cc^^  +  ße-'^K 

Hier  würde  p  (und  analog  r)  mit  der  Zeit  beständig  wachsen;  die 
Drehbewegung  ist  also  instabil  (Poisson,  Traite  de  Mecanique, 
vol.  2,  p.  155). 

12.  Aufgabe.  Die  zwei  besonderen  Fälle  der  Poinsotschen  Be- 
wegung zu  behandeln:  erstens  wo  Bh  —  x*  =«  0  mrd,  zweitens 
wo  A^^  B  wird, 

Auflösung.    Im  Falle  Bh  —  x^  =«  0  wird 

A  (Ah  -  TfTjp^  +  C{Ch  -  X*)  r«  -  0, 

woraus  eine  Gleichheit  von  der  Form 

r  =  ap 
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resultiert,  und  (12)  oder  (13)  liefert  dann  noch  eine  Gleichheit  von 
der  Form 

Demnach  nimmt  die  erste  Gleichung  (11)  die  Form  an 

oder 


r«'  -  tJ' 


Mit  Hilfe  der  Substitution 


pVe'-p* 


(£o{  V 


erhalten  wir  hieraus 

wenn  t  eine  Konstante  bedeutet.    Die  Quadraturen  sind  also  durch 
elementare  Funktionen  ausfOhrbar. 


Fig   68. 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


Fig.  71. 


Im  Falle  Ä  =  B  wird  das  Poinsotsche  Ellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid, der  Kegel  (14),  der  die  Polhodie  projiziert,  wird  ein  Rota- 
tionskegel, und  beim  Rollen  des  EUipsoides  auf  der  invariablen  Ebene 
rollt  der  Polhodiekegel  auf  einem  anderen  Rotationskegel,  der  die 
Herpolhodie  projiziert.  Diese  Herpolhodie  ist  ein  Kreis.  Die  ver- 
schiedeneD  möglichen  Fälle  sind  aus  den  obenstehenden  Figuren  zu 
ersehen. 
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13.  Aufgabe.  Welches  sind  die  Formeln  für  die  Geschmndig- 
keit  und  die  Beschleunigung  eines  Punktes  P  bn  der  aUgemfinen  Be- 
wegung eines  starren  Systems,  wenn  die  e- Achse  in  die  Achse  der 
momentanen  Schraubung  gelegt  wird  und  die  x- Achse  in  die  Linie 
des  kürzesten  Abstandes  zwisdien  der  Achse  dieser  Schraubung  und 
der  Achse  der  momentanen  Schrauhung  in  einem  unendlich  benach- 
barten Augenblicke  fällt? 

Auflösting.    Es  wird  hier 

jp  »  0,  9  »  0,  r  »  cd;     «  =  0,  t;  =»  0,  m:  ««  t. 

Da  ferner  die  Komponenten  der  Derivierten  der  Winkelgeschwindig- 
keit nach  Ablauf  der  Zeit  dt  gleich  pdt,  qdt,  r-\-rdt  werden  und  die 
Schraubungsachse  der  ^^-£bene  parallel  bleiben  soll,  so  muß  auch 
^«0  sein;  femer  ergibt  sich  ü«0.  Damit  werden  die  Gleichungen 
(7)  und  (13)  des  V.  Kapitels 


. 


X  =  qz  —  ry  --  w^a:,     y  =  v  +  fa?  —  w^y,     z  ^^  ic  —  qx^ 

wobei  noch  f  =  »  gesetzt  werden  kann. 

14.  Aufgabe.  Unter  den  Voraussetzungen  der  vorigen  Aufgabe 
zu  zeigen,  daß  ein  Beschleunigimgspol  A  existiert,  für  den  die  Be- 
schleunigung verschwindet,  und  daß  die  Punkte,  für  welche  die  Be- 
seMeunigung  denselben  Wert  annimmt,  eine  Sdtar  homothetischer  EUip- 
soide  erfüllen,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Beschleunigwngspul  A 
ist,  während  die  I^uhkte  mit  verscJi  windender  TangenHalbeschleunigung 
eine  durch  den  Beschleunigungspol  A  gehende  Fläche  zweiter  Ordnimg 
und  die  Punkte  mit  verschwindender  Normalbeschleunigung  eine  eben- 
falls durch  A  gehende  Raumkurve  dritter  Ordnung  erfüllen. 

Auflösung.  Die  Schar  der  ähnlichen  Ellipsoide  wird  gegeben 
durch  die  Gleichung 

x'  +  y'  +  P  =  x^ 

oder 

(qz  —  ry  —  oa^xy  +  (i  +  ix  —  (o^yY  +  («^  —  qxY  =  x^, 

Ihr  gemeinsamer  Mittelpunkt  wird  gefunden,  indem  man  die  drei 

Klammem  auf  der  linken  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  gleich 

Null  setzt.    Daraus  ergibt  sich  für  die  Koordinaten  Xq,  f/Q,  Zq  dieses 

Punktes 

w  qv-^-rw  r  (gi;  +  rtr)  +  CO*«? 

Diese  Werte  sind  eindeutig  bestimmt,  solange  weder  cd  noch  q  ver- 
schwindet, die  momentane  Schraubung  also  nicht  in  eine  Translation 
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ausartet   und    die  Scbraubenachse    zu   der  unendlich  benachbarten 
Bchraubenachse  nicht  parallel  ist. 

Verschwindet  die  Tangentialbeschleunigung  eines  Punktes,  ist 
also  XX  +  yp  +  ze  ^  0  ^  so  ergibt  sich 

(of(x^  +  y*)  —  (oqyz  +  (ac  —  Tq)x  +  tip  =  0. 

Kreisschnitte  dieser  Fl&che  ergeben  sich  für  alle  Ebenen  z  »  konst., 
d.  h.  fOr  alle  zur  momentanen  Schraubenachse  senkrechte  Ebenen. 
Verschwindet  die  Normalbeschleunigung,  so  wird 


•  • 


X :y : z  ^  X : y  :  z 

oder 

{a*x-^iy — qz h-{-rx  —  to-y tc — qx       ,,  x 

Diese  Doppelgleichung  stellt  eine  Raumkurve  dritter  Ordnung  dar. 

16.  Aufgabe.  Zu  zeigen^  daß  auf  einer  hdiebigen  Geraden  ein 
Punkt  liegt,  für  den  die  Beschleunigung  senkrecht  zu  der  Geraden 
gerichtet  ist, 

Auflösung.  Sind  or,  ß^  ^,  A,  ft,  v  die  Koordinaten  der  Geraden, 
so  fordert  die  gestellte  Bedingung,  daß 

ax  -\'  py  -\-  yz  ^^0 

wird.    Diese  Gleichung  geht  aber  über  in 

a)*(ax  +  §y)  —  wy  +  q{az  —  yx)  +  r{px  —  ay) 

«=  wy  +  gf*  +  fi/  =  d, 

wobei  6  eine  Konstante  ist.  So  ergibt  sich  die  Gleichung  einer  zu 
der  Achse  der  momentanen  Schraubung  parallelen  Ebene,  welche 
den  gesuchten  Punkt  aus  der  Geraden  ausschneidet. 


ZWEITER  TEIL 


STATIK 


Erstes  Kapitel. 

Znsammensetziuig  der  Kräfte. 

1.  Oegenatand  der  Statik.  Wie  die  Kinematik  auf 
dem  Begriff  der  Bewegung,  so  ist  die  Statik  auf  dem  Begriff 
der  Kraft  aufgebaut.  Der  Begriff  der  Kraft  entstammt  wie 
der  Begriff  der  Bewegung  der  Erfahrung  des  täglichen  Lebens. 
Was  aber  den  Begriff  der  Kraft  Ton  dem  Begriffe  der  Be- 
wegung unterscheidet,  ist,  daß  er  nicht  unmittelbar  Gegenstand 
der  mathematischen  Beschreibung  werden  kann,  sondern  daß 
hierzu  eine  weitergehende  Abstraktion  notwendig  ist.  Wir  reden 
von  der  Kraft  eines  Menschen  oder  eines  Tieres  und  beurteilen 
sie  in  der  Regel  nach  einer  mechanischen  Arbeitsleistung,  d.  h. 
nach  der  Herstellung,  Aufrechterhaltung  oder  Zerstörung  einer 
Bewegung.  Den  Maßstab  f£lr  diese  Beurteilung  liefert  uns  das 
Gef&hl  der  Muskelanspannung  bei  dem  Versuch,  selbst  eine 
ähnliche  Arbeit  auszuführen,  und  die  Wahrnehmung  gewisser 
Grenzen,  über  die  hinaus  uns  die  Ausführung  der  Arbeit  selbst 
bei  der  stärksten  Anspannung  unmöglich  ist.  Die  Vorstel- 
lungen, zu  welchen  das  Gefühl  einer  eigenen  Anstrengung  An- 
laß gibt,  dehnen  wir  nicht  nur  auf  alle  lebenden  Wesen,  son- 
dern auch  auf  leblose  Dinge  aus.  Da  wir  das  Gefühl  eines 
Druckes  haben,  wenn  wir  eine  Bleikugel  in  der  Hand  halten, 
reden  wir  auch  von  einem  Drucke,  wenn  die  Bleikugel  auf 
einem  Tisch  liegt,  und  schreiben  dem  Tisch  eine  Kraft  zu, 
▼ermöge  deren  er  die  Kugel  am  Fallen  verhindert.  In  der 
gleichen  Weise  haben  wir  das  Gefühl  eines  Zuges,  wenn  wir 
eine  Last  am  hängenden  Arm  tragen,  und  reden  auch  von 
einem  Zuge,  wenn  dieselbe  Last  an  einem  Seile  hängt,  genau 
so  als  ob  das  Seil  unser  oder  eines  anderen  Menschen  Arm 
wäre.  Diese  Eindeutung  menschlicher  Empfindungen  in  leb- 
lose Dinge   hat,   so   unberechtigt  und   unwissenschaftlich   sie 
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scheinen  mag,  nichtsdestoweniger  den  Anstoß  zur  Entwicklung 
der  Mechanik  gegeben  und  ist  fär  die  lebendige  Erfassung 
technischer  Aufgaben  nicht  ohne  Wert. 

Eine  exakte  Definition  des  so  entstandenen  Eraftbegriffes 
scheint  aber  unmöglich.  Er  ist  nicht  einmal  einheitlich.  Viel- 
mehr zerfällt  er  von  Anfang  an  in  zwei  verschiedene  Arten. 
Auf  der  einen  Seite  bedeutet  er  nämlich  ein  Maß  ftir  die 
Arbeitsfähigkeit,  die  eine  Person  oder  im  übertragenen  Sinne 
auch  ein  Komplex  lebloser  Dinge  (wie  z.  B.  eine  Dampf- 
maschine) besitzt.  Auf  der  anderen  Seite  aber  bezieht  er  sich 
auf  die  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin,  zur  Erzielung 
oines  bestimmten  Zweckes,  aufgewendete  Anstrengung.  Mit 
der  letzteren  Kraftart  allein  haben  wir  es  hier  zu  tun. 

Die  Statik  beschäftigt  sich  indes  mit  diesen  Kräften  nicht 
im  allgemeinsten  Sinne,  sie  untersucht  vielmehr  die  Kräfte  nur 
insoweit  ihre  sichtbare  Wirkung  verschwindet,  d.  h.  sie  be- 
trachtet diejenige  Beziehung  zwischen  den  Kräften,  die  man  als 
ihr  Oleichgewicht  bezeichnet.^)  Sie  beruht  als  eine  mathe- 
matische Wissenschaft  darauf,  daß  die  verschiedenen  Sätze,  die 
man  über  das  Oleichgewicht  der  Kräfte  auf  Orund  bestimmter 
Erfahrungen  ausspricht,  nicht  alle  logisch  voneinander  unab- 
hängig sind,  vielmehr  sich  alle  als  denknotwendige  Folgen  ge- 
wisser grundlegender  Sätze  erweisen,  welche  wir  genau  wie 
in  der  Geometrie  als  Axiome  bezeichnen. 

Die  Statik  ist  also  eine  axiomatische  Wissenschaft.  Die 
Dinge,  über  die  sie  ihre  Aussagen  macht  und  die  nicht  definiert, 
sondern  außer  durch  gewisse  Merkmale  nur  durch  bestimmte 
grundlegende  Aussagen  charakterisiert  werden,  sind  die  Kräfte, 
und  die  Beziehimg,  die  sich  in  den  einzelnen  Aussagen  aus- 
drückt, ist  das  Oleichgewicht  der  Kräfte.   Eine  vollendete  Dar- 


1)  Unter  den  neueren  Lehrbüchern  vgl.  man  insbesondere  aufier 
dem  ersten  Bande  von  Appell,  Tratte  de  M^canique  rationnelle;  E.  J. 
Routh,  A  Treatise  on  analytical  Statics,  vol.  l,  Cambridge  1896;  Min- 
chin,  A  Treatise  on  Statics  with  Applications  to  Physics,  vol.  1  (5.  ed.), 
Oxford  1896,  vol.  2  (4.  ed.),  1889;  Thomson  und  Tait,  Treatise  on 
natural  Philosophy,  pari.  2,  chap.  7  (3.  ed.),  1896. 
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Stellung  der  Statik  in  diesem  Sinne  hat  von  den  zugrunde  ge- 
legten Aussagen,  den  Axiomen,  erstens  zu  beweisen,  daß  sie 
Toneinander  logisch  unabhängig  sind,  und  zweitens,  daß  sie 
hinreichen,  um  aus  ihnen  alle  anderen  Sätze  durch  rein  logische 
Deduktion  zu  gewinnen.  Das  letztere  geschieht  durch  die  Aus- 
führung der  Statik  selbst. 

Wenn  wir  hier  die  volle  Strenge,  namentlich  im  ersten 
Punkte,  nicht  erreichen,  so  muß  dies  durch  die  geforderte  Kürze 
der  Darstellung  entschuldigt  werden.  Viele  Autoren  suchen  über- 
haupt eine  solche  axiomatische  Darstellung  zu  yermeiden,  indem 
flie  die  Betrachtung  des  Zusammenhanges  zwischen  Kraft  und 
Bewegung  yoranstellen  und  die  Kraft  direkt  aus  der  Bewegung 
definieren.^)  Wenn  sich  aber  die  Darstellung  der  historischen 
Entwicklung  anschmiegen  und  möglichst  yom  Einfachen  zum 
Verwickelten  aufsteigen  soll,  so  empfiehlt  sich  der  hier  ge- 
wählte Weg.  Denkt  man  auch  an  die  Bedürfiiisse  der  Technik, 
so  ist  der  Begriff  der  Kraft  als  ein  ursprünglicher,  grund- 
legender Begriff  nicht  zu  entbehren,  und  die  Disziplin,  die 
allein  den  Kraftbegriff  verwendet,  ist  derjenigen  voranzustellen, 
in  der  er  mit  dem  Begriffe  der  Bewegung  vereinigt  wird.^) 

2.  Die  Kraft  nnd  ihre  DarsteUnng.  Der  Aufstellung 
der  Axiome  muß  die  Hervorhebung  gewisser  Merkmale  an  dem 
Begriff  der  Kraft  vorangehen,  die  überhaupt  erst  die  mathe- 
matische Formulierung  der  Axiome  möglich  machen.  Wir 
können  uns  diese  Merkmale  am  besten  klar  machen,  wenn  wir 
'  an  dem  Körper,  um  den  es  sich  handelt,  einen  Haken  an- 
bringen und  an  diesem  Haken  eine  Schnur  befestigen,  an  der 
wir  ziehen.  Dies  ist  in  der  Tat  die  gewöhnliche  Veranschau- 
lichung, die  in  den  ersten  Lehrbüchern  der  Statik  auftritt. 
Es  ist  dann  klar,  daß  drei  Momente  in  Betracht  kommen: 
erstens  wo  wir  den  Haken  einschlagen,  zweitens  wohin  wir 
vom  Haken  aus  die  Schnur  laufen  lassen  und  drittens  wie 
stark  wir    an   der   Schnur    ziehen.     Dementsprechend    unter- 

1)  So  Poncelet  (Introduction  ä  la  Mäcaniqae  indastrielle,  1829), 
darauf  Coriolis  (Trait^  de  la  M^c.  des  corps  solides,  1829),  Belanger 
{Conra  de  M^caniqne,  1847)  nnd  viele  der  Neueren. 
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scheiden  wir  an  der  Kraft  die  folgenden  drei  Merkmale: 
erstens  ihren  Angriffspunkt,  zweitens  ihre  Richtung  und 
drittens  ihre  GröBe^  Stärke  oder  Intensität. 

Um  in  dem  gewählten  Beispiele  die  Größe  der  Kraft  wirk- 
lich als  bestimmbar  erscheinen  zu  lassen,  dachte  man  sich  die 
ziehende  Hand  ersetzt  durch  ein  Gewicht,  das  an  die  über  eine 
Rolle  geführte  Schnur  angehängt  wird.  Die  mit  der  Wage  zu 
bestimmende  Größe  dieses  Gewichtes  gibt  dann  ein  Maß  ab 
für  die  ausgeübte  Kraft.  Daher  auch  die  Bezeichnung  Gleich- 
gewicht (aequiponderantia). 

Diese  Yerbildlichung  legt  es  nahe,  den  Begriff  der  Summe 
zweier  gleich  gerichteter  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkte 
einzuführen,  indem  man  einfach  die  zugehörigen  Gewichte, 
d.  h.  die  Größen  der  beiden  Kräfte  addiert.  Sind  die  KnLfbe 
nicht  gleich,  sondern  entgegengesetzt  gerichtet,  so  hat  man  ihre 
Größen  zu  subtrahieren  statt  zu  addieren.  Man  erhält  dann 
eine  neue  Kraft,  welche  die  aus  den  beiden  voi^elegten  Kräften 
resultierende  bildet.  Sind  die  beiden  Kräfte  einander  ent- 
gegengesetzt gleich,  so  verschwindet  die  resultierende  Kraft. 
Dann  sagt  man,  die  beiden  Kräfbe  seien  im  Gleichgewicht. 
Zusammenfassend  formulieren  wir  das 

Axiom  1.  Gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtete 
Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkt  lassen  sich  zu- 
sammensetzen nach  denselben  Regeln,  nach  denen 
algebraische  Größen  mit  gleichem  oder  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  addiert  werden.  Die  sich  hier- 
bei ergebende  Summe  repräsentiert  die  resultierende 
Kraft  der  Größe  und  dem  Sinne  nach.  Verschwindet 
die  Summe,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Es  liegt  nahe,  die  Kräfte  allgemein  durch  Vektoren  dar- 
zustellen, die  ja  auch  einen  Angriffspunkt,  eine  Richtung  und 
eine  Größe  zu  ihrer  vollständigen  Bestimmung  erfordern.  Der 
Modul  des  Vektors  entspricht  der  Größe  der  Kraft,  wenn  wir 
ein  bestimmtes  Verhältnis  zwischen  der  Längeneinheit  und  der 
Maßeinheit  der  Kraft  zugrunde  legen,  Richtung  und  Angriffs- 
punkt des  Vektors  lassen  sich  unmittelbar  mit  denen  der  Kraft 
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identisch  annehmen.  Das  Axiom  1  sagt  dann  nichts  anderes^ 
aus,  als  daß  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  mit 
demselben  Angriffspunkt  sich  ebenso  addieren  lassen  wie  die 
sie  darstellenden  Vektoren. 

3.  Statik  de8  starren  Körpers.  Außer  dem  bereits 
angefQhrten  Axiom  haben  wir  noch  die  folgenden  Axiome  zu- 
grunde zu  legen,  die  als  einfache  Abstraktionen  aus  der  Er- 
fahrung anzusehen  sind: 

Axiom  2.  Das  Gleichgewicht  an  einem  irgendwie 
beschaffenen  materiellen  System  wird  nicht  gestört^ 
wenn  außer  den  zwischen  den  Teilen  des  Systems  be- 
stehenden Verbindungen  noch  neue  hinzugefügt  wer- 
den, insbesondere  wenn  alle  Teile  des  Systems  starr 
miteinander  verbunden  werden  (Prinzip  des  Fest- 
machens, Poinsot,  Joum.  de  l'ecole  polytechnique,  cah.  13,. 
1806,  p.  206). 

Daraus  ist  zu  folgern,  daß  die  Bedingungen  für  das  Oleich- 
gewicht eines  starren  Systems  auch  notwendige,  aber  nicht 
hinreicheude  Bedingungen  fUr  das  Gleichgewicht  eines  nicht 
starren  Systems  sind. 

Axiom  3.  Das  Oleichgewicht  eines  Eräftesystems 
wird  nicht  gestört,  wenn  man  ihm  ein  System  von 
Kräften  hinzufügt,  das  für  sich  betrachtet  im  Oleich- 
gewicht ist  (Prinzip  der  Superposition). 

Axiom  4.  Kräfte,  die  gleich  oder  entgegengesetzt 
gerichtet  sind  und  an  demselben  Punkte  angreifen,, 
können  immer  durch  ihre  Resultante  ersetzt  oder, 
wenn  sie  im  Oleichgewichte  sind,  weggelassen  werden. 

Wir  führen  noch  die  folgende  Definition  ein:  Als  das 
entgegengesetzte  System  —  8  eines  Systems  S  bezeichnen  wir 
das  System,  das  aus  S  entsteht,  wenn  wir  von  allen  Kräften 
dieses  Systems  die  Richtung  umkehren,  sie  aber  sonst  un- 
geändert  lassen.     Dann  ergibt  sich  das  folgende 

Theorem  I.  Von  einem  Kräftesystem  S,  das  im 
Oleichgewichte  ist,  läßt  sich  ein  Teilsystem  S^  fort- 
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nehmen,  wenn  auch  das  diesem  entgegengesetzte  Sy- 
stem —  8^  für  sich  betrachtet  im  Gleichgewicht  ist.^) 

Wenn  nämlich  das  System  —  S^  im  Gleichgewicht  ist,  so 
kann  man  es  dem  System  S,  das  ebenfalls  im  Gleichgewicht 
ist,  nach  Axiom  3  hinzufügen.  Jede  Kraft  des  Systems  —  S^ 
hebt  sich  dann  aber  nach  Axiom  4  gegen  die  entgegengesetzt 
gleiche  Kraft  des  Systems  S^  auf,  d.  h.  man  kann  das  System 
Si  unmittelbar  fortlassen,  w.  z.  b.  w. 

Greifen  z.  B.  an  den  Endpunkten  eines  Fadens  zwei  ein- 
ander entgegengesetzt  gleiche  und  voneinander  weg  gerichtete 
Kräfte  an,  während  gleichzeitig  auf  diese  Endpunkte  zwei 
kleinere,  einander  entgegengesetzt  gleiche  und  aufeinander  zu 
gerichtete  Kräfte  wirken,  so  ist  der  Faden  gespannt  und  im 
Oleichgewichte.  Man  kann  nun,  ohne  das  Gleichgewicht  zu 
stören,  die  aufeinander  zu  gerichteten  Kräfte  weglassen,  die 
für  sich  genommen  nicht  an  dem  Faden  im  Gleichgewicht 
sind,  es  aber  werden,  wenn  man  ihre  Richtungen  umkehrt; 
die  voneinander  weg  gerichteten  Kräfte  dagegen  kann  man 
nicht  weglassen,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören. 

Ist  das  materielle  System  aber  ein  starres,  so  können  wir 
die  folgenden  weiteren  Axiome  aufstellen: 

Axiom  5.  An  einem  starren  Körper  ist  mit  einem 
Kräftesystem  auch  immer  das  entgegengesetzte  Kräfte- 
system im  Gleichgewicht. 

Axiom  6.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte, 
die  an  zwei  starr  miteinander  verbundenen  Punkten 
Angreifen  und  in  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte 
fallen,  sind  stets  im  Gleichgewicht. 

Aus  diesen  beiden  Axiomen  folgen  die  beiden  Theoreme: 

Theorem  IL  Von  einem  Kräftesystem,  das  an  einem 
starren  Körper  im  Gleichgewicht  ist,  kann  man  ein 
Teilsystem  fortlassen,  wenn  dieses  für  sich  betrachtet 
im  Gleichgewicht  ist. 


1)  Moebius,  Lehrbuch  der  Statik,  1837,  Ges.  Werke  Bd.  8,  S.  6. 
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£s  ist  dieser  Satz  eine  unmittelbare  Folge  des  Theorems  I 
in  Verbindung  mit  dem  Axiom  5. 

Theorem  III.  Der  Angriffspunkt  einer  Kraft  läßt 
sich  in  der  Richtung  der  Kraft  beliebig  verschieben, 
wenn  der  neue  Angriffspunkt  mit  dem  alten  starr 
verbunden  ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen ,  führt  man  an  dem  neuen 
Angriffspunkt  zunächst  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  ein, 
von  denen  die  eine  der  Größe  und  Richtung  nach  gleich  der 
gegebenen  E[raft  ist^  was  nach  Axiom  4  erlaubt  ist.  Die  ge- 
gebene Kraft  hebt  sich  dann  gegen  die  zweite  der  neu  ein- 
geführten Kräfte  nach  Axiom  6  weg  und  es  bleibt  nur  die 
mit  der  gegebenen  Kraft  gleichgerichtete  Kraft  übrig,  w.  z.  b.  w. 

Wir  führen  jetzt  noch  die  weitere  Definition  ein:  Zwei 
an  einem  starren  Körper  angreifende  Kräftesysteme  Si  und  S2 
heißen  äquivalent;  wenn  ein  drittes  System  S  existiert,  das 
sowohl  mit  S^  wie  auch  mit  S^  zusammen  genommen  im 
Gleichgewichte  ist.  Dann  ist  auch  jedes  andere  System  S\ 
das  mit  8^  zusammen  im  Gleichgewichte  ist,  mit  8^  zusammen 
ebenfalls  im  Gleichgewicht.  Denn  es  ist  nach  Axiom  3  das 
System,  das  aus  8^,  S',  8^,  8  zusammen  genommen  besteht, 
im  Gleichgewichte,  aber  das  System,  das  aus  8^  und  8  be- 
steht ist  für  sich  im  Gleichgewicht,  also  ist  nach  Theorem  II 
auch  das  aus  8^  und  8'  zusammengesetzte  System  im  Gleich- 
gewicht. 

Beachten  wir  nun,  daß  auf  jeden  Fall  das  entgegengesetzte 
System  —  8^  mit  8^  im  Gleichgewicht  ist,  so  ergibt  sich  die 
speziellere  Definition:  Zwei  Systeme  sind  äquivalent, 
wenn  das  eine  mit  dem  entgegengesetzten  Systeme  des 
anderen   zusammen    genommen   im   Gleichgewicht  ist. 

Wir  fügen  noch  hinzu  das 

Axiom  7.  Wenn  ein  Punkt  eines  starren  Körpers 
fest  ist,  so  ist  dieser  Körper  unter  der  Einwirkung 
einer  Kraft  im  Gleichgewichte  oder  nicht,  jenachdem 
die  Linie,  in  der  diese  Kraft  wirkt,  den  festen  Punkt 
enthält  oder  nicht. 

Maroolongo:  theoret.  Meohanik.  13 
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Daraus  folgt  sofort,  daß  wenn  in  dem  Körper  eine  Achse 
fest  ist,  er  unter  der  Einwirkung  einer  Kraft  im  Gleichgewichte 
ist  oder  nicht,  je  nachdem  die  Wirkungslinie  der  Kraft  die 
feste  Achse  trifft  oder  nicht. 

Weiter  können  wir  als  eine  Folgerung  dieses  neuen  Axioms 
und  des  Theorems  II  aussprechen  das 

Theorem  IV.  Die  Kräfte,  deren  Wirkungslinien 
einen  festen  Punkt  oder  eine  feste  Achse  treffen, 
können  weggelassen  werden,  ohne  daß  dadurch  das 
Oleichgewicht  des  starren  Körpers  gestört  wird. 

Wir  wollen  beachten,  daß  der  Begriff  des  Gleichgewichtes 
eines  starren  Körpers  nicht  definiert,  sondern  seine  Bedeutung 
nur  durch  die  Axiome  festgelegt  wird.  Diese  Axiome  enthalten 
gleichzeitig  alles  das,  was  betreffs  der  Kräfte  abgesehen  von 
ihren  drei  Merkmalen  des  Angrilbpunktes,  der  Größe  und  der 
Richtung  angenommen  wird. 

4.  Das  Parallelogramm  der  Krftfte.  Von  entscheiden- 
der Bedeutung  ist  ein  weiteres  Axiom,  das  wir  als  das  Axiom 
der  Resultante  bezeichnen  können  und  das  folgendermaßen 
lautet: 

Axiom  8.  Mehrere  Kräfte,  die  an  demselben  Punkte 
angreifen,  sind  entweder  im  Gleichgewichte  oder  sie 
können  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden  durch 
Hinzufügung  einer  einzigen  Kraft.  Es  folgt  dann  so- 
fort das 

Theorem  V.  Die  Kraft,  die  mehreren  an  einem 
Punkte  angreifenden  Kräften  das  Gleichgewicht  hält, 
greift  wieder  an  demselben  Punkte  an. 

Denn  würde  die  hinzugefügte  Kraft  nicht  in  demselben 
Punkte  angreifen,  so  mQßte  sie  nach  Axiom  1  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein,  wenn  man  den  Angriffspunkt  der  übrigen 
Kräfte  fest  machte  und  diese  Kräfte  nach  Theorem  IV  weg- 
ließe; dies  widerspricht  aber  dem  Axiom  7,  wonach  das  Gleich- 
gewicht nur  eintritt,  wenn  die  Wirkungslinie  der  Kraft  durch 
den  festen  Punkt  hindurchgeht. 
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Kehren  wir  die  Richtung  der  hinzugefügten  Kraft  um,  so 
heißt  sie  die  Resultante  der  vorgelegten  Kräfte  und  ist  nach 
der  gegebenen  Definition  dem  System  dieser  Kräfte  äquivalent. 

Die  Bestimmung  der  Resultante  kann  auf  die  Bestimmung 
der  Resultante  für  nur  zwei  Kräfte  zurückgeführt  werden,  wenn 
wir  das  folgende  Axiom  annehmen: 

Axiom  9.  DieResultante  einesSystems  vonKräften 
mit  demselben  Angriffspunkte  ändert  sich  nicht,  wenn 
wir  beliebige  zwei  oder  mehr  Kräfte  des  Systems  durch 
ihre  Resultante  ersetzen. 

Was  nun  die  Resultante  zweier  Kräfte  angeht,  so  beweist 
man  zunächst  sehr  leicht  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  Zwei  Kräfte  P,  Q  mit  demselben  Angriffs- 
punkte, die  nicht  entgegengesetzt  gleich  sind,  haben 
immer  eine  von  Null  verschiedene  Resultante  R]  mit 
anderen  Worten,  zwei  Kräfte  mit  demselben  Angriffs- 
punkt sind  nur  dann  im  Oleichgewicht,  wenn  sie  ent- 
gegengesetzt gleich  sind. 

Um  den  Satz  zu  beweisen,  setzen  wir  die  Resultante  R 
der  zwei  Kräfte  P,  Q  mit  der  Kraft  —  P  zusammen,  dann 
ergibt  sich,  da  R  die  Kräfte  P,  Q  ersetzt  und  P  und  —  P 
sich  aufheben,  die  Kraft  Q.  Tritt  nun  der  besondere  Fall  ein, 
daß  die  Resultante  R  verschwindet,  so  ergibt  sich  so  die  Kraft 
—  P  selbst.     Also  wird  dann  Q  =  —  P,  w.  z.  b.  w. 

Satz  2.  Die  Resultante  zweier  nicht  gleich  oder 
entgegengesetzt  gerichteter  Kräfte  mit  demselben 
Angriffspunkt  liegt  in  der  Ebene  dieser  beiden 
Kräfte. 

Zum  Beweis  brauchen  wir  nur  eiue  Achse  anzunehmen, 
welche  die  Wirkungslinie  der  beiden  Kräfte  schneidet,  und 
diese  Achse  fest  zu  machen.  Dann  können  wir  die  beiden 
Kräfte  nach  Theorem  IV  weglassen,  und  die  der  Resultante 
entgegengesetzte  Kraft  muß  für  sich  im  Gleichgewichte  sein, 
daher  muß  nach  Axiom  7  ihre  Wirkungslinie  die  feste  Achse 
schneiden,  d.  h.  mit  den  Wirkungslinien  der  beiden  gegebenen 
Kräfte  in  einer  Ebene  liegen,  w.  z.  b.  w. 
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Wir  stellen  jetzt  durch  zwei  von  einem  Punkte  0  aus- 
gehende Strecken^  die  nicht  in  eine  gerade  Linie  fallen^  zwei 
E^räfle  P^,  P,  dar  und  nehmen  von  0  ausgehend  senkrecht  zu 
der  Ebene  der  beiden  ersten  Strecken  eine  dritte  Strecke  P^ 
an,  die  wir  ebenfalls  als  eine  Kraft  deuten.  Wir  bestimmen 
dann  die  Resultanten  je  zweier  der  drei  Kräfte,  P^,  Pgj,  Pj^, 
und  die  Resultante  Q  aller  drei  Kräfte,  die  sich  auch  als  Re- 
sultante von  Pia  und  P3  oder  P„  und  P^  oder  Pj^  und  P, 
ergibt.  Daraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  2,  daß  die  Yer- 
bindungsebenen  dieser  drei  Streckenpaare  sich  in  der  Geraden 
von  Q  schneiden  müssen. 


Fig.  72. 

Wir  tragen  nun  auf  den  Geraden  von  P,  und  Pg  zwei 
gleiche  Strecken  OM^,  OM^  ab  und  errichten  in  M^  und 
Jfj  auf  der  Verbindungsebene  von  P^  und  P^  die  Lote,  welche 
die  Geraden  von  Pg^  und  Pjg  in  N^  und  N^  trefiTen  mögen. 
Die  Geraden  M^N^  und  M^N^  liegen  dann  in  den  Ebenen 
{P^Pi^  und  {P^P^^y  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  S 
der  Geraden  von  Q,  Fällt  man  aus  diesem  Punkte  8  die  Lote 
88^  und  88^  auf  die  Geraden  M^N^  und  M^N^,  so  folgt  aus 
zwei  ähnlichen  Dreiecken 

88^:88^^  M^N^'.M^N^, 
Anderseits   sind   aber  die   Strecken  88^   und  88^   gleich   den 
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Abschnitten^  in  welche  die  Strecke  M^M^  durch  die  Gerade 
von  Pj2  geteilt  sind,  und  sonach  wird 

SS^ :  SS^  -  sin  (PiP«)  :  sin  (P^Pi,); 

femer  ergibt  sich,  da  OM^  ^  OM^  war, 

M,N, :  M,N,  =  tang  {P,P,,)  :  tang  (P,P^). 

Also  erhalten  wir 

sin  {P,P,,)  :  sin  {P,P,,)  -  tang  (P,P,,)  :  tang  {P,P^). 

Wir  benutzen  jetzt  als  weiteres  Axiom  das  folgende 
Axiom  10.    Wird   die  Figur,   die  zwei  Kräfte  und 
ihre    Resultante    darstellt,    irgendwie    im    Raum    ver- 
schoben, so   stellt   sie  nach  wie  vor  zwei  Kräfte  und 
ihre  Resultante  dar. 

Daraus  folgt  sofort,  wenn  wir  die  beiden  Kräfte  senkrecht 
aufeinander  und  die  Größe  der  einen  gleich  der  Einheit  an- 
nehmen, daß  der  Winkel,  den  die  Resultante  mit  der  anderen 
Kraft  bildet^  eine  bestimmte  Funktion  qp  allein  von  der  Gh*öße 
dieser  Kraft  ist.  Dem  entsprechend  nehmen  wir  hier  die 
Größe  von  Pg  gleich  der  Einheit  an  und  können  dann  setzen 

ÜE^^P,;)  ^  ^(^i)'  tang(P,P„)  ^  ^(^«)- 

So  finden  wir  endlich 

sin  iP,P,,)  :  Bin  {P,P,,)  =  9(P,)  :  ^(P,). 

Das  heißt  aber:  Tragen  wir  auf  den  Wirkungslinien  der  Kräfte 
Pj,  Pj  von  0  aus  die  Strecken  (p(Pi)y  ^^CPg)  ah,  so  bestimmen 
sie  als  zwei  Seiten  ein  Parallelogramm,  in  dessen  von  0  aus- 
gehende Diagonale  die  Resultante  Pj,  fällt. 


Fig.  73. 


Es  ist  nun  leicht  zu  beweisen,  daß  die  Länge  der  Dia- 
gonale gleich  <p(Pif)  sein  muß.     Denn  nehmen  wir  diese  Re- 
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sultante  zusammen  mit  —  P,,  so  muß  sich  die  Kraft  P^  ergeben. 
Die  Strecke  g>{Pi)  in  der  Wirkungslinie  von  P^  finden  wir 
aber  als  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  von  dem  die 
Diagonale  des  ersten  Parallelogramms  eine  Seite  und  die  in 
der  Richtung  von  —  Pj  abgetragene  Strecke  ^(Pa)  eine  zweite 
Seite  ist.  Also  muß  nach  dem  Satze,  den  wir  gefunden  haben, 
q>{Pif)  die  Länge  der  ersten  Diagonale  sein,  w.  z.  b.  w. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Kraft  P^  als  die  Resultierende 
zweier  gleichgerichteter  Krftfte  P  und  P';  es  wird  dann  nach 
Axiom  1 

P.'^^Pi'  P'. 

Wir  können  nun  die  Vereinigung  von  P^  mit  P,  so  ausführen, 
daß  wir  zuerst  P  mit  P,  vereinigen,  indem  wir  in  den  Rich- 
tungen dieser  Kräfte  von    0  aus  q>{P)  und    ^(Pf)  abtragen 

und  die  Diagonale 
des  so  bestimmten 
Parallelogramms  kon- 
struieren. Dann  neh- 
men wir  zu  dieser 
Diagonale  9  (Pos)  die 
Strecke  9(P')  wieder 
in  der  Richtung  von 
P^  hinzu  und  finden 
als  die  Diagonale 
dieses  neuen  Parallelogramms  die  Strecke  (p{Pii)  in  der  Rich- 
tung der  Resultierenden  P^  von  P^  und  Pg.  Die  Diagonale 
des  zweiten  Parallelogramms  hätten  wir  aber  direkt  gefunden, 
wenn  wir  q>(P)  und  (p(P')  aneinander  gelegt  und  mit  dem  in 
der  Richtung  von  P^  abgetragenen  g>{P2)  zusammengenommen 
hätten.  Vergleichen  wir  dies  mit  der  ursprünglichen  Kon- 
struktion von  q>{Pii),  so  zeigt  sich,  daß  (p{P^)^<p{P)  +  <p(P') 
sein  muß,  mithin  die  allgemeine  Funktionalgleichung  gilt 

9(P+P')  =  «iP(P)  +  9'(P')- 
Aus  dieser  folgt  sofort  die  weitere  Gleichung 

g)(P+P'  +  P"  +  ---)  -  ifiP)  +  9>{n  +  (fiP'l  +  •  •  • 


Flg.  74. 
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und  indem  wir  P  ^  P'  ^  P"  ^  -  -  -  machen, 

q>imP)  -  mq>{P),     tp{nP)  -  ntp{P), 
wenn  w,  n  ganze  Zahlen  bedeuten;  für  P  =»  —  wird  also 

v(;)-«i9>(^),      g)(l)  -  ny  (i-) , 


woraus  weiter 


^(-:-)-?^a) 


folgt.     Es  ist  also  für  jeden  rationalen  positiven  Wert  von  x 

(p{x)  =  ax, 

indem  a  eine  Eonstante  bezeichnet.  Machen  wir  aber  die 
weitere  Annahme,  daß  fp{x)  eine  stetige  Funktion  von  x 
sei,  so  gilt  dieselbe  Gleichung  allgemein  (Cauchy,  Cours 
d'Analyse,  1821,  (Euvres  compl^tes  (2)  III,  p.  99).  Wir  können 
statt  dieser  Annahme  auch  das  weitere  Axiom  zugrunde  legen: 

Axiom  11.  Die  Resultante  zweier  Kräfte  fällt 
immer  in  den  von  den  Richtungen  dieser  Kräfte  ein- 
geschlossenen Winkel. 

Dann  ist  (p{P)  stets  positiv,  und  vermehrt  man  P  um  P', 
so  folgt  (p{P+  PO  =  g>(P)  +  (p{P')  >  q){P),  also  wächst  die 
Funktion  beständig  mit  ihrem  Argument,  es  wird  also  mit 


auch 


folglich 


imd  daher 


—  <x<  — — 

n  n 


9(;)<9'(:^)<^rr), 


a      <  wix)  <  a  — - 


ff{x)  —  ax 

für  jeden  positiven  Wert  von  x. 

Wir  können  nun  a  -»  1  annehmen,  denn  hierin  liegt  nur 
eine  Festsetzung  über  die  Wahl  der  zugrunde  gelegten  Einheit. 
Mithin  setzt  man  die  an  einem  Punkte  angreifenden 
Kräfte  zusammen,  indem  man  direkt  die  Vektoren  zu- 
sammensetzt,   die  sie  darstellen.     Mit  anderen  Worten: 
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Die  Kräfte  sind  gebundene  Vektoren,  welche  die 
Regeln  für  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  dieser 
Vektoren  befolgen. 

Das  Gesetz  des  Parallelogramms  der  Kräfte  scheint  sich  nach 
den  Untersuchungen  von  Caverni  (Storia  del  metodo  sperimentale 
in  Italia,  1895,  t.  4,  cap.  I,  §  III,  IV)  und  Duhem  (Les  origines  de  la 
Statique,  1905)  im  Mittelalter  ausgebildet  zu  haben,  es  steht  in  klarer 
Formulierung  bei  Stevin  (De  Beghinselen  der  Wecgkonst,  1586, 
(Euvres  matbematiques,  vol.  4:  De  la  Statique,  Lejden  1636).  Aus 
den  Bewegungsgesetzen  folgerte  es  Newton  (Philosophiae  naturalis 
principia  mathematica,  1687:  Axiomata  sive  leges  motus,  Cor.  1),  als 
Grundprinzip  der  Statik  formulierte  es  gleichzeitig  mit  ähnlicher  Be- 
gründung Varignon  (Projeet  d'une  nouvelle  mecanique,  1687,  vgl. 
auch  die  nachgelassene  Nouvelle  mecanique  ou  Statique,  2  Bände, 
1725).  D.  BernouUi  hat  zuerst  in  dem  Examen  principiorum 
mechanicae  (Commentarii  Acad.  Imp.  Petropolitanae,  1. 1,  p.  126, 1726) 
einen  statischen  Beweis  gegeben,  indem  er  zeigte,  wie  das  ganze  Pro- 
blem sich  auf  die  Zusammensetzung  zweier  gleicher  Kräfte  zurück- 
fähren läßt.  Seither  sind  sehr  zahlreiche  Beweise  versucht  worden. 
Der  erste  y  der  bei  dem  Beweis  eine  Funktionalgleichung  benutzte, 
war  Eoncenex  (M^langes  de  philosophie  et  de  mathem.  t.  II,  Turin 
1760 — 61,  p.  299),  hierauf  folgen  die  Beweise  von  d'Alembert 
(Memoires  de  TAcademie  de  Paris  1767,  p.285,  Opuscules  de  mathem. 
t.  6,  p.  360,  1773)  und  Lambert  (Bejträge  zum  Gebrauch  der 
Math.  Bd.  2,  S.  468,  Berlin  1770)  und  weiter  die  von  Laplace, 
Monge,  Poinsot,  Poisson,  Cauchj,  Moebius  u.a.m.  Die  Dar- 
stellung des  Textes  schließt  sich  an  die  Arbeit  von  Darboux  an 
(Bulletin  des  sciences  math.  t.  9,  p.  281,  1875).  Einen  analogen 
Beweis  gab  Tschebyscheff  (Societe  math.  de  Moscou,  decembre 
1875).  Über  die  beim  Beweise  benutzte  Funktionalgleichung  und 
die  Kontinuitätsbedingung  der  Lösung  s.  eine  Arbeit  von  Tsche- 
byscheff im  Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France,  t.  6, 
p.  188  (1878),  femer  Darboux,  Math.  Annalen,Bd.  17  S.  55  (1880), 
Volpi,  Giomale  di  matem.,  vol.  35,  p.  104  (1897)  und  Hamel, 
Math.  Annalen,  Bd.  60,  S.  459  (1905).  Dazu  vergleiche  man  die 
prinzipiellen  Untersuchungen  von  Siacci,  Rendiconto  della  R.  Accad. 
di  Napoli  (3)  vol.  5,  p.34,  69,  147  (1899)  und  Schimmack,  Axio- 
matische  Untersuchungen  über  die  Vektoraddition,  Diss.  Göttingen 
1908  (Nova  Acta,  Bd.  90,  Nr.  l).  Eine  Zusammenstellung  der  älteren 
Beweise  gaben  A.  H.  Westphahl,  Die  Beweise  des  Parallelogramms 
der  Kräfte,  Diss.  Göttingen  1867,  und  E.Georges,  Die  Zusammen- 
setzung der  Kräfte,  Diss.  Halle  1909. 
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6.  Aquivaleni  der  Kräftesysteme.  Für  ein  Kräfte- 
system lassen  sich  ebenso  wie  für  ein  System  gebundener 
Vektoren  Koordinaten  definieren^  die  gebildet  werden  durch 
die  resultierende  Kraft  und  das  resultierende  Moment  für  einen 
fest  gewählten  Punkt  0.  Die  resultierende  Kraft  22  finden 
wir,  wenn  wir  alle  Kräfte  des  Systems  ohne  Änderung  ihrer 
Größe  und  Richtung  an  den  Punkt  0  verlegen  und  als  Kräfte, 
die  an  einem  Punkte  angreifen,  zu  einer  Resultante  vereinigen. 
Das  resultierende  Moment  M  finden  wir,  indem  wir  die  Vektoren, 
welche  die  Momente  der  einzelnen  Kräfte  des  Systems  für  den 
Punkt  0  darstellen,  zu  einem  Vektor  vereinigen.  Das  Moment 
einer  einzelnen  Kraft  für  den  Punkt  0  wird  hierbei  gefunden, 
indem  wir  die  Größe  der  Kraft  mit  dem  Absttind  ihrer 
Wirkungslinie  l  von  0  multiplizieren  und  dies  Produkt  senk- 
recht zu  der  Ebene  (Ol)  von  0  aus  derart  abtragen,  daß  um 
die  Richtung  dieses  Vektors  die  Kraft  in  positivem  Sinne  dreht. 

Wir  beginnen  nun  mit  dem  Beweise  des  Satzes: 

Ein  beliebiges  Kräftesystem  läßt  sich  immer  auf 
ein  äquivalentes  Kräftesystem  zurückführen,  das  nur 
aus  zwei  Kräften  besteht. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  drei  Punkte 
Ä,  B,  C  an,  die  miteinander  nicht  in  einer  Geraden  und  mit 
keinem  von  den  Angriflls- 
punkten  der  Kräfte  des  vor- 
gelegten Systems  in  einer 
Ebene  liegen.  Wir  verbin- 
den sie  mit  allen  diesen  An- 
grifi^spunkten  durch  gerade 
Linien,  und  zerlegen  jede  der 
Kräfte  in  drei  Komponenten, 
die  in  die  Verbindungslinien 
des  betr.  Angriffspunktes  mit 
den  drei  Punkten  Ä^  B,  C 
fallen.  Diese  Komponenten 
können  wir  nun  nach  dem  Theorem  III  in  ihrer  Wirkungslinie 
verschieben,  bis  sie  an  einen  der  Punkte  A,  B,  C  fallen  und 
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da];^af  können  wir  die  Kräfte,  die  jetzt  an  diesen  Punkten  angreifen, 
jedesmal  zu  einer  Resultierenden  vereinigen,  so  daß  wir  drei  Kräfte 
JR^,  üy,  1^3  bekommen,  die  an  den  Punkten  A^Bj  C  angreifen  und 
zusammen  dem  vorgelegten  Kräftesystem  äquivalent  sind. 

Wir  legen  nun  durch  Ä  eine  Gerade,  welche  die  Wirkungs- 
linien der  Kräfte  i2|,  R^  trifft  und  nehmen  auf  ihr  einen  neuen 
Punkt  D  beliebig  an.  Dann  können  wir  R^  in  zwei  Kompo- 
nenten zerlegen,  die  in  den  Linien  BÄ  und  BD  wirken  und 
die  wir  in  Ä  und  D  angreifen  lassen  können,  und  R^  ebenso 
in  zwei  Komponenten,  die  in  den  Linien  CA  und  CD  wirken 
und  gleichfalls  in  Ä  und  D  angreifen.  Wenn  wir  dann  die 
an  demselben  Punkte  angreifenden  Kräfte  wieder  zu  einer  Re- 
sultante vereinigen,  so  erhalten  wir  schließlich  zwei  Kräfte, 
die  in  Ä  und  D  angreifen  und  zusammen  dem  vorgelegten 
System  äquivalent  sind. 

Wir  wollen  sofort  bemerken,  daß  aus  der  ausgeführten 
Konstruktion  unmittelbar  die  folgende  Beziehung  folgt:  Ver- 
legen wir  die  beiden  gefundenen  Kräfte  an  einen  Punkt  und 
vereinigen  sie  zu  einer  Resultante,  so  erhalten  wir  dieselbe 
Kraft,  die  wir  als  Resultante  aller  an  einen  Punkt  verlegen 
Kräfte  des  gegebenen  Systems  gewinnen. 

Wir  wollen  jetzt  die  besonderen  Fälle  in  Betracht  ziehen, 
die  bei  dieser  Reduktion  auftreten  können. 

1.  Die  beiden  Kräfte  wirken  in  einer  Ebene,  sind 
aber  nicht  entgegengesetzt  gleich.  Dann  sind  noch  zwei 
Möglichkeiten  zu  unterscheiden:  die  Wirkungslinien  der  beiden 
Kräfte  schneiden  sicli  entweder  oder  sie  sind  parallel.  Im 
ersten  Falle  können  wir  die  beiden  Kräfte  an  den  Schnittpunkt 
ihrer  Wirkungslinien  verlegen  und  darauf  zu  einer  Resultieren- 
den vereinigen,  im  zweiten  Falle  finden  wir  die  Resultante 
nach  d^m  Archimedischen  Hebelgesetz.  In  jedem  Falle  aber 
ergibt  sich  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  eine  Einzel- 
kraft, der  das  vorgelegte  Kräftesystem  äquivalent  ist. 
Die  Größe  und  Richtung  dieser  Resultante  findet  man,  indem 
man  die  sämtlichen  Kräfte  des  Systems  an  einen  Punkt  ver- 
legt  und  vereinigt. 
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2.  Die  beiden  Kräfte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich,  wirken  aber  nicht  in  derselben  geraden  Linie. 
Dann  lassen  sie  sich  nicht  zu  einer  Resultante  vereinigen  und 
bilden  ein  sogenanntes  Poinsotsches  Kräftepaar.  In  diesem 
Falle  ergeben  die  an  einen  Punkt  verlegten  Systemkräfte  die 
Summe  NulL  umgekehrt  müssen  auch  immer,  wenn  die 
Kräfte  des  Systems  die  Summe  Null  ergeben,  d.  h.  sich  zu 
einem  geschlossenen  Polygon  aneinander  legen  lassen,  die  beiden 
Kräfte,  die  man  durch  Reduktion  des  vorgelegten  Systems 
erhält,  einander  entgegengesetzt  gleich  ausfallen,  das  Kräfte- 
system ist  also  einem  Poinsotschen  Kräftepaar  äqui- 
valent. 

3.  Die  beiden  Kräfte  sind  einander  entgegengesetzt 
gleich  und  wirken  in  derselben  Geraden.  Dann  und  nur 
dann  halten  sie  einander  das  Gleichgewicht,  und  da,  wenn  ein 
Kräftesystem  im  Gleichgewicht  ist,  auch  jedes  ihm  äquivalente 
Kräftesystem  im  Gleichgewicht  sein  muß,  so  ist  auch  das 
ursprüngliche  Kräftesystem  im  Gleichgewicht. 

Wir  wollen  nun  beachten,  daß  die  Koordinaten  JB,  Jf 
eines  Kräfkesystems  sich  nicht  ändern,  wenn  man  eine  seiner 
Kräfte  in  Komponenten  zerlegt  oder  Ejräfte,  die  an  einem  Punkte 
angreifen,  zu  ihrer  Resultante  vereinigt,  endlich  auch  nicht, 
wenn  man  eine  Kraft  in  der  Richtung  ihrer  Wirkungslinie 
verschiebt.  Da  wir  aber  durch  solche  Prozesse  von  dem  ur- 
sprünglichen Kräftesystem  zu  dem  auf  zwei  Kräfte  reduzierten 
System  übergegangen  sind,  so  folgt,  daß  die  Koordinaten 
dieses  reduzierten  Systems  dieselben  sind  wie  die  des 
ursprünglichen. 

Wenn  nun  insbesondere  die  beiden  Kräfte  des  reduzierten 
Systems  einander  entgegengesetzt  gleich  werden  und  in  die- 
selbe Gerade  fallen,  so  verschwinden  die  Koordinaten  dieses 
Systems,  und  damit  auch  die  des  vorgelegten  Systems.  Auf 
diese  Weise  erkennen  wir: 

Ein  Kräftesystem  ist  dann  und  nur  dann  im  Gleich- 
gewicht, wenn  seine  Koordinaten  verschwinden. 

Wenn  nun  zwei  Kräftesysteme  einander  äquivalent  sind 
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und  wir  die  Kräfte .  des  einen  mit  umgekehrten  Richtungen 
denen  des  anderen  hinzufügen,  so  ist  das  entstehende  neue 
System  im  Gleichgewicht^  seine  Koordinaten  verschwinden  also. 
Diese  Koordinaten  sind  aber  die  Differenzen  von  den  ent- 
sprechenden Koordinaten  der  vorgelegten  Systeme.  So  zeigt  sich: 

Zwei  Kräftesysteme  sind  dann  und  nur  dann  äqui- 
valent, wenn  ihre  Koordinaten  übereinstimmen. 

6.  Veraohledene  Bednktionen  eines  Kr&ffcesjrstemB. 

Die  analytischen  Koordinaten  einer  Kraft  sind  die  analytischen 

Koordinaten  des  Vektors,  der  die  Kraft  darstellt.     Ist  F  die 

Größe  der  Kraft  und  sind  a,  ß, , .  ,,v  die  Koordinaten  ihrer 

Wirkungslinie y  so  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  der  Ej-afb 

die  Werte 

Fa,  Fß,  Fy,  Fk,  Ffi,  Fv. 

Die  ersten  drei  sind  die  Komponenten  der  Kraft  nach  den 
Achsen  und  werden  auch  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet;  die  letzten 
drei  sind  die  Komponenten  des  Momentes  der  Kraft  für  den 
Koordinatenursprung  oder  die  Momente  der  Kraft  für  die 
Koordinatenachsen.  Hat  der  Angriffspunkt  der  Ejraft  die 
Koordinaten  x,  y,  s  und  beachten  wir,  daß 

FX  =  F{yy-ßz)  ^Zy—Yz 

wird^  so  können  wir  die  sechs  Koordinaten  der  Kraft  schreiben 
wie  folgt: 

X,  r,  Z,  Zy  -  Yz,  Xz  -  Zx,  Yx  -  Xy. 

Alle  Sätze  und  Formeln,  die  wir  in  Kap.  I  des  ersten  Teiles 
für  gebundene  Vektoren  und  Vektoren  aufgestellt  haben,  lassen 
sich  sofort  auf  die  Kräfte  und  Kräftesysteme  übertragen.  Ins- 
besondere ergibt  sich^  daß  wir  die  Koordinaten  eines 
Kräftesystems  finden,  indem  wir  die  entsprechenden 
Koordinaten  der  einzelnen  Kräfte  des  Systems  ad- 
dieren. 

Nehmen  wir  nun  zu  der  Kraft  mit  den  vorstehenden 
Koordinaten  eine  entgegengesetzt  gleiche  hinzu,  deren  Koor- 
dinaten von  der  Form  sein  werden 

-X,  -Y,  -Z,  -{Zif-Yz\  -iXs'-Zx'),  -(Yx'-Xy'), 
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80  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  eines  Kräftepaares  die 
Werte: 

0,  0,  0,  Z{y-y)  -  Y{z-»%  X{z-z)  -  Zix-x"), 

Y{x-3!)  -  X{y-y'). 

Die  Bedeutung  der  drei  von  Null  verschiedenen  Größen  ist 
sofort  zu  erkennen^  wenn  wir  das  Koordinatensystem  derart 
parallel  verschieben,  daß  der  Ursprung  in  den  Angriffspunkt 
P\x\y,z')  der  zweiten  Kraft  fällt.  Dann  werden  die  neuen 
Koordinaten  des  Angriffspunktes  P  der  ersten  Kraft  x  —  x\ 
y  —  y\  z  —  z  und  die  angeschriebenen  Werte  sind  die  Kompo- 
nenten des  Momentes  der  ersten  Kraft  für  den  Punkt  P',  d.  h. 
des  Momentes  des  Kräftepaares,  wenn  wir  als  dieses 
Moment  einen  Vektor  bezeichnen,  der  zur  Ebene  der  Kräfte 
des  Paares  senkrecht  ist,  um  den  diese  Kräfte  in  positivem 
Sinne  drehen  und  dessen  Modul  gegeben  wird  durch  das  Pro- 
dukt aus  der  Größe  der  Kräfte  und  dem  Abstände  ihrer 
parallelen  Wirkungslinien.     Auf  diese  Weise  ergibt  sich 

Alle  Kräftepaare,  die  dasselbe  Moment  haben, 
sind  äquivalent. 

Ein  allgemeines  Kräftesystem  können  wir  auf  unendlich 
viele  Arten  ersetzen  durch  eine  Einzelkraft  zusammen  mit 
einem  Kräftepaar,  und  zwar  können  wir  den  Angriffspunkt  der 
Einzelkraft  beliebig  wählen.  Die  Einzelkraft  ist  die  resultie- 
rende Kraft  JS  des  Kräftesystems,  die  sich  als  die  Summe  der 
aneinander  gelegten  Kraftvektoren  ergibt,  also  immer  dieselbe, 
wie  auch  ihr  Angriffspunkt  angenommen  werden  mag.  Das 
Moment  des  Kraftepaares  ist  das  Moment  M  des  Kräftesystems 
für  den  Angriffspunkt  der  Einzelkraft. 

Bilden  wir  die  Koordinaten  des  Kräftesystems,  indem  wir  mit 

^•»  ^o  ^o  ^iVi  —  ^i^o  ^i^i  —  ^i^if  ^i^i  —  ^iVi 

für  »«»1,2,...^  die  Koordinaten  der  einzelnen  Kräfte  des 
Systems  bezeichnen,  so  erhalten  wir  die  Werte 

B,=.zz„  i?,=2?r;,  it,=-sz„ 

M,^2:(Z,y,-Y,z,),  M^  =  2(X,e,-Z,x,),  M,^ £{Y,x-X,y,). 
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Es  Bind  dann  R^^  R^,  R^  die  Komponenten  der  resultierenden 
Einzelkraft  R,  Jf,,  M^,  M^  die  Komponenten  des  Momentes 
des  resultierenden  Kräftepaares  M,  das  man  zu  einer  im  Ko- 
ordinatenursprung angreifenden  Einzelkraft  erhält.  Die  beiden 
Vektoren  22  und  M  sind  senkrecht  aufeinander  und  die  resul- 
tierende Kraft  fällt  in  die  Ebene  des  Kräftepaares,  wenn 

R.M.+  R^M^+R^M.^O 

ist.  Dann  ist  das  Kräftesystem,  solange'  JS  4=  0  ist,  einer 
Einzelkraft  äquivalent.     Allgeiuein  liefert    V ^  ItxM  oder 

V^B^M^+R^M^+B^M^ 

die  Projektion  des  Paarmomentes  auf  die  Richtung  der  resul- 
tierenden Kraft,  multipliziert  mit  der  Größe  dieser  Kraft. 

Diese  Projektion  bleibi^  konstant,  wenn  man  den  Angriffs- 
punkt der  Einzelkraft  irgendwie  verschiebt  und  dadurch  das 
Krafkepaar  verändert.  Es  wird  nämlich  das  Moment  M  für 
einen  neuen  Punkt  ff  (vgl.  Kap.  I,  §  5) 

und  daraus  folgt  sofort,  daß  auch 

BxJf'-BxJlf-F 

ist;  diese  Zahl  V  und  die  Resultante  B  lassen  sich  als  die 
Invarianten  des  Kräftesystems  bezeichnen.  Für  F«=0  ist 
das  Kräftesystem  einer  Einzelkraft,  für  JB  »  0  einem  Kräfte- 
paar  äquivalent.  M^y  M^,  M^  lassen  sich  auch  auffassen  als 
die  Momente  des  Kräftesystems  für  die  Koordinatenachsen;  für 
eine  beliebige  Achse  mit  den  Koordinaten  a,  /3,  y,  A,  fi^  v  wird 
dieses  Moment 

aM^  +  ßM^  +  yM,  +  XB^  +  ^B^  +  vB^. 

Es  gibt  eine  Zentralachse  des  Kräftesystems,  für  deren 
Punkte  die  Ebene  des  Kräfbepaares  senkrecht  zu  der  resul- 
tierenden Einzelkraft  d.  h.  zu  der  Zeutralachse  selbst  ausfällt. 
Das  Moment  des  Kräftepaares  erhält,  wenn  man  einen  dieser 
Punkte  zum  Angriffspunkte  der  resultierenden  Einzelkraft  wählt, 
den  kleinuten  Wert.   Eine  solche  Kombination  einer  Einzelkraft 


6.  Verschiedene  Reduktionen  eines  Eräftesystems.  207 


mit  einem  dazu  senkrechten  Kräftepaar  heißt  nach  Plücker^) 
eine  Dyname. 

Die  Reduktion  eines  Kräftesystems  auf  eine  Einzelkraft 
und  ein  Kräftepaar  ist  leicht  mit  der  oben  gegebenen  Re- 
duktion auf  zwei  £[räfte  in  Verbindung  zu  bringen.  Hat  man 
zwei  solche  Kräfte  gefunden  und  zerlegt  die  eine  in  zwei 
Komponenten  y  von  denen  die  eine  der  zweiten  Kraft  entgegen- 
gesetzt gleich  ist;  so  liefert  die  andere  Teilkraft  die  resul- 
tierende Einzelkraft  des  Systems^  und  die  beiden  übrig  bleiben- 
den, entgegengesetzt  gleichen  Kräfte  stellen  ein  Kräftepaar  dar, 
das  mit  der  Einzelkraft  zusammen  das  vorgelegte  System  ersetzt. 

Hieraus  ist  auch  zu  sehen,  daß  die  resultierende  Einzel- 
kraft in  die  Ebene  des  Kräftepaares  fallen  wird,  wenn  die 
Wirknngslinien  der  beiden  Kräfte,  die  zusammen  das  vorgelegte 
System  ersetzen,  in  einer  Ebene  liegen.  Dann  aber  ist  das 
System  einer  Einzelkraft  äquivalent,  und  man  sieht,  daß  wenn 
dies  der  Fall  ist,  die  resultierende  Einzelkraft  in  die  Ebene 
des  redultierenden  Kräftepaares  fällt,  und  umgekehrt. 

Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Gesagten  ergibt  sich, 
daß  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  f&r  das 
Oleichgewicht  eines  Kräftesystems  gegeben  werden  durch  die 
zwei  Vektorgleichungen 

JB-0,    M  =  0 

oder  die  sechs  Zahlgleichungen 

R,^0,  R^^O,  R,^0,  Jtf,-0,  lf,-0,  M,^0. 

Diese  Bedingungen  lassen  sich  auch  in  Vektorform  aus- 
geführt schreiben,  wenn  wir  mit  1\  die  Kräfte  des  Systems 
und  mit  P^  ihre  Angriffspunkte  bezeichnen, 

^Fi-O,    ^(P,-O)AJ;-0. 

Es  folgt  dann  auch  für  jeden  anderen  Punkt  (/ 

J'(p,-o')A  j;  =  o. 

1)  Fundamental  views  regarding  mechanics^  Philosophical  Trans- 
actione,  vol.  156  (1866),  p.  361 ,  Wissensch.  Abhandlungen,  Bd.  1,  S.  648. 
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Liegen  alle  Kräfte  in  der  ary-Ebene,  so  daß  Z,.  =  0  und 
jer^  =  0  wird,  dann  ist  Ton  vorneherein  jR,  =  0,  J/,  =  0,  M^^O, 
and  die  Oleichgewichtsbedingnngen  reduzieren  sich  auf 

Dieser  Fall  ist  für  die  Praxis  besonders  wichtig  und  seine 
zeichnerische  Behandlung  wird  in  der  graphischen  Statik  aus- 
führlich erörtert. 

7.  ZnaammeiiBetBimg  eines  Systems  paralleler 
Krifte.  Im  Falle  paralleler  Kräfte  verschwindet  die  In- 
variante V  ihrer  Bedeutung  nach.  Außerdem  wird  die  Resul- 
tante des  Systems  gleich  der  algebraischen  Summe  aller  Einzel- 
kräfte. Ist  diese  von  Null  verschieden^  so  wollen  wir  zeigen, 
daß  das  System  einer  einzigen  Kraft  äquivalent  ist. 

Es  sei  i  ein  Einheitsvektor,  welcher  der  gemeinsamen 
Richtung  aller  Kräfte  parallel  ist;  F^,  F^, .  .  .  seien  die  Inten- 
sitäten dieser  Kräfte,  i^die  Intensität  der  Resultante.  Damit 
die  Kraft  —  IF  dem  System  das  Gleichgewicht  hält,  muß  zu- 
nächst 

'-iF+iF^  +  iF^  + 0, 

mithin,  wie  bereits  gesagt  wurde, 

F^F,+F,  +  ''' 

werden.  Wenn  ferner  0  ein  beliebiger  Punkt  ist  und  J.^,  -4^,  •  •  • 
die  Angriffspunkte  der  einzelnen  Kräfte  des  Systems  bedeuten, 
während  in  G  die  Resultante  angreift,  so  ergibt  sich  weiter 

-{G^  0)  MF+{A,-  0)  AiF^+iA^--  0)  A  iF,  + ^0 

oder 

[_  (G- 0) .  i^+ (^,- 0)  •  Fi+ (^- 0)  .  F,  +  ...]  A  «  -  0. 

Der  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Vektor  muß  also  ent- 
weder Null  oder  gleichgerichtet  mit  /  sein.  Wenn  wir  das 
erstere  annehmen,  also 

(G  -  0)F=^iA,  -  0)I\  +(A,-0)F,  +  --  ; 

SO  sind  die  Bedingungen  der  Äquivalenz  erfüllt,  un- 
abhängig von  der  Wahl  des  Einheitsvektors  i,  d.  h. 
von  der  Richtung  der  parallelen  Kräfte.  Der  Punkt  G  ist 
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durch  die  vorstehende  Gleichung  auch  eindeutig  bestimmt,  denn 
existierte  ein  zweiter  Punkt  G\  der  einer  analogen  Gleichung 

genügt,    so    ergäbe   sich    durch    Subtraktion   der   beiden   vor- 
stehenden Gleichungen 

also 

{G-G')F=Oy 
d.  h. 

G=^G\ 

Der  demnach  eindeutig  bestimmte  Punkt  G  heißt  der  Mittel- 
punkt der  parallelen  Kräfte. 

Lassen  wir  die  Resultante  in  ihm  angreifen  und  unter- 
werfen alle  Kräfte  des  Systems  einer  gemeinsamen  Drehung 
um  ihre  Angriffspunkte,  so  dreht  die  Resultante  sich  mit  um 
den  Punkt  G. 

Wird  F^Oy  so  versagt  die  angegebene  Reduktion,  das 
System  ist  dann  uicht  einer  Einzelkraft,  sondern  einem  Poin- 
Botschen  Kräftepaar  äquivalent.  Man  kann  dies  Kraftepaar 
finden,  indem  man  die  Kräfte  des  Systems  nach  ihrem  Sinne 
scheidet  und  erst  die  Kräfte,  die  den  einen  Sinn  (etwa  den 
Sinn  der  positiven  j7-Achse)  haben,  zu  einer  Resultante  ver- 
einigt und  darauf  die  Kräfte,  die  den  anderen  (negativen)  Sinn 
haben.  Diese  beiden  Resultanten  müssen  entgegengesetzt  gleich 
ausfallen  und  bilden  ein  Kräftepaar,  das  dem  vorgelegten  System 
äquivalent  ist.  Wir  können  aber  die  beiden  Resultanten  in 
den  Mittelpunkten  der  beiden  Teilsysteme  angreifen  lassen,  und 
dann  drehen  sie  sich  mit  den  Kräften  des  vorgelegten  Systems 
um  ihre  Angriffspunkte.  So  bekommen  wir  ein  Kräftepaar, 
das  dem  vorgelegten  Kräftesystem  auch  dann  noch  äquivalent 
bleibt,  wenn  man  alle  Kräfte,  die  Kräfte  des  Kräftepaares 
selbst  einbegriffen,  einer  gemeinsamen  Drehung  um  ihre  An- 
griffspunkte unterwirft. 

Tritt  der  besondere  Fall  ein,  daß  die  Mittelpunkte  der 
beiden  Teilsysteme  zusammenfallen,  so  ist  das  ganze  System 
der  parallelen  Kräfte  im  Gleichgewicht  und  bleibt  es,  wenn 

Maroolongo:  theoiet  Meohanik.  14 
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man  die  Kräfte  irgend  einer  gemeinsamen  Drehung  um  ihre 
Angriffspunkte  unterwirft.  Ein  solches  Gleichgewicht  bezeichnet 
man  als  astatisches  Gleichgewicht. 

Der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  hat  eine  besondere 
Bedeutung,  wenn  die  Kräfte  als  Gewichte  zu  deuten  sind.  Er 
wird  dann  als  Massenmittelpunkt  oder  Schwerpunkt  des 
materiellen  Systems  bezeichnet. 

Haben  wir  einen  kontinuierlich  ausgebreiteten  Körper  vor 
uns,  so  haben  wir  die  Summen  in  der  den  Schwerpunkt 
liefernden  Gleichung  zu  ersetzen  durch  die  entsprechenden  In- 
tegrale. Nehmen  wir  nur  den  besonders  einfachen  Fall,  wo 
die  Dichtigkeit  in  dem  Körper  überall  dieselbe  ist,  so  wird  das 
Gewicht  eines  Elementes  des  Körpers  dem  Volumen  dt  dieses 
Elementes  proportional,  und  wir  erhalten  die  Vektorgleichung 
für  den  Schwerpunkt  S 

fif  -  0  «/(P  -  0)  dt  :fdt, 

in  der  0  einen  beliebigen  festen  Punkt  und  P  einen  Punkt 
in  dem  Körperelement  dt  bezeichnet. 

Wir  können  diese  Vektorgleichung  auflösen  in  die  drei 
Zablgleichungen 

6  ^Jxdr  'Jdr,     rj  =  /ydr  -Idr,     g  ^Jsdx  -jdxy 

welche  die  Koordinaten  |,  17,  £  des  Schwerpunktes  bestimmen. 

8.  Bas  Hebeigesets.  Nehmen  wir  nur  zwei  Kräfte  an, 
die  der  jsr- Achse  parallel  sind  und  in  zwei  Punkten  der  x-Achse 
angreifen,  so  ergeben  die  allgemeinen  Gleichungen  für  den 
Mittelpunkt  paralleler  Kräfte: 

{F^+F^)l=^F,x,  +  F,x^,    1^-0,    e-0. 
Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

Greifen  also  zwei  parallele  Kräfte  in  den  Endpunkten  Aj  B 
einer  starren,  geradlinigen  Stange  an,  so  liegt  der  Mittelpunkt  C 
dieser  Kräfte  ebenfalls  auf  der  Linie  der  Stange  und  teilt 
zwei  den  Kräften  umgekehrt  proportionale  Teile  ab,  und  zwar 
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inner'  oder  anßerhalb  der  Strecke  AB,  jenachdem  die  Kräfte 
gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 

Sind  P  nnd  Q  die  beiden  parallelen  Kräfte;  R  die  Resul- 
tante^  so  wird 

P:  Q:B^mod(B-  C)  :mod{C  -  Ä)  :mod{B  -  Ä). 

Ist  die  Stange  in  C  aufgestützt,  also  ein  Hebel  im  Gleich- 
gewichte,  so  ist  R  der  Druck  des  Hebels  auf  die  Stütze,  die 
Strecken  CA  und  CB  heißen  die  Hebelarme  und  die  aus- 
gesprochene Regel  drückt  das  Archimedische  Hebelgesetz  aus. 

Wir  wollen  zeigen,  in  welcher  zwar  nicht  strengen,  aber 
sehr  anschaulichen  Weise  man  unter  Voraussetzung  der  oben 
zugrunde  gelegten  allgemeinen  Axiome  das  Hebelgesetz  unab^ 
hängig  begründen  und  aus  ihm  das  Parallelogrammgesetz  ab- 
leiten kann. 

Wir  gehen  dabei  yon  dem  Prinzip  aus,  daß,  wenn  die 
Hebelarme  gleich  und  die  Kräfte  in  ihren  Endpunkten  eben- 
falls gleich  sind,  Gleichgewicht  besteht  und  dabei  der  resultierende 
Stützendruck  dem  Doppelten  der  Kräfte  gleich  ist,  mit  anderen 
Worten,  daß  zwei  gleich  große  und  gleich  gerichtete  Kräfte 
einer  entgegengesetzt  gerichteten  und  doppelt  so  großen  Kraft, 
die  in  der  Mitte  zwischen  ihren  Angriffspunkten  wirkt,  das 
Gleichgewicht  halten.  Ich  behaupte  nun,  daB,  wenn  die  par- 
allelen Kräfte  sich  etwa  wie  3  :  2  verhalten,  Gleichgewicht  be- 
steht, wenn  die  Hebelarme  das  umgekehrte  Verhältnis  3 : 2 
haben,   und   daß   der  Stützendruck  dann  gleich  P  +  Q  wird. 

Zum  Beweis  nehme  ich  auf  dem  Hebel  zunächst  10  gleiche 
Kräfte  p  in  gleichen  Abständen  a  an,  dann  liegt  der  Mittel- 
pimkt  der  Kräfte  in  der 
Mitte  C  zwischen  der 
fünften  und  sechsten 
Sjraft  und  die  resul- 
tierende Kraft  B  ist 
gleich  10p.    Die  resul-  ^ 

tierende  Kraft  der  vier 
ersten  Kräfte  aber  greift  Fig.  76. 


O   f  Q 


B 
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in  der  Mitte  A  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Ejafb,  also  im 
Abstände  '6  a  von  C  an  und  ihre  Größe  P  ist  gleich  4  a.  Die 
Resultante  der  sechs  letzten  Kräfte  dagegen  greift  in  der 
Mitte  B  zwischen  der  siebten  und  achten  Kraft,  also  im  Ab- 
stände 2a  von  C  an,  und  ihre  Größe  ist  gleich  6a.  Es  ist 
also  hier  in  der  Tat  P :  Q  ^  BC :  CA  und  R^P+  Q. 
Ebenso  lassen  sich  die  Gleichungen  des  Hebelgesetzes  in  allen 
anderen  Fällen  beweisen,  wo  P  und  Q  ein  rationales  Ver- 
hältnis haben,  und  dann  durch  ein  Exhaustionsverfahren  auch 
in  den  Fällen,  wo  dies  Verhältnis  einen  irrationalen  Wert  hat. 
Der  Fall  des  Winkelhebels  läßt  sich  auf  den  des  ge- 
raden Hebels  sofort  zurückführen,  wenn  man  yon  dem  Prinzip 
ausgeht,  daß  ein  Winkelhebel  mit  gleichen  Armen  unter  der 
Einwirkung  gleicher  Earäfte  im  Gleichgewicht  ist,  wenn  die 
Kräfte  den  Hebel  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen  streben. 

Betrachten  wir  nun  den  Win- 
kelhebel AGB,  an  dem  in 
^  ^undfdieKräfkePundQ 
senkrecht  zu  den  Hebelarmen 
wirken,  so  verlängern  wir  den 
.^  Hebelarm  AG  über  G  hinaus 
um  die  Strecke  GD  =  BG  und 
bringen  an  dem  geraden  Hebel 
AGD  in  A  eine  der  Kraft  P 
entgegengesetzt  gleiche  Kraft  P'  und  in  D  eine  parallele  Kraft  Q' 
an,  die  P'  an  dem  geraden  Hebel  das  Gleichgewicht  hält.  Dann 
zerstören  sich  die  Kräfte  P  und  P'  und  die  übrig  bleibenden 
Kräfte  Q  und  Q^  müssen  nach  dem  zugrunde  gelegten  Prinzip 
einander  gleich  sein.    Da  aber  P'iQ'^CDiAG  ist,  muß  auch 

P:Q^GB:AG 

werden,  oder  AG '  P  ^  GB  •  Q,  d.  h.  die  statischen  Momente 
der  Kräfte  für  den  Punkt  G  müssen  einander  gleich  und  zwar 
entgegengesetzt  gleich  sein,  da  die  Kräfte  in  entgegengesetztem 
Sinne  um  den  Punkt  G  zu  drehen  streben;  denn  es  ist  ja  der 
Drehsinn  von  Q  entgegengesetzt  dem  von  Q',  dieser  dem  von  P', 
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dieser  wieder  dem  von  P,  also  auch  der  Drehsinn  ron  Q  ent- 
gegengesetzt  dem  von  P. 

Ersetzen  wir  den  Winkelhebel  durch  einen  starren  Körper^ 
80  können  wir  die  Kräfte  P  und  Q  in  ihren  Wirkungslinien 
verschieben,  bis  sie  an  einen  Punkt  0  fallen.  Dann  ist  sofort 
zu  sehen  y  daß  C  auf  der  von  0  ausgehenden  Diagonale  eines 
Parallelogramms  OEFG  liegen  muß^  von  dem  die  Seiten  OE 
und  OG  die  Kräfte  P  und  Q  der  Größe  und  Richtung  nach 
darstellen.  Denn  es  muß  der  Punkt  Cy  wenn  p^  q  seine  senk- 
rechten Abstände  von  den  Geraden  OE  und  OG,  also  die 
Hebelarme  CA  und  CB  sind,  die  Beziehung  erfiillen 

OE'p=^  OG'Qy 

diese  Beziehung  besteht  aber  für  die  Punkte  der  erwähnten 
Diagonale  und  für  keine  anderen  Punkte.  So  gelangen  wir 
wieder  zu  dem  Parallelogrammgesetz,  denn  wenn  wir  einmal 
gefunden  haben^  daß  die  Resultante  die  Richtung  der  Paral- 
lelogrammdiagonale hat,  so  ist,  wie  wir  schon  oben  gesehen 
haben,  leicht  zu  zeigen,  daß  sie  auch  der  Größe  nach  durch 
diese  Diagonale  gegeben  wird.  Auf  diesem  Wege  ist  schon 
im  Mittelalter  das  Parallelogrammgesetz  aus  dem  Hebelgesetz 
gewonnen  werden. 

Das  für  den  Winkelhebel  verallgemeinerte  Archimedische 
Hebelgesetz  steht  auch  in  einer  engen  Beziehung  zu  dem  Ge- 
setz der  schiefen  Ebene. 
Denkt  man  sich  nämlich 
zwei  aneinander  grenzende 
schiefe  Ebenen,  die  sich  in 
der  Zeichnung  als  zwei  Seiten^ 

AC  und  BC,  eines  Dreiecks    A^  D  "~ß 

ABC  darstellen,  dessen  dritte  ^«*  '^• 

Seite  AB  horizontal  ist,  und  diese  schiefen  Ebenen  gleich- 
förmig und  proportional  ihrer  Ausdehnung  belastet,  so  sind 
diese  beiden  Lasten  im  Gleichgewicht,  wenn  man  sie  durch 
einen  bei  C  über  eine  Rolle  geführten  Faden  verbindet. 

Dieser   Satz   enthält  das   Gesetz   der  schiefen  Ebene;    er 
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drückt  aus,  daS  die  beiden  die  Lasten  längs  der  Ebenen  ab- 
wärts treibenden  Kräfte  einander  gleich  sind.  Nennt  man  nun 
P  die  Last  auf  ÄC,  Q  die  Last  auf  BC,  a  den  Winkel  bei  Äy 
ß  den  Winkel  bei  B,  so  wird  nach  dem  Sinussatz  sofort 

P  :  Q  »  sin/) :  sina. 

FflHrt  man  dieselbe  Überlegung  nocb  einmal  dorcb,  indem 
man  die  Seite  AC  und  die  Last  auf  ihr  ungeändert  läßt,  die 
Seite  BC  aber  ersetzt  durch  die  Höhe  CD  des  Dreiecks  ABC 

und  B  die  an  der  Seite  CD  herunter- 
hängende Last  nennt,  so  ergibt  sich 

P  :  B  «  1 :  sin  a 
^    und  somit 

jB  =  Psina. 

D      Diese   Gleichung    ist    die   gewöhnliche 

Gleichung  der  schiefen  Ebene,  B  gibt 

unmittelbar  die  längs  der  schiefen  Ebene   abwärts   treibende 

Kraft  an. 

Nennen  wir  a  die  Hälfte  der  Seite  AB,  so  folgt  aus  der 

ersten  Gleichung 

P-a  sin  a«  Q  •  asinß 

oder,  wenn  wir  mit  p  und  q  die  Längen  der  aus  der  Mitte  M 
von  AB  auf  AC  und  BC  gefällten  Lote  bezeichnen, 

P'P^Qq. 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  wie  das  verallgemeinerte  Archi- 
medische Hebelgesetz. 

Der  erste  Beweis  des  Hebelgesetzes  findet  sich  beiArchimedes, 
De  Pianorum  aequilibriis,  üb.  I,  prop.  VI  und  VH,  in  der  Ausgabe 
von  Heiberg  Bd.  2,  S.  152.  Das  Hebelgesetz  ist  auch  in  der  Ari- 
stotelischen Schrifb  Mechanica  problemata  zu  finden ;  da  diese  Schrift 
aber  apokryph  ist,  kann  man  daraus  nicht  schließen,  daß  Archimedes 
das  Gesetz  bereits  vorgefunden  hat.  Im  Mittelalter  bildete  das 
Hebelgesetz  die  Grundlage  der  Statik  (vgl.  Duhem,  Les  origines  de 
la  Statique).  Über  seine  neuere  Geschichte  sehe  man  Mach,  Die 
Mechanik  in  ihrer  Entwicklung  historisch  und  kritisch  dargestellt 
(zuerst  1883,  dann  viele  Auflagen).  An  dem  Archimedischen  Be- 
weise, den  wir  oben  wiedergegeben  haben,  ist  eine  Kritik  geübt 
worden,  die  mit  Hujgens,  Fourier  und  Lagrange  beginnt,  sie 


Übungsbeispiele.  215 


findet  ihre  Zusammenfassung  inVailati,  La  dimostrazione  del  prin- 
cipio  della  leva  data  da  Archimede,  BoUettino  di  bibliografia  e  di 
storia  d.  scienze  mat.  anno  VII  (1904). 

Über  die  Geschichte  des  Prinzips  der  schiefen  Ebene,  das  von 
Anfang  an  in  Beziehung  zu  dem  Hebelgesetz  gebracht  wurde,  findet 
man  ebenfalls  reichen  Aufschluß  in  den  zitierten  Werken  von  Duhem 
und  Mach.  Aus  mittelalterlichen  Quellen,  insbesondere  der  Schrift 
De  Ponderibus  des  Jordanus  Nemorarius,  stammt  der  Beweis, 
den  Stevin  ftLr  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  orthogonale  Kom- 
ponenten in  den  Hjpomnemata  mathematica  1608  gegeben  hat. 
Auch  in  der  Jugendschrift  von  Galilei,  Le  meccaniche  (1593,  Opere 
di  Galilei,  Edizione  nazionale,  vol.  2,  p.  181)  findet  sich  eine  einfache 
ZurückfÜhrung  des  Prinzips  der  schiefen  Ebene  auf  das  Hebelprinzip. 
Man  vgl.  auch  den  Aufsatz  von  Vailati,  II  principio  dei  lavori  vir- 
tuali  ecc.  in  den  Atti  della  B.  Accad.  di  Torino,  t.  32  (1897),  p.  940. 

Für  das  Hebelgesetz  sind  ebenso  wie  für  das  Parallelogramm- 
gesetz direkte  Beweise  gegeben  worden,  so  von  Foncenex,  M^langes 
de  phil.  et  de  math.  de  Turin,  t.  2  (1761),  p.  305,  Monge,  Traite 
elementaire  de  Statique  (1786),  Poinsot,  Elements  de  Statique 
(1804),  Poisson,  Trait^  de  mecanique  1  (1811),  p.  34,  Moebius, 
Lehrbuch  der  Statik  (1837,  Werke  Bd.  3,  S.  40). 

Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Die  Momente  eines  Kräftesystems  für  die  Geraden 
und  Punkte  des  Baumes  zu  untersuchen. 

AuflÖBung.  Der  Ausdruck  für  das  Moment  eines  Kräftesjstems 
bezüglich  einer  Geraden  (a,  ß^  7,  A,  (i,  v) 

aM^  +  ßM^  +  yM,  +  kB^  +  ftÄ^  +  vB, 

ergibt  ausgerechnet  die  Summe 

^[X,(A  -  yy,  +  ßz^  +  Y,{iL  -  az^  +  yx,)  +  Z,(y  -  ßx,  +  ay,)]. 

Die  Größen  in  den  runden  Klammem  werden,  wenn  man  noch 

X^  yy  ^  ßz^     fi  '=^  az  —  yx,     v  ^  ßx  —  ay 

einsetzt,  die  Komponenten  des  Vektorproduktes 

gA(P,-P), 

wobei  flf  ™  a^i  +  ße^  +  y^a  gemacht  wird,  P^  den  Angriffspunkt 
der  i^^  Systemkraft  und  P  den  auf  der  Geraden  angenommenen 
Punkt  (x,  y,  z)  bezeichnet.  Daraus  folgt,  wenn  wir  noch  den  Kraft- 
vektor XfCi  +  Yi^i  +  ^i^$  ="  Fi  einführen,  für  das  Moment  der 
Ausdruck 
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^ 


2F,xg  /\{P,~r), 

eotAprechead  der  DrsprfiDglichen  Definition  dieses  Momentes  fQr  ein 
Vektorsyatem. 

Man  findet  das  Moment,  indem  man  jede  Kraft  des  Systems 
mit  dem  kfinesten  Abstaod  ihrer  Wirkungslinie  von  der  Bezugalinie 
des  Momentes  und  dem  Sinns  des  Winkels,  unter  dem  die  beiden 
Linien  sieh  kreuzen,  multipliziert  und  alle  diese  Produkte  addiert. 

Den  letzten  Ausdruck  für  das  Moment  kann  man  aber  auch 
schreiben 

wenn  man  mit  M  den  Vektor  bezeichnet 

M  _  ^(P^  -  P)  A  F,. 
Man  findet  also  (da  der  Modul  von  g  gleich  1  ist)  das  Moment  ßr 
alle  dorcb  den  Punkt  P  gehende  Geraden,  indem  man  auf  sie  den 
Vektor  ^projiiiiert.  Trägt  man  demnach  diese  Momente  vom  PankteP 
ans  als  Strecken  PQ  ab,  so  ertHllen  die  Punkte  Q  eine  Kugel,  von 
welcher  der  Vektor  M.  eisen  Durchmesser  bildet.  Dieser  Vektor  be- 
deutet dann  das  Moment  des  Kräftesy^tems  für  den  Punkt  P. 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  im  Punkte  P  (d.  b.  die  Ebene 
durch  P,  die  zu  3f  senkrecht  ist)  wird  erfüllt  von  den  Geraden 
durch  P,  ttlr  welche  das  Moment  gleich  0  ist,  es  ist  also  die  Null- 
ebene dieses  Punktes. 

Will   man   die  Komponenten  des  Vektors  3f  ausrechnen,  so 
findet  man  aus  dem  gegebenen  Ausdruck  für  Jf,  da 
^Jl=J?,e,-f/^^e,  +  K.e,,  2{P-0) t\F^—M^e^■JfM^€^+M,ei 
ist,  für  sie  sofort  die  Werte 

Vgl.  Cauchy,  Sur  tes  moments  Unfaires,  Exercices  de  matb.  1  (1826), 
(Euvres  (2)  torae  6,  p.  89. 

2.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß,  wenn  ein  Kräflesystem  auf  dop- 
pelte Weise  ewä  EmtäJrräften  äquivalent  ist,  die  Wirkungslinien 
dieser  vier  Kräfte  immer  einer  Hegeltiäche  zweiter  Ordnung  angeiiören. 

Aufl&Bung.  Wenn  ein  Kräftesystem  zwei  Einzelkräften  äqui- 
valent ist,  so  versehwindet  für  jede  Gerade,  welche  die  Wirkungs- 
linien  der  beiden  Einzelkräfte  trifft,  das  Moment  dieser  beiden  Kräfte 
und  damit  auch  das  Moment  des  vorgelegten  Kräftesystems,  d.h.  die 
Gerade  ist  eine  Moebiusscbe  Nullinie.  Umgekehrt  mufi  eine 
Nullinie,  welche  die  Wirkungslinie  einer  der  iwei  das  gegebene 
KrSftesystem  ersetzenden  Einzelkräfte  trifft,  auch  die  Wirkungslinie 
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der  anderen  treffen,  denn  das  Moment  dieser  Kraft  muß  für  sie  ver- 
schwinden. Ist  nun  das  Eräftesjstem  in  doppelter  Weise  auf  zwei 
Einzelkräfte  reduziert  und  wir  ziehen  eine  Linie,  welche  drei  von 
den  Wirkungslinien  dieser  vier  Kräfte  trifft,  so  ist  dies  eine  Null- 
linie, weil  sie  die  Wirkungslinien  eines  der  Paare  von  Einzelkräften 
trifft,  und  da  sie  weiter  die  eine  Wirkungslinie  des  anderen  Paares 
trifft,  muß  sie  auch  die  vierte  Wirkungslinie  treffen.  Die  Geraden 
aber,  welche  drei  windschiefe  Gerade  treffen,  erfüllen  eine  iiegel- 
fläche  zweiter  Ordnung,  der  die  drei  Geraden  selbst  angehören,  und 
auf  der  Regelfläche,  die  wir  so  für  drei  der  vier  Wirkungslinien 
finden,  liegt  auch  die  vierte  Wirkungslinie,  w.  z.  b.  w. 

8.  Aufgabe.  Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  füriHer  Kräfte 
mit  wmdsckiefen  Wirkungslinien  aufzustellen. 

Auflösung.  Kehren  wir  die  Richtung  von  zweien  der  vier 
Kräfte  um,  so  erhalten  wir  ein  System,  das  dem  System  der  anderen 
beiden  Kräfte  äquivalent  ist.  Die  beiden  Paare  von  Eo-äften  sind 
daher  jedem  Kräftesystem  äquivalent,  dem  das  eine  Paar  äquivalent 
ist.  Deshalb  müssen  ihre  Wirkungslinien,  also  die  Wirkungslinien 
der  vier  gegebenen  Kräfte,  einer  Regelfläche  zweiter  Ord- 
nung angehören. 

Wir  wollen  nun  die  Größen  der  vier  Kräfte  finden.  Wir  nume- 
rieren die  Kräfte  von  1  bis  4  und  nennen  ihre  Größen  P^,  P^y  P^^  P^. 
Wir  wollen  femer  z.  B.  das  Moment  der  zweiten  Kraft  füi*  die  Wir- 
kungslinie der  ersten  Kraft  in  der  einfachen  Form  schreiben 

P,  .  (12) . 

Es  bedeutet  dann  (12)  das  gegenseitige  Moment  der  beiden  Wir- 
kungslinien, nämlich  das  Produkt  aus  ihrem  kürzesten  Abstände  und 
dem  Sinus  des  Winkels,  unter  dem  sie  sich  kreuzen.  Dabei  ist  zu 
beachten,  daß  allgemein  (ik)  =  (ki)  wird. 

Stellen  wir  nun  die  Bedingungen  dafür  auf,  daß  das  Moment 
des  Systems  der  vier  Kräfte  für  die  Wirkungslinien  dieser  Kräfte 
(wie  für  jede  Gerade  des  Raumes)  verschwindet,  so  ergeben  sich  die 
vier  Gleichungen 

(l2)P,-t-(l3)P3  +  (l4)P,«0, 

(21)  P,  +(23)P3  +  (24)P,  =  0, 

(31)P,  +  (32)P,  -t-(34)P,  =  0, 

(41)P, -t-(42)Pj  +  (43)P3  «0. 

Sollen  diese  Gleichungen  für  Werte  P,  die  nicht  sämtlich  verschwinden, 
zusammen  bestehen  können,  so  muß  ihre  Determinante  verschwinden. 
Die  so  entstehende  Gleichung  kann  man  aber  reduzieren  auf 

y(23)  (14)  +  V(äl)(2l)  +  y(l2)  (34)  =  0 . 
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Dies  ist  eine  analytische  Beziehung,  der  die  Wirktmgslinien  genügen. 
Aber  sie  ist  keineswegs  hinreichend,  denn  sie  drückt  noch  nicht  aus, 
daß  die  vier  Wirkungslinien  auf  einer  Regelfläche  2.  Ordnung  liegen. 
Bezeichnen  wir  die  ünterdeterminanten  der  betrachteten  Deter- 
minante mit  [11],  [12]  usw.,  so  ergibt  sich,  wenn  man  die  erste 
der  vier  linearen  Gleichungen  wegläßt: 

Pi :  P,  :  P,:Pt-  [11]  :  [12]  :  [13]  :  [14], 
und  wenn  man  die  zweite  Gleichung  wegläßt: 

P,:P^:P^:P^^  [21]  :  [22]  :  [23]  :  [24]. 

Multiplizio^  man  aber  dieJProportionen 

Pi :  Pg  =  [11]  :  [12]     und     P^  :  P,  «  [21]  :  [22], 

unter  Bücksicht  darauf,  daß  [12]  =  [21],  miteinander,  so  ergibt  sich 

P,»:P,»  =  [11]:  [22] 
und  somit 

P,:P,:P,:P^^  l/fu]  :  y[22]  :  Vßs]  :  ViÜ]  . 

Rechnen  wir  die  Werte  dieser  ünterdeterminanten  aus,  so  finden 
wir  für  die  Verhältnisse  der  vier  Kräfte 


l/(23)(34)(42) :  y(34)"(41)  (13) :  V(41)(l2)  (24) :  V'(12)(23)(31) . 

Damit  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst.  Die  Verhältnisse  der  Kräfte 
sind  durch  die  Lage  der  Wirkungslinien  eindeutig  bestimmt.  Vgl. 
Moebius,  Lehrbuch  der  Statik  I,  §  103. 

4.  Aufgabe.  Ein  vorgdegks  Kräftesyskm  zu  ersetzen  durcJi  ein 
äquivalentes  System  von  sechs  Kräften,  welche  in  den  Kanten  eines 
gegebenen  Tetraeders  wirken, 

Anf  lÖBung.  Wir  könnten  auch  statt  der  sechs  Kanten  eines 
Tetraeders  sechs  beliebige  Gerade  wählen,  die  nur  keinem  linearen 
Strahlenkomplex  angehören  dürfen,  doch  ziehen  wir  diese  besondere 
Formulierung  vor,  weil  sie  eine  übersichtliche  und  elegante  Lösung 
liefert. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  P^,  Pj,  Pj,  P^, 
die  Kanten  entsprechend  durch  die  Indizespaare  12,  13  usw.  und 
nennen  die  Momente  des  vorgelegten  Kräftesystems  für  diese  Kanten 
Jfjj,  -3fj3  usw.    Femer  wollen  wir 

ö  -  (^,  -  Pi)  X  (-Ps  -  -Pi)  A  (P,  -  Pi) 
setzen  und  die  unbekannten  Ej*äfte  in  den  Kanten  des  Tetraeders 
gleich  SiaCPg  —  Pj),  ^iz(Ps  —  ^i)  ^w.  annehmen.    Dann  muß  das 
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Moment  31^^  des  Krftftesjstems  für  die  Kante  1 2  gleich  dem  Moment 
der  Kraft  |j^  (P^  —  Pj)  für  dieselbe  Kante  werden,  weil  die  Momente 
aller  anderen  in  den  Tetraederkanten  wirkenden  Krftffce  für  diese 
Kante  verschwinden.    So  ergibt  sich  die  Gleichung 

Jf«  -  UP.  -  P^)  A  (P,  -  PO  X  ^o^pT-p,) 

oder 

G 

^li  -  -  ^54  ssd:(p,  -  p,y 

Wir  finden  auf  diese  Weise  die  Werte 

Jfcfg^  med  (P^  —  P,)       .  3f„  med  (P.-PJ 


3f^,  med  (P,^P,)  3f,3mod  (P,~P,) 

_       itf,,  mod  (P,-P,)  _       itf,,  mod  (P,-P,) 

Vgl.  Zeuthen,  Math.  Ann.,  Bd.  1,  S.  432  (1869);  Battaglini, 
Bendiconto  della  B.  Accademia  di  Napoli,  vol.  8,  p.  87  (1869);  yol.  9, 
p.  89  (1870). 

5.  Aufgabe.  In  welcher  Analogie  stehen  die  Kräfte  am  starren 
Körper  zu  den  früher  behandelten  momentanen  Drehungen  eines  starren 
Körpers? 

Aoflösiing.  Jeder  Kraft  läßt  sich  eine  Drehung  zuweisen  der- 
art, daß  die  Wirkungslinie  a  der  Kraft  die  Achse  der  Drehung,  die 
Größe  F  der  Kraft  gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  co  der  Drehung 
ist,  und  der  Körper  bei  der  Drehung  die  Bichtung  der  Kraft  in  posi- 
tivem Sinne  umkreist.  Sind  er,  |3,  )^,  A,  ft,  v  die  Koordinaten  der 
Linie  a,  so  werden  die  Koordinaten  der  Kraft 

Fa,     Fß,     Fy,     Fl,     F(i,     Fv, 

entsprechend  werden  die  Koordinaten  der  Drehung 

oa,     ioß^     cny^     coil,     (0(i,     cov, 

und  es  ist  JP  »  o  anzunehmen. 

Die  Komponenten  der  Kraft  nach  den  Koordinatenachsen  sind 

X-Ftf,     Y^Fß,     Z^Fy, 

Entsprechend  sind  die  Komponenten  der  Drehung  nach  den  Koordi- 
natenachsen 

p  =  wa,     q  ■=■  (a/5,     r  =  toy. 

Die  Koordinaten  eines  Kräftesjstems  bilden  wir,  indem  wir  die 
homologen  Koordinaten  aller  einzelnen  Kräfte  des  Systems  addieren. 
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Entsprechend  können  wir  auch  ein  System  von  momentanen  Drehungen 
bilden  und  dabei,  um  die  Koordinaten  des  Systems  zu  erhalten,  die 
Koordinaten  der  einzelnen  Drehimgen  addieren.  Dies  bedeutet  aber 
nichts  anderes,  als  daß  wir  die  momentanen  Drehungen  zu  einer 
resultierenden  Bewegung  zusammensetzen.  Der  Zusammensetzung 
der  Kräfbesysteme  am  starren  Körper  entspricht  also  die  Ersetzung 
der  zugehörigen  momentanen  Bewegungen  durch  eine  Bewegung, 
die  den  Körper  direkt  aus  derselben  Anfangslage  in  dieselbe  unend- 
lich benachbarte  Endlage  bringt  wie  die  in  ihr  vereinigten  Be- 
wegungen, wenn  man  sie  nacheinander  ausführt. 

Fügt  man  insbesondere  der  ursprünglich  betrachteten  Krafb 
eine  entgegengesetzt  gleiche  Kraft,  die  im  Koordinatenursprung  an- 
greift, also  die  Koordinaten  — JFa,  —Fß^  —^7?  0,0,0  hat,  hinzu,  so 
ergibt  sich  ein  Kräftepaar,  dessen  Koordinaten  die  folgenden  sind: 

0,     0,     0,     Fk,     F(i,     Fv. 

Fügt  man  entsprechend  der  Drehung  eine  entgegengesetzt  gleiche 
Drehung  um  eine  parallele  Achse  durch  den  Koordinatenurspnmg 
hinzu,  so  ergibt  sich  ein  Rotationspaar,  dessen  Koordinaten  die  fol- 
genden sind: 

0,     0,     0,     cjA,     (0(1^     G)v, 

Dieses  Botationspaar  bedeutet  aber  eine  bloße  Gleitung  oder  Trans- 
lation, bei  der  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  eines  jeden 
Punktes 

U  =>  COky       V  =  COft,        «7  =  0)1» 

sind,  während  die  Komponenten  für  das  Moment  des  Kräftepaares 
analog 

L  ^Fk,     3f  «  F(i,     N  «  Fv 

werden.  Einem  Kräftepaare  entspricht  also  eine  Translation  und 
die  Komponenten  der  Translationsgeschwindigkeit  korrespondieren 
den  Komponenten  des  Momentes  beim  Kräftepaar. 

Jenachdem  die  aus  mehreren  Drehungen  resultierende  Bewegung 
eine  Schraubung,  Drehung  oder  Gleitung  ist,  ist  das  Kräftesystem, 
zu  dem  die  den  Drehungen  analogen  Einzelkräfte  sich  zusammen- 
setzen, äquivalent  einer  Dyname,  einer  Einzelkraft  oder  einem 
Kräftepaar. 

Allgemein  werden  bei  einer  Schraubung,  deren  Koordinaten 
p,  g,  r,  M,  t;,  iv  sind,  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  eines  be- 
liebigen Punktes 

X  =  u  —  ry  -{-  qz^     y  "^  v  —  ps  -\-  rx,     i  =  «(?  —  ^^  +  PV- 
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Sind  aber  analog  12^,  B^j  B^,  itf^,  Jf^,  M^  die  Koordinaten  des  zu- 
gehörigen Eräftesystems,  so  hat  sein  Moment  für  denselben  Punkt  P 
die  Komponenten 

3R^=3f,-JB,y+i?yiP,  m^^M^^B^e+B,x,  m,^M.-B^x+B^y, 

Das  Moment  eines  Kräftesystems  för  einen  beliebigen  Punkt  ent- 
spricht also  der  Geschwindigkeit  desselben  Punktes  bei  der  zu- 
gehörigen momentanen  Bewegung.  Zu  warnen  ist  aber  davor,  die 
Bewegung  etwa  als  durch  das  fi[räftes7stem  veranlaßt  anzusehen. 
Die  betrachtete  Zuordnung  ist  vielmehr  eine  rein  geometrische.  Vgl. 
F.  Klein,  Math.  Annalen,  Bd.  4,  S.  403  (1871). 

6.  Aufgabe.    Zirei  Dyna/men  zu  einer  einzigen  zu  vereinigen. 

Auflösung.  Wir  setzen  voraus,  daß  die  Achsen  der  beiden 
Djnamen  sich  nicht  schneiden  und  verlegen  die  ii- Achse  eines  Koor- 
dinatensystems in  ihre  gemeinsame  Normale.  Sind  dann  B^ ,  B^  die 
Werte  der  Einzelkräfte,  \B^^  ^^  ^^  Moduln  der  Momente  der 
Kräftepaare,  so  sind  die  Koordinaten  z.  B.  der  ersten  Dyname  von 

der  Form  ^         .        -^    .    rx 

xfiCosöj,     iJ^smöi,     0, 

B^  (Ä?i  cos  öl  —  z^  sin  ö^),     B^  {h^  sin  6^  -f  z^  cos  ö^),     0, 

wenn  die  Achse  der  Dyname  den  Abstand  z^  von  der  iry- Ebene  hat 
und  mit  der  a;- Achse  den  Winkel  6^  bildet.  Wir  können  nun,  indem 
wir  den  Koordinatenursprung  und  die  Richtung  der  o;- Achse,  also 
die  Werte  z^  und  6^  geeignet  wählen,  die  Koordinaten  der  beiden 
Dynamen  auf  die  Form  bringen 

1^1  cos  öl,   JBiSinöi,  0,     ai^^cosöi,   jSÄjSinöi,   0, 
^cosöj,  iZ^sinög,  0|     aJSjCOSÖ,,   jSi^^sinö,,   0. 
Dann  ergibt  sich 

a=-k^  —  z^  taug  Öl  =  Äj  —  ^2  tang  ö,, 
|3  —  Ä^i  +  j^i  cotg öl  «  Äj  +  JP,  cotg öj. 

Diesen  Gleichungen  läßt  sich  genügen,  auch  wenn  man  berücksichtigt, 
daß  jeTj  —  jBfj  -■  d  und  öi  —  öj  =»  J  gegebene  Werte  haben,  nämlich  d 
gleich  dem  kürzesten  Abstand  der  Achsen  der  gegebenen  Dynamen 
und  d  gleich  dem  Winkel  zwischen  ihnen  ist.  Man  leitet  aus  den 
vorstehenden  Gleichungen  unschwer  die  folgenden  ab 

tang  (Öl  +  Ö,)  ^  **  ■^> ,     tang  (Öi  -  Ö,)  -  tang  (J, 
oder,  da  z^  —  z^^  d, 

^1  -r  ^8     »  tg  {ß,  -  e,)      tang  d  ' 
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Zu  beachten  ist,  daß  diese  Werte  außer  von  den  Achsen  der  Dy- 
namen  nur  von  der  Differenz  der  Parameter  Ä^,  A;,  abhängen.  Haben 
aber  die  Eoordinatenwerte  der  beiden  Dynamen  die  angegebene 
reduzierte  Form,  so  entstehen  auch  durch  Addition  dieser  Koordi- 
naten für  die  Koordinaten  der  resultierenden  Djname  Ausdrücke 
von  der  gleichen  Form: 

-Bcosö,  Äsinö,  0,     aÄcosö,  ßBsmO,  0. 

Dabei  ist  zunächst 

Ä cos  ö  —  i?i  cos  öj  -f  /?2  cos  öj, 

2?  sin  ö  «  i?i  sin  öj  +  ^  sin  öj, 

d.  h.  es  schließen  sich  die  Resultanten  jß^,  B^^  —B  zu  einem  Drei- 
eck, dessen  Seiten  mit  der  o;- Achse  der  Beihe  nach  die  Winkel 
öj,  ög,  ö  bilden,  dessen  Außenwinkel  also  6  —  öj,  0^ — ö,  öj  — öj  sind. 
Die  Achse  der  resultierenden  Dyname  trifft,  wie  aus  der  Form 
ihrer  Koordinaten  ersichtlich  ist,  die  j?- Achse  ebenfalls  unter  rechtem 
Winkel.  Ist  z  ihr  Abstand  von  der  xy- Ebene,  0  der  Winkel,  unter 
dem  sie  die  a;-Achse  kreuzt,  femer  kB  der  Modul  des  Momentes  des 
zugehörigen  Kräftepaares,  so  wird 

«Ä  cos  ö  =»  kB  cos  0  --  Bz  sin  ö, 

|3i2  sin  0  «  Ä;Ä  sin  Ö  +  i2;8f  cos  0 . 

Daraus  folgt 

z  ^  (ß  —  a)  sin  0  cos  0, 

und  da  für  die  ersten  beiden  Koordinaten  a;,  y  eines  Punktes  der  Achse 

x  :  y  — »  cos  0  :  sin  0 
sein  muß,  ergibt  sich 

z{x^  +  y*)  =  (ß  —  a)xy. 

Da  aber  auch 

;8fj  «  (|3  —  a)  sin  0^  cos  0^     und     z^^  {ß  —  a)  sin  0j  cos  0, 

wird,  liegen  auf  dem  durch  die  vorstehende  Gleichung  dargestellten 
Zylindroid  die  Achsen  der  drei  Dynamen,  und  greifen  wir  nun  zu- 
rück auf  die  früher  besprochene  Erzeugung  des  Zylindroids,  so  ergibt 
sich,  daß  auf  dem  Kreise,  der  hierzu  benutzt  wurde,  die  drei  den 
drei  Dynamenachsen  entsprechenden  Punkte  ein  Dreieck  bestimmen 
müssen,  das  dem  durch  die  drei  Besultanten  gebildeten  Dreieck  ähn- 
lich ist,  denn  die  Winkel  dieses  Dreiecks  oder  ihre  Supplemente  sind 
die  Winkel,  unter  denen  die  Achsen  der  drei  Dynamen  sich  kreuzen. 
Die  Lote,  die  man  aus  jenen  drei  Kreispunkten  auf  die  ;?- Achse  fällt, 
sind  aber  gleich  den  Wei-ten  \ik^tk.    Es  ergibt  sich  also  für  den 
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Punkt,  in  dem  die  Achsen  der  resultierenden  Djnamen  die  gemein- 
same Normale  der  anderen  beiden  Achsen  treffen,  die  folgende  Eon- 
straktion: Man  errichte  in  einer  Ebene,  die  durch  die  gemeinsame 
Normale  geht,  in  den  Treffpunkten  der  beiden  gegebenen  Achsen  die 
Lote  und  mache  ihre  Länge  gleich  den  zugehörigen  Parametern  k^,  k^. 
Über  der  Yerbindungsstrecke  ihrer  Endpunkte  JST^,  K^  zeichne  man 
dann  ein  Dreieck,  das  dem  Dreieck  der  Resultanten  ähnlich  ist,  so 
daß  die  Seite  K^K^  der  Resultante  E  entspricht.  Fällt  man  dann 
aus  der  dritten  Ecke  dieses  Dreiecks  das  Lot  auf  die  gemeinsame 
Normale,  so  ist  sein  Fußpunkt  der  gesuchte  Punkt. 

7.  Aufisabe.  Unter  dem  ViricU  eines  Kräftesystems,  dessen 
Kräfte  durch  die  Vektoren  F^  mit  den  festen  Angriffspunkten  F^  dar- 
gestellt  werden,  versteht  man  den  für  einen  bestimmten  Bezugspunkt  P 
gebildeten  Ausdruck 

Dieses  Virial  zu  untersuchen, 

Auflösung.   Geht  man  von  dem  Virial  für  einen  festen  Punkt  0 

7o  =  2f^  X  (P,  -  0) 

aus  und  setzt  ^F^ «  B,  so  ergibt  sich 

F-  Fo  +  Bx(P-0). 

Erhält  also  das  Virial  denselben  Wert  für  zwei  Punkte  P  und  P', 
so  muß 

Fo  +  B  X  (P-  0)  -  Fo  +  -B  X  (-P'-  Ö) 

werden,  mithin 

Bx(P-P')=-Ö; 

wenn  ü  4-  0  ist,  liegen  sonach  P  und  P'  in  einer  zu  der  Richtung  der 
Resultanten  normalen  Ebene.  Die  Punkte,  für  die  das  Virial  gleiche 
Werte  annimmt,  erfüllen  also  eine  Schar  paralleler  Ebenen.  Unter 
ihnen  ist  eine,  ttq,  für  deren  Punkte  das  Virial  verschwindet.  Ist  p 
der  Abstand  einer  der  anderen  Ebenen  von  tTq,  so  wird  für  die  Punkte 
dieser  Ebene  V  ^=^  R  -  p,  wenn  B  die  Oröße  der  Resultante  bedeutet. 
Ist  jß  »  0 ,  verschwindet  also  die  resultierende  Kraft  des  Eräfte- 
sjstems,  so  wird 

F«.  F 

das  Virial  ist  also  konstant  für  alle  Punkte  des  Raumes. 

In  kartesischen  Koordinaten  wird  das  Virial  durch  den  Ausdruck 

dargestellt,  in  dem  Xq^Pq,  Zq  die  Koordinaten  des  Bezugspunktes  P  sind. 
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Vgl.  Lagrange,  M^anique  analjtique,  1.  Partie,  Sect.  ULf 
§  V,  Nr.  21  ff.;  Schweins,  Jonmal  für Mathem., Bd. 38,  S.77  (1848); 
Bd.  47,  S.  238  (1853).  Moebius,  Lehrbuch  der  Statik,  1837,  Werke 
Bd.  3. 

8.  Aufgabe.  Den  Ausdruck  des  ViricUs  für  ein  System  von 
2knträlhräften  zu  finden. 

Auflösung.  Unter  einem  System  von  Zentral kräften  verstehen 
wir  ein  System  von  paarweise  entgegengesetzt  gleichen  Kräften,  die 
in  die  Verbindungslinie  ihrer  Angriffspunkte  fallen  und  deren  Größe 
eine  Funktion  des  Abstandes  dieser  Angriffspunkte  ist  Sind  F^^JP^^,,,F^ 
die  vorhandenen  Angriffspunkte  and  setzen  wir  mod  {P^  —  P^)  -■  r^, 
so  wird  demnach  ein  Paar  von  Zentralkr&ften  durch  folgende  Vek- 
toren gegeben 

Es  wird  dann  in  der  Tat  JF]^^  =  —  l'Jj.  An  jedem  der  n  Punkte  P, 
greifen  n  —  1  Kräfte  an,  die  nach  den  übrigen  Punkten  hin  ge- 
richtet sind. 

Bilden  wir  nun  das  Virial,  so  können  wir  die  Kräfte  sofort  zu 
Paaren  zusammenfassen  imd  finden 

7  -  2iF,,  X  (P,  -  P)  +  F,,  X  (P,  -  P)] , 

wobei  die  Summe  über  alle  Verbindungsstrecken  ik  auszudehnen  ist. 
Wir  erhalten  dann  weiter 

F=2-Tr'[(^t--p*)x(^i--p)  +  (^«--Pt)x(^*--P)] 

ik  •* 

ik  •* 

oder 

^ — -2  ♦*<*/;*  (»*<*)• 

ik 

Auf  diesem  Satz  beruht  die  häufigste  Verwendung  des  Virials. 

Vgl.  R.  Clausius,  Annalen  der  Physik,  Bd.  141,  S.  124  (1870); 
Jubelband  1874,  S.  411;  Villarceau,  Gomptes  Rendus,  t.75,p.  232, 
377  (1872). 

9.  Aufgabe.  Es  sei  ein  ebenes  Kräßesysiem  gegeben.  Man  soll 
dieses  durch  eine  Besuliante  oder,  wenn  das  System  keine  BesuUante 
zuläßt^  durch  ein  Kräftepaar  derart  ersetzen,  daß  die  Äquivalenz  er- 
halten bleibt,  wenn  man  (Hie  Kräfte  in  ihrer  Ebene  irgend  einer  ge- 
meinsamen Drehung  um  ihre  Angriffspunkte  unterwirft. 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  mit  X^,  Y^  die  Komponenten  der 
Kräfte  des  Systems  nach  zwei  rechtwinkligen  Koordinatenachsen  in 
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der  Ebene,  mit  x^j  y^  die  Koordinaten  der  verschiedenen  Angriffs- 
punkte, X,  Y  seien  die  Komponenten  der  gesuchten  Resultante  und 
ihr  Angriffspunkt  habe  die  Koordinaten  x,  y.  Drehen  wir  nun  alle 
Kräfte  in  der  Ebene  um  ihre  Angriffspunkte  und  sei  a;  der  Drehungs- 
winkel, so  werden  die  Komponenten  der  Sjstemkräfte  nach  der 
Drehung 

Xf  =»  -X,.  cos  ©  +  T^  sin  CO,     F/  =  —  X,.  sin  oo  -f  F^  cos  co, 

und  die  neuen  Komponenten  der  Resultante 

X'  =  X  cos  «o  +  F  sin  ©,     Y'  =  —  X  sin  w  +  Y  cos  od . 

Soll  aber  die  Resultante  in  der  verlangten  Weise  dem  vorgelegten 
Kräftesystem  äquivalent  sein,  so  muß 

sein,  unabhängig  von  dem  Drehungswinkel  <o. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  ergeben  aber  einfach 

die  Größe  und  Richtung  der  Resultante  wird  also  auf  die  gewöhn- 
liche Weise  gefunden,  indem  man  die  Kräfte  wie  Kräfte  mit  ge- 
meinsamem Angriffspunkte  nach  den  Regeln  der  Vektoraddition  ver- 
einigt. 

Die  letzte  Gleichung  dagegen  liefert,  wenn  wir  die  Faktoren 
von  sin  o)  und  cos  «  einzeln  einander  gleich  setzen, 

2(X,x,  +  Y,y,)  ^Xx+  Yy, 

^(r;.ic,.  —  X^y,.)  =  Yx  —  Xy, 

Dies  sind  zwei  lineare  Gleichungen  für  die  Koordinaten  o;,  y  des  An- 
griffspunktes der  Resultanten,  die  eine  und  nur  eine  Lösung  zu- 
lassen, solange 

X*  +  r«  +  0 

ist,  d.  h.  sich  eine  nicht  verschwindende  Resultante  ergibt.  Der  ge- 
fundene Angriffspunkt  ist  durchaus  analog  dem  Mittelpunkt  paralleler 
Kräfte  und  heißt  der  Moebiussche  Mittelpunkt  des  ebenen 
Kräftesystems. 

In  dem  Ausnahmefall,  wo  X*  +  Y*  =  0  ist,  also  die  Resultante 

verschwindet  und  ^X^  =■  0,  ^Y^  «  0,  mithin  auch  ^X/=  0, 

^r/— 0  wird,  ist  das  Kräftepaar  nicht  mehr  einer  Einzelkraft, 
sondern  nur  einem  £[räftepaar  äquivalent.  Seien  X',  Y'  die  Kom- 
ponenten der  einen  Kraft  dieses  Paares  nach  der  Drehung,  :r,  |^  die 
Koordinaten  ihres  Angriffspunktes,  x\  y    die  Koordinaten   des  An- 

Maroo longo:  tbeoret  Mechanik.  15 
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griffspunktes  der  anderen  Kraft  Für  die  Äquivalenz  ist  dann  allein 
erforderlich,  daß 

wird,  oder 

^(X,x,  +  r,y,)  =  X(x-x')+T(i,-y'), 

2(T,x,  -  X,y,)  -  y(x  -  x-)  -  X(y  -  y'). 

In  diesen  Oleichungen  sehen  wir  jetzt,  indem  wir  die  Angriffs- 
punkte der  Krftfte  des  Paares,  also  den  Arm  des  Kräftepaares,  be- 
liebig geben,  X  und  Y  als  die  Unbekannten  an.  Die  Gleichungen 
liefern  dann  immer  ein  einziges  Lösungssjstem,  da  notwendig 

(^  _  a.')t  +  (y  _  y')  +  0 

ist,  solange  die  beiden  Angrififspunkte  nicht  zusanunenfallen. 

Insbesondere  findet  man  den  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  auf 

Grund  des  Satzes  von  Moebius:  Die  Angriffspunkte  A^  B  zweier 

in  einer  Ebene  wir- 
?/  kenden,  nicht  par- 

allelen Kräfte  P,  Q 
und  der  Schnitt- 
punkt 8  der  Ver- 
bindungslinien ih- 
rer Wirkungslinien 
liegen  mit  dem 
Mittelpunkt  G  der 
beiden  Kräfte  auf 
einem    Kreise;    die 

Bögen  CA  —  a  und 

(Tb  ^  ß  und  die 
Größe  E  der  Re- 
sultante werden 
dabei,  wenn  r  der 
Radius  des  Kreises  ist,  durch  die  Proportion  bestimmt 


Pig.  80. 


sm~ 
2r 


sm/  isin'^-^^QiPiR, 


2r  2r 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  eine  einfache  Umformung  des  Parallelo- 
grammgesetzes, der  erste  ergibt  sich  daraus,  daß,  wenn  man  durch  ÄyB,  C 
unter  gleichen  Winkeln  co  gegen  die  Strecken  AS^  BS^  CS  gerade 
Linien  zieht,  diese  sich  in  einem  Punkte  S'  des  Kreises  schneiden 


und  dabei  bei  S'  dieselben  Winkel 


a 


ß 


entstehen  wie  bei  S, 


2r'  2r 

Es  ist  sofort  zu  sehen,  daß  die  Moebiussche  Regel  im  Grenz- 
falle paralleler  Kräfte  in  das  Archimedische  Hebelgesetz  übergeht. 
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10.  Aufisabe.  Insekt  man  aUe  Kräfte  eines  vorgelegten  Systems 
durch  ihre  Komponenten  nach  einer  bestimmten  Bichtung  q,  so  kann 
man  den  Miüelpunht  dieser  parallelen  Kräfte  bestimmen.  Man  soll 
mm  »eigen,  daß  dieser  Miäelpunkt  sich  in  einer  bestimmten  Ebene 
bewegt,  wenn  man  die  Bichtung  q  beliebig  verändert. 

Auflösung.  Es  seien  Z^,  Y^,  Z^  die  Komponenten  der  Kräfte 
des  Systems,  x^^  y^,  z^  die  Koordinaten  ihrer  Angriffspunkte.  Führen 
wir  dann  die  „astatischen  Koordinaten^^  des  Kräftesjstems  ein 

^i=-^X^;     Ai=-^ir.X.,    A^^^2^i^o   -^w'^-^^.^o 

tind  nennen  a,  jS,  7  die  Richtungskosinus  von  ^,  so  wird  die  Kom- 
ponente der  i*®**  Sjstemkraft 

aX,.  +  jSr^  +  yZ^, 

und  daraus  ergeben  sich  für  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der 
parallelen  Komponenten  die  Werte 

B^  =-  a^ii  +  ßA^^  +  7^18» 
Bri  =  a^ji  +  ßA^  +  yA^^j 

-Bf  ■=  «Ai  +  ßA^  +  7-äj8, 
B    «  aA^   +  ßA^   +  yA^, 

Durch  Elimination  von  ci^  ß^  y  folgt 

A      ' 

I 

«0 


1 

Al 

A2 

-^18 

V 

^1 

-4^2 

^1» 

? 

-^81 

-^82 

A^ 

1 

^1 

A 

A 

und  dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Ebene,  welche  die  Zentral- 
ebene des  Kräftesjstems  heißt.  Vgl.  Min  ding,  Journal  für  Mathe- 
matik, Bd.  lö,  S.  27  (1836);  Moebius,  ebenda,  Bd.  16,  S.  1  (1837), 
Werke,  Bd.  3,  S.  216,  523. 

U.  Aufgabe.  Man  sagt  von  einem  Kräftesystem,  es  sei  in  asta- 
tischem Gleichgewichte,  wenn  das  Gleichgewicht  bei  einer  beliebigen 
gemeinsamen  Drehung  äUer  Kräfte  um  ihre  Angriffspunkte  erhalten 
bleibt.    Die  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewü^ts  aufgusuchen. 

Auflösung.  Die  Komponenten  X,.,  F^  Z^  einer  Ej*aft  des 
Systems  gehen  bei  der  gemeinsamen  Drehung  aller  Kräfte  über  in 
die  Werte 

lö* 
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x^'  =  «1  a;.  +  ft r^  +  yi^n    ^i  —  «»^i  +  h^i  +  y%^i^ 

wenn  die  a^  ß,  y  die  Bichtungskosinus  dreier  zueinander  normaler 
Richtungen  bedeuten.  Für  das  Gleichgewicht  ergeben  sich  zunächst 
die  Bedingungen 

2x;,  J'r/,  ^z;  =  0   oder   2x„  2y„  2z,  -  o, 

d.  h.  Ä^^  A^^  Ä^  =  0.    Weiter  muß  auch 

2(cc,X,  +  ftr,  +  y,Z.)z,  =  ^(«,X,  +  ß,Y,  +  Y,Z,)x,, 

werden  für  jedes  Tripel  zueinander  normaler  Richtungen.  Dies  wird 
erreicht,  indem  man 

^X^x^  =  0,     ^X^y.  «=  0,     ^X^e.  =  0,     ^T^x^  —  0     usw. 

macht,  d.  h.  alle  die  Größen  ^,.^  »  0  annimmt. 

Daß  diese  Bedingungen  auch  notwendig  sind,  läßt  sich  eben- 
falls leicht  einsehen.  Zunächst  fordert  schon  das  Gleichgewicht  für 
die  ursprüngliche  Lage 

A^S  ™*  -^82»       -^81  *"  -^181       -^18  "^  -^21* 

Wählt  man  ferner  die  drei  zueinander  normalen  Richtungen  so,  daß 
zwei  der  o;^- Ebene  parallel  sind  und  die  dritte  die  der  je; -Achse  ist, 
so  werden  die  Bedingungsgleichungen  von  der  Form 

(1 — cos  w) -4^5= — sinco^^s,  sinc4)^2j=(l  — cosa))-4j3,  cos(a(-<fj2+-^88)'"^i 

wobei  CO  beliebig  bleibt.  Daraus  folgt  -4^,  =  0,  Ä^^  —  0,  ebenso 
ergibt  sich  auch  Jj,  =  0  und  schließlich  Ä^^  =  0,  ^js  '^  ^?  -^88  ^  ^• 

12.  Aufgabe.  Asiatisch  äquivalent  nermt  man  zwei  Kräftesysteme, 
wenn  die  Äquivalenz  hei  einer  beliebigen  gemeinsamen  Drehung  aller 
Kräfte  der  beiden  Kräftesysteme  um  ihre  Angriffspunkte  erhalten  bleibt, 
wenn  also  das  dem  einen  entgegengesetzte  Kräftesystem  das  andere  in 
astatisches  Gleichgewicht  setzt.  Ein  vorgelegtes  Kräftesystem  ist  auf  drei- 
fach unencUidi  viele  Arten  drei  zueinander  senkrechten  Einzelkräften 
astatisch  äquivalent,  deren  Angriffspunkte  jedesmal  der  Zenträlebene 
angehören.  Man  söU  zeigen,  daß,  wenn  man  in  diesen  Angriffspunkten 
Massen  anbringt,  di^  den  Quadraten  der  in  ihnen  angreifendeti  Kräfte 
proportional  sind,  der  Schwerpunkt  dieser  drei  Massen  jedesmal  in 
einen  bestimmten  Punkt  der  Zentralebene,  den  Min  ding  sehen  Zentral- 
punkt, fällt. 
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Anflösnng.  Nimmt  man  von  jeder  Kraft  des  Systems  die 
Komponenten  nach  irgend  drei  zueinander  senkrechten  Bichtungen, 
die  von  Kraft  zu  Kraft  nicht  wechseln,  und  vereinigt  die  gleich- 
gerichteten Komponenten  jedesmal  zu  einer  ihnen  astatisch  äqui- 
valenten Resultante,  so  erhält  man  drei  Kräfbe,  die  das  vorgelegte 
System  ersetzen  und  nach  der  10.  Aufgabe  in  drei  Punkten  der 
Zentralebene  angreifen.  Läßt  man  diese  Kräfte  in  die  Richtungen 
der  Koordinatenachsen  fallen, so  werden  ihre  Intensitäten  A^,  J^^  Ä^, 
und  die  Koordinaten  ihrer  Angriffspunkte  erhalten  die  Werte 

11  ^^1  91 

^^^  A\'     ^1  '"IT'      ^^"^' 

Der  in  der  angegebenen  Weise  bestimmte  Schwerpunkt  hat  dann  die 
Koordinaten 

Ai  a?i  -\-  Af  x^  -\-  A^  x^        Ai  A^^  -f"  A^  -^it  t"  A^  -^is 

Ä      m  i^a  »Am  am  t  m         a  t  a  a 


z. 


0 


A\'  +  J,«  +  A,'        =  "      J,«  +  ^*  +  ^* 


Diese  Ausdrücke  bekommt  man  aus  den  Formeln  der  10.  Aufgabe, 
indem  man 

macht,  also  die  Komponenten  nach  der  Richtung  der  Resultante 
des  vorgelegten  Kräftesystems  nimmt  und  von  ihnen  den  Mittelpunkt 
bestimmt.  Dieser  Mittelpunkt  ist  aber  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Koordinatensystems,  also  ist  auch  der  Schwerpunkt  der  drei  Massen- 
punkte, die  in  der  angegebenen  Weise  aus  den  astatischen  Kom- 
ponenten nach  drei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  folgt,  unab- 
hängig von  der  Wahl  dieser  Richtungen,  auf  welche  die  Koordinaten 
bezogen  werden,  und  damit  ist  der  in  der  Aufgabe  formulierte  Satz 
bewiesen.  Vgl.  Minding,  Journal  für  Mathematik,  Bd.  14,  S.  289 
(1835);  Padelletti,Rendiconto  dellaR.AccademiadiNapoli,vol.22, 
p.  29  (1883). 

18.  Aufgabe.    Zu  zeigen,  daß  ein  hdiebiges  Kräftesystem  asta- 
tisch  äquivalent  ist  einer  resultierenden  Einzelkraft  in  Verbindung  mit 
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drei  KräfUpaarm,  deren  Arme  die  Länge  1  haben  und  drei  durch 
dm  Angriffspunkt  0  der  Eimelkraft  gehenden,  zueinander  reefttumk' 
ligen  Achsen  angehören. 

Auflösung.  Wir  wählen  ftb:  die  drei  Achsen  die  Koordinaten- 
achsen und  nennen  3E,  9,  3  die  Komponenten  der  einen  Kraft  eines 
Paares,  dessen  Angriffspunkte  auf  der  or- Achse  in  den  Abständen  x 
und  X  vom  Koordinatenursprung  0  liegen.  Dann  werden  die  asta- 
tischen  Koordinaten  dieses  Paares 

0;      X  (a?  —  x),     ?)  (a;  —  /),     3  (^  —  ^')^ 
0;  0,  0,  0, 

0;  0,  0,  0. 

Macht  man  also  x  —  a;'  —  1 ,  so  wird 

und  führt  zwei  analoge  Kräftepaare  an  der  tf-  und  £r- Achse  ein, 
außerdem  eine  Einzelkraft  mit  den  Komponenten  A^^  A^^  A^^  die 
am  Koordinatenursprung  0  angreift,  so  sind  die  astatischen  Koor- 
dinaten des  so  gewonnenen  Kräftesjstems  denen  des  vorgelegten 
Kräftesystems  gleich,  und  dann  sind,  wie  man  leicht  sieht,  die  beiden 
Systeme  immer  astatisch  äquivalent. 
Betrachtet  man  nun  das  Ellipsoid 

und  denkt  sich  die  Koordinatenachsen  in  die  Hauptachsen  dieses 
Ellipsoids  gelegt,  so  muß 

-^11-^21     •"  -^2-^8  "H  -^13-^28  ™*  ^        USW. 

werden,  d.  h.  die  Kräfte  der  Kräftepaare,  welche  die  Komponenten 

(.Ai'  -^12»  As)»  (-^21?  -^2  7  Aa)j  (-^81'  ^2»  ^88)^*^6"»  stcheu  auf- 
einander senkrecht. 

Es  lassen  sich  also  diese  Kräfte  einer  solchen  gemeinsamen 
Drehung  unterwerfen,  daß  sie  in  die  Koordinatenachsen  selbst  fallen. 
Dann  aber  verschwinden  alle  statischen  Koordinaten  der  drei  Kräfte- 
paare und  das  Kräftesystem  ist  in  dieser  Lage  der  im  Koordinaten- 
ursprung angreifenden  Einzelkraft  statisch  äquivalent.  Ist  jedoch  eine 
solche  Lage  gefunden,  so  ergeben  sich  drei  andere,  indem  man  eine 
Um  Wendung  um  jede  Koordinatenachse  ausfuhrt.  Es  gibt  also 
im  allgemeinen  vier  Lagen,  bei  denen  die  Kräfte  des 
Systems  eine  durch  einen  bestimmten  Punkt  0  gehende 
Resultante  liefern.  Vgl,  auch  für  das  folgende,  Darboux,  Me- 
moire sur  requilibre  astatique  [Memoires  de  Bordeaux  (2)  t.  2  (1877)]. 
Da  Silva,  Mem.  Aead.  de  Lisboa  ( 2)  t.  3  (1851). 


Übnngflbeispiele.  231 


14.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß  man  durch  passende  Wahl  des 
Koordinatensystems  und  Drehung  der  Kräfte  alle  astatischen  Koordi- 
naten bis  auf  A^^,  A^^  Ä^  zum  Verschwinden  bringen  kann. 

Auflösung.  Wir  legen  zunächst  die  xy -'Ebene  des  Koordiaaten- 
systems  in  die  Zentralebene,  dann  wird  nach  der  10.  Aufgabe  ^ »  0, 
wie  auch  or,  ß,  y  gewählt  werden  mögen,  also  wird 

Drehen  wir  die  Kräfte  femer  so,  daß  die  Resultante  der  «;- Achse 
parallel  wird,  so  wird  auch    . 

A^  =.  0,     ^,  -«  0.  ^ 

Legen  wir   dann   den  Eoordinatenursprung   in    den   Zentralpunkt, 

machen  also  ^q)  ^o«  ^o  "^  ^9  ^^  ^^^  °^^  ^^^  Formeln  der  vorigen 
Aufgabe 

Lösen  wir  von  dem  Eräftesjstem  die  in  dem  Zentralpunkt  an- 
greifende und  zur  Zentralebene  senkrechte  Resultante  ab,  so  hat  der 
Rest  jetzt  die  astatischen  Koordinaten 

0: 


0 
0 


-^21 »       -^22 »       ^ 


0,        0,        0: 

er  bedeutet  also  ein  in  der  Zentralebene  wirkendes  Kräffcesystem  mit 
verschwindender  Resultante,  das  bei  allen  Bewegungen  in  der  Zentral- 
ebene einem  Kräftepaar  astatisch  äquivalent  ist.  Drehen  wir  die 
Krilfte  in  der  Ebene  so,  daß  die  Kräfte  des  Paares  in  die  Richtung 
des  Armes  fallen,  so  ist  Gleichgewicht  vorhanden,  und  es  wird 

-^12  ■■  -^21* 

Dies  ist  also  stets  durch  eine  Drehung  des  räumlichen  Kräftesjstems 
um  eine  zur  Zentralebene  senkrechte  Achse  zu  erreichen. 

Drehen  wir  nun  auch  noch  das  Koordinatensystem   um    die 
j?- Achse  durch  den  Winkel  a,  so  wird  A^^^  nach  der  Drehung 

J.J,  «  ^(^,-  cos  a  +  y^  sin  a)  (—  X^  sin  a  +  Y^  cos  a) 

=-  -4^2  c^s  ^  —  -^21  ^^"^  ^  —  (-^11  —  ^22)  c^^  a  sin  a 
oder,  da  A^^  =  A^^  war, 

Äy^  =  -4jj  cos  2a  —  -J-  (ilii  —  ^2)  ^^^  2^» 
und  dies  wird  gleich  Null,  wenn 
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Wir  können  also,  indem  wir  voraussetzen,  daß  das  Koordinatensystem 
schon  zu  Anfang  die  betrachtete  besondere  Lage  hat,  mithin  a  =  0 
wird,  von  vornherein  auch  noch 

annehmen. 

15.  Aufgabe.    Unter  dem  Vektormoment  eines  Kräftesystems  für 

eine  beliebige  Ebene  ä  verstehen  wir  den  Vektor  ^jp^JP^,  toenn  der 
Vektor  F^äiei*^  Systemkraft  der  Größe  und  Richtung  nach  darsteUt 
und  p^  der  Abstand  ihres  Angriffspwnktes  von  der  Ebene  %  ist.  Der 
Modul  dieses  Vektormomentes  ist  das  skalare  Moment  des  Kräfte- 
systSns  für  die  Ebene  n.  Man  soU  zeigen,  daß  die  Ebenen  gleidun 
skdiaren  Momentes  die  Fläd^en  einer  Schar  von  konfokalen  Flächen 
zweier  Ordnung  umhüUen, 

AuflöBTUig.    Ist  die  Gleichung  der  Ebene  7t 

ux  -{-  vy  +  WZ  —  q  =^  0, 

so  wird 

j/w*  +  v^+  w^  •  jp^  =  ux^  +  vy.  +  wz^  —  q 

und  somit  ergeben  sich  für  die  Komponenten  S",  -ff,  Z  des  Vektor- 
momentes die  Gleichungen 

Yu^  +  t;*  +  M?*  •  S-^  A^^u  +  A^^v  +  A^^w  —  A^q, 

yu^  +  v*  +  M7* .  H  ==  A^^u  +  ^„t;  +  A^^w  —  A^q, 

yu^  +  v^  +  w^'Z^  A^^u  +  A^v  +  ^53«?  —  A^q 
und  för  das  Quadrat  des  Skalarmomentes 

finden  wir 

Lassen  wir  ^  konstant,  so  ist  dies  die  Gleichung  einer  quadratischen 
Fläche. 

Setzen  wir  nun  die  in  der  vorigen  Aufgabe  besprochene  Reduk- 
tion der  astatischen  Koordinaten  als  ausgeführt  voraus,  so  können  wir 

-^11  **  -P)      -^22  "^  Öj      -^3  =  7? 

und  alle  anderen  Koordinaten  =»  0  annehmen.  Dann  wird  die  Flächen- 
gleichung einfach 
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oder  in  Punktkoordinaten 


X*  y*  z*         1 

Dies  aber  ist,  wenn  wir  ;0t  als  einen  variablen  Parameter  deuten,  die 
Gleichung  einer  Schar  von  konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung. 

16.  Aufgabe.  2jU  zeigen,  daß  drei  Funkte  der  ZentrcUebene,  in 
denen  drei  zueinander  senkrechte  und  dem  vorgelegten  Kräftesystem 
zusammen  asiatisch  äquivalente- Kräfte  angreifen,  in  der  Zentralebene 
ein  Polardreieck  eines  bestimmten  Polarsystems  bilden. 

Auflösung.  Wir  nehmen  das  Koordinatensystem  so  an,  daß 
seine  Achsen  mit  den  Hauptachsen  der  Momenteuflächen  zusammen- 
fallen. Vergleichen  wir  dann  die  vereinfachte  Gleichungsform  der 
Momentenflächen  mit  der  ursprünglichen,  so  zeigt  sich,  daß  bei  dieser 
Wahl  des  Koordinatensystems 

-^81  +  ^li  +  ^U  -  Ö.      also      ^31  "="  ö,  ^82  =  0,  ^,8  "  0 

wird  und  femer 

"^11  "^21    •     '^12'^22    •     "^18 "^28  ^^  ^* 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  man 


Ai  —  -P«!  . 

Ai  —  Ö«S, 

Ax  =  0, 

A  —  ^«81 

Ai  -  Pßt. 

^n  —  6/J», 

^M-0, 

A  =-  -ß^s. 

At  -=  -Pyi, 

At  -  öy». 

^js-0, 

^»  -  -By» 

setzen  kann;  dabei  bedeuten  die  o,  /3,  }f,  da  noch 

•^n  +  -^12  +  -^18  =  -P   J       -^21  "t"  -^22  "^  -^28  ^^  ^  ' 

^«  +  ^1  +  ^1  =  B» 

wird,  die  Richtungskosinus  dreier  Richtungen  ^^,  ^j»  9zi  ^i^  infolge 
der  vorhergehenden  Beziehungen  zueinander  normal  sind. 

Wir  bilden  nun  für  zwei  andere  zueinander  normale  Richtungen 
^,  Q  die  Komponenten  der  Kräfte  des  Systems  und  für  diese  Kom- 
ponenten jedesmal  die  Koordinaten  ihres  Mittelpunktes.  Die  Koor- 
dinaten dieser  Mittelpunkte  werden  aber  nach  den  Hir  sie  in  der 
10.  Aufgabe  gegebenen  Ausdrücken 

^  ^  P  COB  (p  p,)         Q   C08  (e  p,)    y  ^c\ 

^  J2c08(pp,)'    '^  *"  Ä  008  (p  p,)  '   ^     '^' 

,  ^  P  COB^(e'pi)      /    e  cos  (p'p,)     , 
^     i  008  (»,)  '    ''  ""  J?  008  (pV,)  '   ^  "  ''• 
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Hieraus  ist  auch  zu  sehen,  daß  die  xy -Ebene  hier  die  Zentralebene 
ist.    Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt 

P»"^e'^'"  '         Ä»C08(pp,)C08(Vp,)     ~ 

Der  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  wird  aber  gleich  0, 
wenn  die  Richtungen  q  und  q'  zueinander  normal  sind.  Man  sieht 
also,  daß  die  beiden  Mittelpunkte  ($,  rf)  und  (§',  t}')  in  der  Zentralebene 
einander  konjugiert  sind  bezüglich  des  imaginären  Kegelschnittes 

P*  ^  C*  ^  B* 

Sind  mithin  die  Mittelpunkte  f£Lr  drei  zueinander  normale  Richtungen 
gefunden,  so  sind  sie  paarweise  konjugiert  bezüglich  dieses  Kegel- 
schnittes, d.  h.  sie  bilden  ein  Polardreieck  von  ihm. 

Den  Kegelschnitt  bekommen  wir  aber  aus  der  Gleichung  der 
konfokalen  Flächen,  wenn  wir  darin  ^  '=^  0  setzen,  und  damit  die 
Gleichung  dann  erfüllbar  bleibt,  vorher  j?  »  0  machen.  Dieser  ima- 
ginäre Kegelschnitt  gehört  also  als  eine  ausgeartete  Fläche  der  kon- 
fokalen Flächenschar  an.    Ist 

ux  '\'  vy  —  q  =»0 

die  Gleichung  einer  Tangente  oder 

ux-f-vy  +  we  —  q  =0 

(bei  beliebig  bleibendem  iv)  die  Gleichung  einer  berührenden  Ebene 
des  Kegelschnittes,  so  erhalten  wir  die  Tangentialgleichung  des  Kegel- 
schnittes in  der  Form 

Diese  Gleichung  erfüllen  die  (bis  auf  eine,  die  Zentralebeno,  ima- 
ginären) Ebenen,  für  die  das  skalare  Moment  des  Kräftesystems 
gleich  Null  ist.  Von  diesen  Ebenen  also  wird  die  gefundene  imagi- 
näre Kurve  umhüllt. 

17.  Aufgabe.  Die  Bedingung  dafür  zu  suchen^  daß  ein  Kräfte- 
System  zwei  Einzelkräften  astatisch  äquivalent  ist,  d,  h,  ihnen  äquiva- 
lent bleibt,  wenn  man  alle  Kräfte  einer  gemeinsamen  Drehung  um  ihre 
Angriffspunkte  unterwirft. 

Auflösung.  Wenn  zwei  Kräftesjsteme  astatisch  äquivalent 
sind,  so  müssen  die  astatischen  Koordinaten  A^,  Ä^j  A^,  A^^  usw.  der 
beiden  astatisch  äquivalenten  Systeme  dieselben  sein.  Es  ist  also,  um 
unsere  Aufgabe  zu  erledigen,  nur  nötig,  die  astatischen  Koordinaten 
des  aus  nur  zwei  Kräften  bestehenden  Systems  und  die  Besonder- 
heiten, die  sie  zeigen,  zu  betrachten. 
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Wir  lassen  die  beiden  Kräfte  in  zwei  Punkten  der  :r- Achse  an- 
greifen, dann  werden  die  astatischen  Koordinaten  dieses  besonderen 
Systems  von  der  Form 

Yi+Yi',  0,  0,  0, 

Zi+Z^;  0,  0,  0. 

Wir  können  weiter  den  Koordinatenursprung  noch  so  wählen,  daß 
auch  die  Bedingung 

(X,  +  X,)  {x,x,  +  x,x,)  +  (r,  +  y,)  (t,x,  +  y,x,) 

+  {Z,  +  Z,)  {Z,x,  +  Z^x^  -  0 
erfüllt  ist. 

Wir  bestimmen  nun  die  früher  behandelten  Momentenflächen, 

Für  diese  ergibt  sich  dann  sofort  die  Gleichung 

l*u«  +  JK*g»  =-  ^»(u*  +  V*  +  ft'»), 
wenn  wir 

setzen.   Die  Gleichung  derselben  Flächen  in  Punktkoordinaten  lautet 

x"  _  ,  y'-M*_  JL 

Diese  Flächen  werden  also  Rotationsflächen  und  ergeben  sich  für 
Q  "-  0.    Dieses  ist  sonach  die  gesuchte  Bedingung. 

Die  Rotationsachse  der  Momentenfläche  enthält  die  Angriffs- 
punkte der  beiden  resultierenden  Einzelkräfte,  und  zwar  sieht  man 
leicht,  daß  man  den  Abstand  ihrer  Angriffspunkte  noch  beliebig 
wählen  kann,  dadurch  aber  sind  sie  selbst  vollkommen  bestimmt. 

Wählt  man  insbesondere  x^^=^  —  x^^  also  die  Angriffspunkte  in 
gleichem  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  der  Momentenflächen,  dann 
wird  auch 

ij«  +  Fl»  +  z.«  -  X,»  +  r,»  +  z,», 

d.  h.  die  Kräfte  sind  gleich  groß,  uud  weiter  ergibt  sieb 

_  P 

d.  h.  aber,  der  Abstand  der  beiden  Angriffspunkte  von  dem  Mittel- 
punkte ist  gleich  dem  Radius  des  Brennkreises 

^  -  0,       y»  +  z«  =  ^' 
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der  konfokalen  Rotationsflächen,  d.  h.  des  Kreises,  auf  dem  die  Brenn- 
punkte der  Meridianschnitte  der  Rotationsflächen  liegen. 

18.  Aufgabe.  Man  sagt  nach  Moebius,  ein  Kräftesystem,  das 
im  Gleichgewicht  ist,  besitze  eine  Achse  des  GleichgewiMes ,  tcenn  bei 
einer  beliebigen  Drehung  des  Körpers,  an  dem  die  Kräfte  angreifen, 
um  eine  bestimmte  Achse  das  Gleichgetcicht  erhalten  wird,  vorausgesetzt, 
daß  hierbei  die  Kräfte  selbst  der  Größe  und  Eichtung  nadi  ungeändert 
bleiben.  Man  soll  die  Bedingungen  aufstellen  dafür,  daß  eine  sökhe 
Achse  existiert, 

Auflösung.  Es  ist  zunächst  klar,  daß  es  sich  nur  um  die 
Festlegung  der  Achsenrichtung  handelt,  denn  ist  eine  Achse  des 
Gleichgewichts  gefunden,  so  ist  auch  jede  parallele  Achse  eine  Achse 
des  Oleichgewichts,  weil  eine  Drehung  um  diese  neue  Achse  sich  aus 
einer  Drehung  um  die  alte  Achse  und  einer  Parallelverschiebung, 
bei  der  natürlich  das  Gleichgewicht  erhalten  bleibt,  zusammensetzen 
läßt.  Da  nun  anfänglich  Gleichgewicht  vorhanden  ist,  bestehen  außer 
den  Gleichungen 

die  Beziehungen 

Weiter  sollen  aber  auch  die  Gleichungen 

J'(y,'Z,-z/r,)-0  usw. 

erfallt  sein,  wenn  a:/,  y/,  z/  die  Koordinaten  des  Angriffspunktes  der 
^*® '  Kraft  nach  der  Drehung  sind.  Diese  Koordinaten  sind  von  der  Form 

wo  die  Koeffizienten  a,  &,  c  nach  den  in  Kap.  IV  S.  95  gegebenen 
Formeln  durch  die  Parameter  x,  1,  jii,  v  auszudrücken  sind.  Führen 
vnlr  die  vorstehenden  Werte  ein,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

«2  As  +  (h  —  <Tj)  ^M  +  ^8^8  —  «8^12  —  h^ii  =-  ö     usw. 

In  die  angeschriebene  Gleichung  setzen  wir  nun  die  erwähnten  Werte 
der  Koeffizienten  ein  und  finden,  wenn  wir 

^  "=  —  (^2  +  ^is) ^  +  ^2?*  +  -^18^1  I 

B  =-       A^^k  —  {A^  +  ^, J ^  +  ^„v,  I  (a) 

setzen  und  sofort  die  zwei  analogen  Gleichungen  hinzufügen, 
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(b) 


XÄ  +  vjB  — ftC  —  O, 

—  vA  +  kB  +  kC^O, 

fiÄ  —  lB  +  %C=^0. 

Die  Determinante  dieser  Gleichungen  wird  einfach 

=  X  (x*  +  iL*  +  fi*  +  V*)  «  3t  =  cos  Y , 

wenn  o  den  ßotationswinkel  bezeichnet. 

Sollen  demnach  die  Gleichungen  für  ein  von  0  verschiedenes  x, 
also  ein  von  rc  verschiedenes  va  erfüllt  sein,  so  müssen  die  drei 
Größen  Ä,  By  C  verschwinden  und  die  Gleichungen  (b)  sind  er- 
füllt für  jeden  Wert  von  x,  also  ein  beliebiges  cd.  Es  bestehen 
dann  die  drei  Gleichungen 

Ai^  +  -^tf*  —  (Ai  +  Ai)^  "=  ö, 

aus  denen  durch  Elimination  von  Ij  (i^  v  folgt 

(-^«  +  -^8«)  Ai  ^19 

Ai  ~  (-^83  +  -^n)  Ai 

•^a«  ju.«o  "~~  \      11   ">  22/ 


(c) 


'81 


'82 


0. 


(d) 


Dies  ist  die  gesuchte  Bedingung.  Ist  sie  erfüllt,  so  ergeben  die  vor- 
hergehenden Gleichungen  eine  bestimmte  Lösung  fQr  die  Verhältnisse 
von  Xj  ^,  V,  und  die  Bedeutung  dieser  Größen  ist  die,  daß  die  Koor- 
dinaten x^  tfy  z  eines  Punktes  der  Achse  des  Gleichgewichts,  die  durch 
den  Ursprung  geht,  der  Proportion  genügen 

Nehmen  wir  co  «=»  jr,  so  wird  x  —  0,  und  die  drei  Gleichungen  (b) 
liefern  eine  Lösung 

A=^KX,     B^Kfi,     C=Kv, 

Es  ergeben  sich  also  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (a)  für 
Q  =»  -4jj  +  Äf^  +  Ji4j3  +  Ä*  die  drei  Gleichungen 

(-^11  —  q)^  +  Ai(^  +  Az^  =  ^1 

A^^k  +  (^22  —  (>)  ^  +  -^23  V  ="  0' 
-^81^  +  Ai(^  +  (As  —  ?)  ^  ==  0» 

aus  denen  die  Gleichung  dritten  Grades 
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Al- 

9 

A, 

A, 

^1 

-4«  — P 

^ 

^, 

^M 

^.- 

9 

-0 


folgt.  Die  so  gefandene  kubische  Oleiohung  hat  immer  reelle  Wnizeln, 
da  Äfi^  Äj^f  ist.  Die  zugehörigen  Werte  von  l:  (i:  v  entsprechen 
den  Hauptachsen  der  Fläche 

Ä^^x^  +  ^„y*  +  A^z^  +  2A^^yz  +  2Ä^^ex  +  2Ai^xy  —  1. 

Es  gibt  also  im  allgemeinen,  von  Parallelverschiebungen  abgesehen, 
außer  der  ursprünglichen  Gleichgewichtslage  noch  drei,  in  die  der 
Körper  durch  je  eine  halbe  Umdrehung  um  drei  zueinander  senk- 
rechte Achsen  übergeht  (vgl.  Aufgabe  13  am  Ende*). 

S.  Moebius,  Lehrbuch  der  Statik  I,  Kap.  8  (Werke,  Bd.  3). 

19.  Aufgabe.  Die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  eines  Systems 
von  Kräften  am  starren  Körper  zu  untersuchen. 

Auflösung.  Zunächst  können  wir  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen selbst  folgendermaßen  formulieren.  Wir  erteilen  dem  Körper 
eine  sehr  kleine  Bewegung  und  nehmen  an,  daß  dabei  die  Kräfte 
ihre  Größe  und  Richtung  nicht  ändern.  Die  Komponenten  der  Ver- 
schiebung, die  ein  beliebiger  Punkt  so  erleidet,  lassen  sieh  in  der 
Form  geben: 

6x^B{u  —  ry-\-qz),    öy^t{v—pz-\-rx)^    ^^^^(w  —  qx+py), 

wobei  e  eine  sehr  kleine  Größe  bedeutet.  Nehmen  wir  nun  für 
X,  y,  z  die  Koordinaten  o;,.,  y^,  z^  der  Angriffspunkte,  multiplizieren 
die  entstehenden  Werte  dx^,  dy^,  öz^  der  Reihe  nach  mit  den  Kraft- 
komponenten X^,  Fj,  Z^  und  addieren  über  alle  Kräfte  des  Systems, 
so  erhalten  wir 

^(X,dx,  +  Y,6y,  +  Z,dz,)  - 

slÄiU+A^v+Äj^w  +  {Ai^'-'A^^)p  +  {Ä^^—Ai^)q+{A^^-Ä^)r]. 

Besteht  Gleichgewicht,  so  wird  A^^A^^A^^O^  A^'^A^^^  A^^^A^^^ 
.^^2^^219  ^^^  ^^  ergibt  sich,  daß 

^{X,dx,  +  Y.dy^  +  Z.Sz,)  -  0 

wird  für  alle  möglichen  Verschiebungen  des  Körpers  (vgl.  darüber 
auch  das  nächste  Kapitel,  insbesondere  §  6).  Die  letzte  Gleichung 
läßt  sich  aber  auch  schreiben 

wenn  wir  das  Virial  T"  =*=  ^(X^^t  +  I^,y<  +  Z^z^  einführen  und, 
wie  gesagt,  die  Kräfte  als  konstant  ansehen. 
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Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke  für  öV  die  x^^  y^^  z^  sich 
noch  einmal  um  öx^^  6y^^  6z^  vermehren,  so  bleiben  die  Koeffizienten 
von  UyV^w  angeandert  und  die  Koeffizienten  von  p,  q,r  vermehren 
sich  um 

Daraus  folgt  für  die  Zunahme  von  öV 
wenn  wir  setzen 

-  -  (^^  +  ^33)2,«  ~  (.i33  +  Ä,,)  q'  -  (^,,  +  A,,)  r' 

+  2  Jgjgr  +  2^31  rjp  +  2-4i,ijg. 

Haben  8,  S,  E  dieselben  Vorzeichen  wie  bzw.  jp,  g,  r,  so  wird  Ä  >  0 
und  damit  auch  d'  F  >  0.  Es  gilt  aber  auch  das  umgekehrte.  Dies 
ist  leicht  zu  sehen.  Denn  ist  /S»  >  0  für  alle  Werte  von  jp,  g,  r,  so 
stellt  die  Gleichung  iS  »  1,  indem  wir  p,  q^r  als  Punktkoordinaten 
deuten,  ein  EUipsoid  dar,  und  Äi?'+  Sg'+  ®r'«  1  wird  die  Gleichung 
einer  Tangentialebene,  also  werden  9(,  93,  S  die  reziproken  Werte  der 
Achsenabschnitte  dieser  Tangentialebene.  Wir  erkennen  aber  sofort, 
daß  diese  Achsenabschnitte  dasselbe  Vorzeichen  erhalten  wie  die  ent- 
sprechenden Koordinaten  p,  q,  r  des  Berührungspunktes.  Es  ergibt 
sich  also  in  diesem  Falle,  daß  die  lu^prünglich  verschwindenden 
Momente  des  Kräftesjstems  für  die  Koordinatenachsen  infolge  der 
Bewegung  bestimmte  Werte  annehmen,  die  stets  dem  Sinne  nach 
mit  der  Drehungskomponente  für  die  betreffende  Achse  überein- 
stimmen. Ist  dagegen  S  <C  0  für  alle  Werte  von  p,  q,  r,  so  sind  die 
entstehenden  Momente  den  Drehungskomponenten  stets  entgegen- 
gesetzt. In  diesem  letzteren  Falle  nennt  man  das  Gleichgewicht  des 
Körpers  stabil.  Es  ist  also  die  ausreichende  und  notwendige  Be- 
dingung für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes,  daß  8  eine  definite 
negative  Form  von  jp,  g,  r  ist. 

20.  Aufgabe.  Ein  PufM  P  ist  Kräften  unterworfen,  die  nach 
festen  Punkten  P^  hin  gerichtet  sind  und  den  Abständen  PP^  propor- 
tional sind.  Man  soll  die  Gleichgewichtslage  des  Punktes  P  bestimmen. 

Auflösung.  Man  bezeichne  die  wirkenden  Kräfte  mit  A;;(P,- — P), 
indem  man  den  Proportionalitätsfaktor  k^  nennt.  Dann  erfordert  das 
Gleichgewicht: 
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Nimmt  man  einen  festen  Punkt  0  beliebig  an,  so  folgt  daraus 

Der  Punkt  P  ist  also  der  Mittelpunkt  paralleler  Kräfte,  die  in  den 
Punkten  P,-  angreifen  und  die  Größe  k^  haben. 

21.  Aufgabe.  Man  beweise,  daß  für  den  Schwerpunkt  S  eines 
Systefns  von  Massen  m^,  die  in  den  Punkten  P^  a/ngebracht  sind,  die 
Gleichung  besieht 

J-m^P,  -  Sy  =  ^^fn,m,(P,  -  P,y, 

wenn  M  «=  ^fn.  gesetzt  wird. 

AnflÖBiing.  Wir  gehen  aus  von  der  Definitionsgleichung  des 
Schwerpunktes 

M  •  {P  -  8)  =^  2MP  -  Pk). 

k 

die  für  jeden  Punkt  P  des  Baumes  erfüllt  ist,  und  nehmen  für  P 
insbesondere  einen  Punkt  P^  des  Massensystems  selbst.  Die  so  ent- 
stehende Gleichimg 

M .  (P,  -  Ä)  =  ^m,  (P,  -  P,) 

k 

multiplizieren  wir  skalar  mit  ♦w,.(P^  —  S)  und  summieren  nach  t, 
d.  h.  über  alle  Punkte  des  Massen  Systems.  Dann  erhalten  wir,  wenn 
wir  auf  der  rechten  Seite  sofort  die  beiden  Glieder,  die  den  Faktor 
vn^mi^  enthalten,  zusammenfassen, 

M-  ^m^iP^-Sy 

ik 

=  2^w,t»i  (p,  -  p,y, 

ik 

das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichimg. 

22.  Aufgabe.  Als  das  quadraiische  Moment  $  eines  Systems  von 
Massenpunkten  P^  mit  den  Massen  m^  für  einen  PunM  P  bezeichnet 

man  den  Ausdruck  Sm^  (P^  —  P)*.  Man  soU  zeigen,  daß  dieses 
Moment  für  den  Schwerpunkt  S  der  Massenpunkte  seinen  kleinsten 
Wert  annimmt. 

Auflösung.    Man  findet  sofort 

$  =  ^w,.  (p,  -  py 

--^m,(P.-Sy+2^m,(P,--S)x{S-P)  +  ^m,'(P-Sy. 
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Der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  ist  aber  durch  die  Gleichung 
definiert 

^m^  (P,.  —  fif)  =  0. 

Also  ergibt  sich  fflr  Jtf  =  Sm^ 

Hierin  ist 

das  Moment  für  den  Schwerpunkt  und  dies  ist,  da  eia  wesentlich 
positives  Glied  noch  hinzutritt,  stets  <  $,  also  ein  Minimum.  Sein 
Wert  ist  in  der  vorigen  Aufgabe  fLusgerechnet.    Die  Gleichung 

^^^^  +  M{p-8y 

zeigt,  wie  sich  aus  dem  Moment  für  den  Schwerpunkt  und  der  Ge- 
samtmasse M  das  quadratische  Moment  für  jeden  Punkt  P  finden  läßt. 
Vgl.  Lagrange,  Memoires  de  TAcademie   de  Berlin,  Annee 
1783  (1785),  p.  290.    Oeuv.  compl.  t  5,  p.  5C5. 

23.  Aufgabe.  Man  soll  angeben,  was  aus  dem  skalaren  Momente 
eines  Kräftesystems  für  eine  Ebene  wird,  wenn  die  Kräfte  des  Systemß 
aüe  gleichgerichtet  sind. 

Anflösung.  Wir  können  die  Kräfte  eines  solchen  Systems  alle 
durch  Vektoren  von  der  Form  tM,.gf,  indem  g  einen  konstanten  Ein- 
heitsvektor bedeutet,  darstellen.  Nennen  wir  dann  p^  die  Abstände 
der  Angriffspunkte  von   der  Bezugsebene  tt,  so  wird  das  Viktor- 

moment  gleich  Sm^Vig.  Der  Faktor  von  g  in  diesem  Ausdruck 
heißt  das  statische  Moment  des  Kräftesjstems  (oder  Massensystems) 
für  die  Ebene  tc  und  ist  das  skalare  Moment  für  diesen  besonderen 
Fall.  Ist  die  Ebene  durch  einen  Punkt  P  in  ihr  und  den  Einheits- 
vektor n  in  ihrer  Normalen  festgelegt,  so  wird  das  statische  Moment 

SR  —  ^fnj)i  —  ^wi,(P^  —  F)xn 

=  M{S'-P)xn^Mp, 

wenn  M  =  ^m^  ist,  8  den  Schwerpunkt  bezeichnet  und  dieser  von 
der  Ebene  tc  den  Abstand  p  hat.  Die  Flächen,  die  von  den  Ebenen 
gleichen  Momentes  9R  umhüllt  werden,  sind  hier  konzentrische  Kugeln 
mit  dem  Badius  3R :  If ,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Schwer- 
punkt ist. 

24.  Aufgabe.    Die  GtUdinsche  Regel  eu  beweisen, 

Auflösung.  Die  Guldinsche  Begel  lautet:  Kotiert  eine  Fläche 
oder  eine  Linie  um  eine  Achse,  so  ist  das  Volumen  oder  die  Ober- 
fläche des  erzeugten  ümdrehungsgebildes  gleich  dem  Produkt  aus  dem 
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Inhalte  der  Fläche  oder  der  Länge  der  Linie  und  dem  Weg  des 
Schwerpunktes. 

Wir  nehmen,  um  sie  zu  beweisen,  an,  daß  die  Kurve  mit  der 
Rotationsachse  x  zusammen  gleichzeitig  die  rotierende  Fläche  begrenze. 
Das  Flächenelement  wird  von  der  Form  dxdy^  und  die  Ordinate  17 
des  Schwerpunktes  der  Fläche  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

vJJ^^^y  ^Jjydxdy 

oder  mit  2  TT  multipliziert,  wenn  wir  auf  der  rechten  Seite  die  In- 
tegration nach  y  ausführen, 

2nri '  F  ^J Tty^dx^ 

wobei  F  den  Inhalt  der  rotierenden  Fläche  bedeutet.  Es  ist  aber 
sofort  zu  sehen,  daß  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  das  Volumen 
des  Rotationskörpers  liefert. 

Ist  weiter  ds  das  Linienelement  der  rotierenden  Kurve,  so  er- 
gibt sich  für  die  Ordinate  tIq  des  Kurvenschwerpunktes 

li^Jds  ^Jyds 
oder,  wenn  wir  wieder  mit  29C  multiplizieren, 

27trj^  •  3  '^J 27tyd8; 

8  ist  hierbei  die  Länge  der  ganzen  Kurve.  Das  Integral  auf  der 
rechten  Seite  aber  liefert  die  Oberfläche  des  Rotationskörpers. 

25.  Aufgabe.  Den  Schwerpunkt  einer  halben  Kre^fläche  und 
eines  halben  Kreisumfanges  auf  Grund  der  Gvldmschen  Begd  zu  her 
sti/mtnen* 

Anflösung.  Die  soeben  abgeleiteten  Gleichungen  werden  in 
diesem  Falle 

2^13  •  ^7cr*  «  "1''^*'*     '^^^     2«i/q  •  nr  ■«■  4«r*, 

somit  ergibt  sich 

4tr  2r 

f&r  die  Abstände  der  Schwerpunkte  von  dem  den  Halbkreis  begren- 
zenden Durchmesser.  Sie  liegen  außerdem  natürlich  auf  dem  den 
Halbkreis  halbierenden  Radius. 

26.  Aufgabe.  Den  Sdiwerpunkt  eines  EUipsoidoktanien  zu  finden. 

Auflösung.  Der  Schwerpunkt  habe,  auf  die  Hauptachsen  be- 
zogen, die  Koordinaten  |,  17,  ^,  dann  wird  z.  B.,  wenn  a,  5,  c  die 
Halbachsen  sind, 

^Ttabc  •  5  ^  jjjxdxdydz^ 
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das  Integral  über  den  Oktanten  ausgedehnt.  Wir  integrieren  zuerst  nach 
y  und  z  und  finden  als  dieses  Flftchenintegral  für  die  Abszisse  x  einen 

Ellipsenquadranten  mit  den  Halbachsen  -  Ya^—x^  und      )/a*— x*, 


also  vom  Inhalte  -.-  -y  (a*  —  x^) »    Somit  ergibt  sich  . 

a 

an  ==  ißa'  ~  x')  xdx^}  U  -  -2*1 

0  . 

oder 

1  =  1«. 

Analog  wird 

27.  Aufgabe.  Den  Schwerpunkt  eines  geraden  Kreisicegels  und 
eines  senkrecht  zur  Achse  abgeschniitenen  Botationsparäbolaids  zu 
finden, 

Auflösung.  Bezeichnen  wir  mit  h  die  Höhe  des  Kegels,  mit  a 
seinen  Achsenwinkel  und  mit  x  den  Abstand  einer  zur  Achse  senk- 
rechten Schnittebene  von  der  Spitze,  so  wird  der  Abstand  §  des 
Schwerpunktes  von  der  Spitze  durch  die  Gleichung  gegeben 

h 

-—  Ä*  tang  a*  •  |  ^Jnx^  tang  a*  dx  =      Ä*  tanga', 

0 

also  wird 

Bezeichnen  wir  ebenso  mit  h  die  Höhe  des  Paraboloids  und 
nehmen  die  Gleichung  seiner  Meridiankurve  in  der  Form  an 

y*  =  2jpx, 

so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktsabstandes  |  vom 
Scheitel  des  Paraboloids,  der  den  Eoordinatenursprung  bildet,  wäh- 
rend die  Achse  des  Paraboloids  die  rc-Achse  ist, 

h  h 

JTty^dx  '  J  ^Jny^xdx 

0  0 

oder,  wenn  wir  durch  2  np  dividieren  und  für  y^j2p  wieder  x  einsetzen, 

h  h 


J xdx  •  I  «  Ix^dx^ 


woraus 

16* 
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28.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß  der  Endpunkt  des  n^"  Teiles  der 
Besultante  von  n  an  einem  PunMe  0  angreifenden  Kräften  durch  den 
Schwerpunkt  der  mit  gleichen  Massen  m  versehenen  Endpunkte  dieser 
n  Kräfte  gebildet  wird,  wenn  man  sich  aUe  Kräfte  durch  Strecken, 
die  vom  Punkte  0  ausgehen,  dargestellt  denkt. 

Auflösung.  Seien  die  Strecken,  welche  die  n  Kräfte  dar- 
stellen, als  Vektoren  aufgefaßt  F^^^^Pf — 0  und  die  Besultante 
B^P—  0,  so  wird 

B-^jF;.     oder    P-^O^^^P^-O) 

und  wenn  S  der  Punkt  ist,  der  den  n*^  Teil  der  Resultante  begrenzt, 
wird  n(S--0)'^{P—  0),  also 

nm(S—0)^^m{Pi'-Ö), 

d.  h.  S'  ist  der  Schwerpunkt  der  in  den  Punkten  P^  angebrachten 
gleichen  Massen  m. 


Zweites  Kapitel. 

Das  Prinzip  der  Tirtnellen  YerscMebniigen. 

1.  Tirtuelle  Tersohleliiiiigen.  Wenn  ein  Punkt  P  eines 
materiellen  Systems  die  unendlich  kleine  Verschiebung  PF'  er- 
leiden kann^  so  sagt  man^  er  erfahre  eine  virtuelle,  d.  h.  nur 
als  möglich  gedachte  Yarschiebung.  Kanu  dieselbe  Yer-» 
Schiebung  auch  im  umgekehrten  Sinne  stattfinden^  so  heißt  sie 
umkehrbar,  im  anderen  Fall  nicht  umkehrbar.  Den  In- 
begriff der  Verschiebungen  aller  Punkte  eines  starren  Systems 
bezeichnen  wir  als  eine  Verschiebung  dieses  Systems. 

Ein  freier  Punkt  kann  jede  beliebige,  umkehrbare  Ver- 
schiebung erleiden;  ein  Punkt  auf  der  Begrenzungsfläche  eines 
festen,  undurchdringlichen  Körpers  kann  umkehrbare  Verschie- 
bungen nur  innerhalb  der  Tangentialebene  dieser  Fläche  er- 
leiden und  er  bleibt  bei  diesen  Verschiebungen,  da  sie  als 
unendlich  klein  anzunehmen  sind,  auf  der  Fläche.  Dagegen 
kann  er  in  jeder  nach  außen  hin  gehenden  Richtung  eine  nicht 
umkehrbare  Verschiebung  erfahren  und  entfernt  sich  durch  diese 
von  der  Oberfläche  des  Körpers. 

Das  Ende  P  eines  gespannten,  biegsamen  und  unausdehn- 
baren Fadens,  dessen  anderes  Ende  0  befestigt  ist,  kann  um- 
kehrbare Verschiebungen  innerhalb  einer  Tangentialebene  der 
mit  der  Fadenlänge  als  Radius  um  0  beschriebenen  Kugel  er- 
'  leiden.  Es  sind  auch  Verschiebungen  möglich,  welche  die  Ent- 
fernung des  Punktes  P  von  0  verkleinern,  aber  diese  sind 
zufolge  der  Unausdehnbarkeit  des  Fadens  nicht  umkehrbar. 

Ist  ein  Punkt  gezwungen,  im  Innern  eines  Dreikants  zu 
bleiben,  dessen  Spitze  0  und  dessen  Kanten  a,  6,  c  seien,  so 
kann  er,  solange  er  von  der  Begrenzung  dieses  Raumteils  fem 
bleibt,  jede  beliebige  umkehrbare  Verschiebung  erfahren.  Fällt 
er  aber  z.  B.  in  die  Ebene  &c,  so  sind  nur  die  Verschiebungen 
umkehrbar,  die  dieser  Ebene  angehören,  dagegen  sind  alle  die 
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Verscliiebangeii  nicht  nmkehrbary  die  den  Punkt  nach  dem 
Innern  des  Dreikants  zu  fQbren.  Fallt  er  auf  die  Kante  a,  so 
sind  nur  die  Verschiebungen  längs  dieser  iLante  umkehrbar, 
und  fällt  der  Punkt  schließlich  nach  0,  so  ist  keine  der  mög- 
lichen V^^chiebungen  umkehrbar. 

Liegt  ein  starrer  Körper  in  einem  Punkte  S  auf  einer 
festen  ebenen  Unterlage  ö  au^  so  sind  umkehrbar  alle  die  vir- 
tuellen Verschiebungen  des  Körpers,  bei  denen  der  Punkt  S 
an  seiner  Stelle  bleibt  oder  sich  in  der  Ebene  6  verschiebt^ 
dagegen  sind  alle  Verschiehungen  nicht  umkehrbar,  die  den 
Punkt  8  Ton  der  Unterlage  6  entfamen.  Die  ersteren  Ver- 
schiebungen lassen  sich  erreichen,  indem  man  den  Körper  um 
eine  in  der  Ebene  ö  durch  den  Punkt  S  gehende  Achse  dreht, 
d.  h.  ikuf  seiner  Unterlage  rollt,  oder  ihn  auf  der  Unterlage 
gleiten  laBt  Hierbei  bleibt  die  Bedingung,  daB  der  Körper 
auf  der  Unterlage  aufliegen  soll,  erfällt^  während  er  bei  jeder 
Bewegung,  die  eine  nicht  umkehrbare  Verschiebung  liefert, 
sich  von  der  Unterlage  entfernt. 

Ist  ein  Punkt  0  eines  starren  Körpers  fest,  so  kann  dieser 
Körper  nur  umkehrbare  Verschiebungen  erleiden,  dabei  ist  die 
Verschiebung  irgend  eines  Punktes  P  zu  der  Linie  OP  senk- 
recht, die  Verschiebungen  entstehen  aus  einer  virtuellen  Drehung 
des  starren  Körpers  um  den  Punkt  0. 

Alle  materiellen  Systeme,  bei  denen  nicht  sämtliche  Punkte 
beliebige  Verschiebungen  erfahren  können,  nennen  wir  unfrei. 
Wir  sehen  dann  aus  den  angeführten  Beispielen  von  solchen 
Sjßtemen,  daß  bei  ihnen  entweder  ausschließlich  umkehrbare 
oder  teils  umkehrbare,  teils  nicht  umkehrbare  Verschiebungen 
möglich  sind.     In  allen  Fällen  aber  ergibt  sich: 

Die  umkehrbaren  virtuellen  Verschiebungen  sind 
stets  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbar, 
d.h.  nach  ihrer  Ausführung  sind  die  Bedingungen  des 
Systems  immer  noch  erfüllt,  die  nicht  umkehrbaren 
Verschiebungen  dagegen  zerstören  eine  vorher  be- 
stehende Lagenbeziehung,  die  als  eine  Bedingung  des 
Systems  bezeichnet  werden  kann. 
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Demnach  lassen  sich  die  Bedingungen  des  Systems  auch 
direkt  als  Bedingungen  auffassen^  die  seinen  umkehrbaren  vir- 
tuellen Verschiebungen  auferlegt  werden. 

2.  Holonome  und  anholonome  Systeme.  Eine  wirk- 
liche Einsicht  in  die  Bedeutung  der  virtuellen  Verschiebungen 
wird  erst  erschlossen^  wenn  man  auf  die  analytische  Darstel- 
lung der  Systembedingungen  eingeht.  Um  diese  zu  finden^  be- 
zeichnen wir  mit  dP^  die  als  einen  Vektor  aufgefaßte  Ver- 
schiebung eines  Punktes  P,.  und  mit  dx^,  Sy^,  dz^  die  Kom- 
ponenten dieses  Vektors  nach  drei  zueinander  rechtwinkligen 
Achsen.  Die  Bedingungen  des  Systems  bedeuten  dann  all- 
gemein^ daß  von  den  Verschiebungskomponenten  aller  Punkte 
des  Systems  nur  gewisse  voneinander  unabhängig  sind  und  durch 
diese  alle  übrigen  bestimmt  werden.  Damit  eine  mathematische 
Behandlung  überhaupt  möglich  wird^  müssen  wir  annehmen,  daß 
diese  Bestimmung  in  analytischer  Form  geschieht. 

Es  ist  aber  auch  der  Fall  von  besonderer  Wichtigkeit, 
wo  von  vornherein  die  Lage  des  materiellen  Systems  durch 
gewisse  Parameter  festgelegt  wird,  indem  die  Koordinaten  aller 
Punkte  des  Systems  Funktionen  von  diesen  Parametern  werden. 

Ist  die  Anzahl  der  Parameter  kleiner  als  die  Gesamtzahl 
der  Koordinaten  aller  Punkte  des  Systems,  so  werden  durch 
die  angegebene  Darstellung  dieser  Koordinaten  bereits  gewisse 
Lagenbeziefaungen  der  einzelnen  Systempunkte,  also  gewisse 
Bedingungen  des  Systems  ausgedrückt,  die  von  Anfang  au  als 
erfüllt  anzusehen  sind.  Man  kann  die  Parameter  aus  den  Glei- 
chungen eliminieren,  welche  die  Koordinaten  der  Systempunkte 
in  Funktion  der  Parameter  liefern,  und  erhält  dann  eine  Reihe 
von  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  selbst,  die  auch 
als  Ausdruck  der  vorhandenen  Lagenbeziehungen  betrachtet 
werden  können. 

Außer  diesen  Li^enbeziehungen  sind  aber  weiter  diejenigen 
Bedingungen  hinzuzunehmen,  die  durch  die  Gleichungen  zwischen 
den  Verschiebungskomponenten  der  einzelnen  Systempunkte  aus- 
gedrückt werden,  diese  führen  auch  zu  Gleichungen  zwischen  den 
zu  möglichen  Verschiebungen  des  Systems  gehörenden  Variationen 
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der  das  System  festlegenden  Parameter  und  diesen  Parametern 
selbst.  Wir  macben  zunacbst  Yon  den  Lagenparametem  nocb 
keinen  Gebrauch  und  nehmen  an,  daß  alle  Beziehungen  direkt 
in  den  kartesischen  KocMrdinaten  der  Systempunkte  ausgedrückt 
sind.  Wir  vereinfachen  dabei  die  Untersuchung  ganz,  bedeutend, 
indem  wir  von  Anfang  an  nur  solche  Bedingungen  in  Betracht 
ziehen,  die  durch  homogene  lineare  Gleichungen  zwi- 
schen den  Yerschiebungskomponenten  ausgedrückt 
werden,  die  also  in  folgender  analytischer  Form  g^^ben 
werden: 

2{A,dx,  +  B,8y,  +  C,9z,)  =  0,  (1) 

wobei  die  Summe  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstrecken  ist. 
Da  die  Gleichung  (1)  erfüllt  bleibt,  wenn  wir  die  Vor- 
zeichen aller  dx^,  Sy^,  dz^  umkehren,  ergibt  sich,  daß  in  der 
Tat  alle  Yerschiebungen,  die  dieser  Gleichung  genügen,  um- 
kehrbar sind.  Wollten  wir  auch  nicht  umkehrbare  Verschie- 
bungen in  Betracht  ziehen,  so  müßten  wir  die  Gleichung  (1) 
ersetzen  durch  eine  Bedingung  von  folgender  Form: 

2{ASx,  +  5,dy,  +  C.dif,)  ^  0.  (2) 

Das  Zeichen  >  würde  dann  den  nicht  umkehrbaren,  das  Zeichen  =» 
den  umkehrbaren  Verschiebungen  entsprechen.  Es  hebt  sich  also 
auch  hier  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  heraus,  die 
insbesondere  für  die  umkehrbaren  Verschiebungen  gilt. 

Nun  ist  sofoii;  zu  sehen,  daß  auch  die  vorher  besprochenen 
Lagenbeziehungen  zu  einer  Gleichung  von  der  Form  (1)  führen. 
Diese  Lagenbeziehungen  müssen  nämlich  die  Form  haben 

« ((^.-,  Vi.  ^.l)  -  0,  (3) 

wenn  durch  die  doppelte  Klammer  ausgedrückt  wird,  daß  C 
eine  Funktion  der  Koordinaten  x.j  y^,  z-  aller  Punkte  des  mate- 
riellen Systems  bedeutet.  Lassen  wir  diese  Punkte  jetzt  solche 
virtuelle  Verschiebungen  erleiden,  welche  die  Bedingungen  de» 
Systems  unverletzt  lassen,  so  finden  wir,  daß  auch  die  Glei- 
chung gilt 

«  ix,  +  8x,,  y,  +  dy,.,  z,  +  d;?,l)  «  0. 
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Da  dx^f  Sy^y  dz^  unendlich  klein  sind,  ergibt  sich,  wenn^  Wie 
wir  voraussetzen  wollen,  nicKt  aUe  Deri vierten  von  £  ver- 
schwinden; durch  Subtraktion  der  vorhergehenden  Gleichung 
von  der  vorstehenden  ... 

wobei  die  Summe  über  alle  Punkte  des  SysteBss  zu  erstrecken  ist. 

Diese  Gleichung  ist  in  der  Tat  von  der  Form  (1).  Aber 
es  ist  nicht  umgekehrt  jede  Gleichung  von  der  Form  (1)  in 
eine  Gleichung  von  der  Form  (3)  überzuführen ,  d.  h.  es  ist 
nicht  jede  der  betrachteten  Bewegungsbedingungen  als  eine 
Lagenbeziehung  des  Systems  anzusehen.  Der  Fall,  wo  dies 
eintritt,  ist  nur  ein  besonders  bemerkenswerter  Spezialfall;  es 
heißt  ein  System,  dessen  sämtliche  Bedingungen  sich 
auf  Lagenbeziehungen  seiner  Punkte  reduzieren,  nach 
Hertz  (Die  Prinzipien  der  Mechanik,  Ges.  Werke  Bd.  III,  S.  91 
(1894))  ein  holonomes  System.  Dagegen  werden  wir,  wenn 
die  Bedingungen  sich  nicht  alle  in  endlicher  Form  geben  lassen, 
von  einem  anholonomen  System  reden. 

Den  endlichen  Gleichungen  (3)  läßt  sich  die  allgemeine 
Bedingungsform  an  die  Seite  stellen 

«fa;„y„^J^o.  (4) 

Es  zeigt  sich  aber,  daß  diese  Bedingung  nur  dann  eine  Ein- 
schränkung der  virtuellen  Verschiebungen  ergibt,  wenn  die  linke 
Seite  ihre  untere  Grenze  0  erreicht  hat.  Dann  aber  folgt  aus 
den  Beziehungen  £  ((a?„  y,,  z^  =  0,  daß 

«  i^i  +  Sx,,  y,  +  (Jy,,  z,  +  Sz^  ^  0 
wird,  und  demnach  ergibt  sich  weiter 

also  eine  Bedingung  von  der  Form  (2). 

Wenn  z.  B.  ein  Punkt  {Xy  y,  z)  durch  einen  biegsamen 
Faden  von  der  unveränderlichen  Länge  l  an  einen  festen 
Punkt  0,  der  mit  dem  Koordinatenursprung  zusammenfällt, 
gebunden  ist,  so  gilt  die  Bedingung 

p  -  {x'  +  y«  +  z^  ^  0. 
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Eine  Einscliränkiuig  der  momentanen  Bewegungsfreiheit  tritt 
nor  dann  ein,  wenn  der  Faden  gerade  gespannt  ist^  also 

und    die    sich    ergebende   Bedingung   für   die   Yerschiebungs- 
komponenten  lautet 

—  (xdx  -h  ydy  +  böb)  ^  0, 

d.  h.  der  Punkt  P  kann  sich  yon  dem  Punkte  0  nicht  weiter 
entfernen.     Soll  aber  der  Faden  gespannt  bleiben,  so  muB 

x8x  +  ydy  +  eöz  =»  0 
sein. 

Wir  wollen  auch  ein  einfaches  Beispiel  f&r  ein  anholo- 
nomes  System  geben  und  wählen  dafür  eine  Kugel  Tom  Ra- 
dius a,  die  gezwungen  ist,  auf  einer  festen  Ebene  ohne  Gleitung 
zu  rollen.  Das  bedeutet,  daß  sie  in  jedem  Augeublicke  die 
Ebene  in  einem  Punkte  A  berührt  und  sich  um  eine  in  der 
Ebene  durch  A  hindurchgehende  Achse  dreht,  so  daß  die  6e* 
schwindigkeit  des  Punktes  A  selbst  verschwindet.  Wir  fixieren 
die  Lage  der  Kugel  durch  die  Koordinaten  |,  17,  a  des  Mittel- 
punktes, bezogen  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen  x-  und 
y-Achse  in  die  feste  Ebene  fallen,  und  durch  die  Eulerschen 
Winkel  9,  '&,  ^,  welche  die  Lage  eines  von  dem  Kugelmittel- 
punkt ausgehenden  und  gegen  die  Kugel  festen  Achsenkreuzes 
festlegen.  Für  die  Verschiebungskomponenten  eines  beliebigen 
Punktes  (o;,  y,  z)  der  Kugel  ergeben  sich  dann  Ausdrücke  ron 
der  Form 

8x  =^  (osma-Zj     dy  =*  —  ai  cosa-jer,     d£r  =  0 

und  insbesondere  für  den  Kugelmittelpunkt 

dS  «  ao  sin a,     diy  «=  —  ao  cos  a. 

Es  sind  aber  hier 

jpi  =»  oj  cos  a,     q^^^  6}  sin  a,     rj  =»  0 

die  Komponenten  der  Drehung  für  drei  im  Räume  feste  Achsen, 
und  führen  wir  hierfür  die  Ausdrücke  (7)  auf  S.  164  ein,  so 
ergeben  die  Gleichungen 

dg  —  aji  «0,    diy  +  ap^  =  0,    r^  =  0 
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sofort 

4|  —  a  sinifdd'  +  asind'  cos^d^  =  0, 

Srj  +  a  008  ifdd'  +  a  sin  ^  sin  ^d^  =  0, 

d^  +  sind^öq)  =  0. 

Diese  dtei  Gleichungen  bestehen  zwischen  den  Variationen  der 
fünf  veränderlichen  Parameter  |,  rj,  (p,  d",  ^,  welche  die  Lage 
der  Engel  fixieren.  Von  den  drei  Gleichungen  ist  aber,  wie 
man  sofort  sieht,  keine  integrierbar,  das  System  ist  also  an- 
holonom. 

3.  Tirtnelle  Arbeit  einer  Kraft  oder  eines  Kräfte- 
Systems.  Man  nennt  virtuelle  Arbeit  einer  Kraft  F  bei  einer 
virtuellen  Verschiebung  dP  ihres  Angriffspunktes  P  das  ska- 
lare  Produkt  FxdP  des  Kraftvektors  F  und  des  Ver- 
schiebungsvektors SP.  Diese  Arbeit  ist  sonach  das  Pro- 
dukt der  Maßzahl  der  Kraft  und  der  Komponente  der  Ver- 
schiebung in  der  Richtung  der  Kraft.  Jenachdem  Kraft  und 
Verschiebung  einen  spitzen,  rechten  oder  stumpfen  Winkel 
bilden,  ist  die  virtuelle  Arbeit  positiv,  null  oder  negativ. 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  sofort,  daß,  wenn  X,  F,  Z 

die  Komponenten  der  Kraft  nach  drei  zueinander  senkrechten 

Richtungen  und   dx,  dffy  de   die  zugehörigen  Verschiebungs« 

komponenten  sind,  wir  für  den  Ausdruck  der  virtuellen  Arbeit 

finden: 

Fx  dP  «=  Xdx  +  Y8y  +  ZSz. 

Aus  der  Definition  ist  weiterhin  zu  ersehen,  daß  die  Summe 
der  Arbeitsausdrücke  für  mehrere  an  einem  Punkte 
angreifende  Kräfte  bezüglich  einer  und  derselben  vir- 
tuellen Verschiebung  gleich  der  virtuellen  Arbeit  der 
Resultante  dieser  Kräfte  wird. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  irgendwelchen  Bedingungen  unter- 
worfenes materielles  System  Z  und  bilden  für  irgend  eine  vir- 
tuelle Verschiebung  6  seiner  Punkte  P^  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  einer  Reihe  von  Kräften  F^,  die  wir  uns  in 
den  Punkten  P^  angreifend  denken,  diese  Summe  ist  dann  das, 
was  wir  die  virtuelle  Arbeit  des  an  dem  materiellen  System  S 
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angreifenden  Eraftesystems  S  bei  der  virtuellen  Verschiebung  ö 
nennen.    Wir  finden  so  den  Arbeitsausdruck 

Arb.  8  =  ^F,  X  dP,  -  ^(X,dx,  +  Y,dy,  +  Z,*j?,),  •  (5) 

wenn  X,^  Y^^  Z^  die  Eräftekomponenten  und  dx^y  8y^^  ^e^  die 
Eomponenten  der  Verschiebungen  dP^  bezeichnen.  Die  Summe 
kann  wie  ihre  einzelnen  Glieder  positiv^  null  oder  negativ  sein. 

4.  Prinsip  der  ▼Irtnellen  Tersohleliiiiigen.  Die  Be- 
gri£Fe,  welche  wir  entwickelt  haben^  gestatten,  die  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  materiellen  Systems  in 
einer  allgemeinen  und  äuBerst  einfachen  Form  auszusprechen^ 
luLmlich  wie  folgt: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  materiellen  Sy- 
stems besteht  darin,  daß  die  virtuelle  Arbeit  der  an 
dem  System  angreifenden  Kräfte  für  jede  mögliche 
umkehrbare  Verschiebung  des  Systems  verschwindet 
und  für  jede  nicht  umkehrbare  Verschiebung  negativ 
ausfällt. 

Dieser  Satz  wird  als  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen oder  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
bezeichnet.  Durch  das  Wort  Prinzip  will  man  ausdrücken, 
daB  der  Satz  nicht  im  eigentlichen  Sinne  als  ein  Lehrsatz 
aufzufassen  ist,  vielmehr  wird  durch  ihn  vom  rein  theoreti* 
sehen  Standpunkte  aus  der  Begriff  des  Gleichgewichtes  erst 
festgelegt.  Vom  praktischen  Standpunkte  aus  erscheint  es  aber 
wünschenswert,  die  sehr  abstrakte  Formulierung  des  Satzes 
mit  den  Erfahrungstatsachen  in  Einklang  zu  bringen,  aus  denea 
der  Begriff  des  Gleichgewichtes  hervorwächst.  Man  wird  also 
an  einfachen  Beispielen,  bei  denen  die  Gleichgewichtsbedin- 
gungen bereits  bekannt  sind,  zu  zeigen  haben,  wie  diese  Be- 
dingungen sich  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 
ableiten  lassen.  Ein  solcher  Nachweis  trägt  einen  wesentlich 
induktivetn  Charakter,  und  es  ist  jede  Begründung  des  Prinzips 
im  Grunde  eine  empirische.  Selbst  wenn  man  es  auf  eine 
Reihe   axiomatischer  Sätze   zurückführt,   aus  denen   es  durch 
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rein  logische  Prozesse  ableitbar  ist,  sind  doch  diese  axiomati- 
schen  Säiase  als  reine  Erfahrungstatsachen  aufzufassen,  und 
ob  man  sie  oder  das  Prinzip  selbst  als  den  pnlgnantesten 
Ausdruck  der  aufgenommenen  Erfahrungselement^  ansehen  wiU^ 
bleibt  immer  dem  Belieben  überlassen. 

Wir  wollen  hier  die  Betrachtung  so  führen,  daß  wir  be- 
ginnen mit  der  elementaren  Behandlung  gewisser  einfacher  FäUe, 
welche  geeignet  sind,  die  Bedeutung  des  Prinzips  klarzulegen. 

a)  Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  eines  einzigen 
Punktes  und  setzen  ihn  zunächst  als  frei,  beweglich  voraus. 
Ist  er  dann  im  Gleichgewicht,  so  muß  die  Resultante  der  auf 
ihn  wirkenden  Kräfte  verschwinden,  und  deswegen  ist  die  vir- 
tuelle Arbeit  für  sie  und  damit  auch  für  das  auf  den  Punkt 
wirkende  Kräftesystem  bei  einer  beliebigen  Yerrückung  null, 
umgekehrt,  wenn  die  Arbeit  des  Kräftesystems  bei  jeder  be- 
liebigen Verrückung  des  Punktes  null  ist,  so  ist  auch  die 
Arbeit  der  Resultante  null,  also  verschwindet  die  Resultante 
und  der  Punkt  ist  im  Gleichgewicht. 

Ist  der  Punkt  nicht  frei;  z.  B.  seine  Bewegung  durch  die 
Oberfläche  eines  festen  Körpers  gehemmt,  so  möge  F  die  Re- 
sultante der  wirkenden  Kräfte  bezeichnen.  Die  Fläche  übt  auf 
den  Punkt,  wenn  er  auf  ihr  liegt,  eine  gewisse  Wirkung  aus, 
die  dur^  eine  am  Punkt  augreifende  und  nach  dem  Äußeren 
des  Körpers  gerichtete  Kraft  N  repräsentiert  wird  (Postulat 
der  Reaktionskraft);  ist  JV  außerdem,  wie  wir  es  annehmen 
wollen,  normal  zu  der  Oberfläche,  so  sagen  wir,  es  sei  keine 
Reibung  vorhanden  oder  die  Oberfläche  vollkommen  glatt. 
Diese  Reaktionskraft  kann  die  bestehende  Unfreiheit  voll- 
kommen ersetzen,  und  wenn  wir  sie  hinzufügen,  dürfen  wir 
den  Punkt  als  frei  ansehen.  Es  ergibt  sich  also  nach  dem, 
was  wir  zuerst  gesagt  haben, 

Arb.  JP  +  Arb.  iV^ «  0 

für  jede  beliebige  Verschiebung  des  Punktes.  Es  wird  aber 
zufolge  der  über  die  Reaktionskraft  gemachten  Voraussetzung 

Arb.JV>0, 
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jenaehdem  die  Verschiebmig  nmkehrbar  ist  oder  nicht  Also 
ergibt  sich 

wie  es  das  Prinzip  der  virtuellen  Yerschiebiuigen  verlangL 
Die  Bedeutung  dieser  Bedingung  ist  die,  daß  F  senkrecht  zu 
der  Oberflache  and  nach  dem  Innern  des  Körpers  g^chtet  ist. 
Umgekehrt  folgt  ans  der  vorstehenden  Relation,  daß  sich  an 
dem  Punkte  dnrch  eine  zur  Oberfläche  senkrechte  und  nach 
außen  gerichtete  Reaktionskraft  absolutes  Gleichgewicht  her* 
stellen  läßt,  daß  er  also  auf  der  Oberfläche  des  festen  Körpers 
im  Gleichgewicht  ist. 

b)  Wir  betrachten  jetzt  ein  starres  System;  dieses  bestehe 
zunächst  nur  aus  zwei  Punkten  Ä,  Bj  die  durch  eine  sehr 
dünne,  starre  Stange  in  unveränderlicher  Enifemung  vonein- 
ander gehalten  werden. 

Um  analog  vorzugehen  wie  vorhin,  denken  wir  uns  die 
Stange  ersetzt  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  N 
und  y,  die  in  der  Richtung  der  Stange  wirken  und  von  denen 

^^  die  eine  in  A,  die  andere 

^TT^f* -^  ■*■"      'b'^^  JÄ  ^  angreift.  Bei  einer 

^jv  virtuellen  Verschiebung 

^^'  ^  gehe  die  Stange  aus  der 

Lage  ^£  in  die  Lage  A'B'  über.  Wir  projizieren  A,  B'  auf 
AB  in  die  Punkte  A^B^,  dann  haben  wir 

AB  =  A'B'  =  A^B^^, 

mithin  auch  AA^^  BB^ . 

Außerdem  greife  in  A  eine  Kraft  JP,  in  B  eine  Kraft  JF^ 
an,  dann  ergibt  sich,  da  nun  sowohl  A  wie  B  als  ein  freier 
Punkt  zu  behandeln  ist, 

Arb.  JP+  Arb.  JV=-  0,     Arb.  1?^  +  Arb.  JT  =  0. 

Es  ist  aber 

Arb.  jr=  modJV.  AA^,    Arb,  JT' modiV-  BB^, 

mithin  ergibt  sich  dnrch  Addition  der  beiden  Gleichungen 

Arb.JP+Arb.F'^O. 
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Ist  umgekehrt  diese  Bedingung  für  jede  Tirtuelle  Ver-* 
scliiebuiig  erfüllt^  so  wird,  wenn  wir  den  Punkt  B  festhalten^ 

Arb.J  — 0, 

also  F  senkrecht  zu  ÄA\  d.h.  F  fällt  in  die  Richtung  Ton  AB, 
Das  gleiche  gilt  für  F',  und  wenn  wir  den  Stab  auch  noch 
in  seiner  Richtung  verschieben^  so  folgt  F^  —  F',  die  zwei 
Kräfte  halten  sich  also  das  Gleichgewicht.  — 

Setzen  wir  nun  das  starre  System  aus  drei,  vier  usw.  paar- 
weise starr  verbundenen  Punkten  zusammen,  so  lassen  sich  die- 
selben Überlegungen  anwenden.  Derart  schließen  wir,  daß^ 
wenn  irgend  ein  starres  System  im  Gleichgewicht  ist,  die  vir- 
tuelle Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  für  jede  mögliche  virtuelle 
Verschiebung  verschwindet. 

Der  gleiche  Schluß  bleibt  auch  bestehen,  wenn  das  System 
einen  oder  zwei  feste  Punkte  hat.  Sei  0  ein  solcher,  danu 
lassen  wir  in  0  eine  Eraft  N  angreifen,  welche  die  von  dem 
festen  Punkte  auf  das  starre  System  ausgeübte  Reaktion  dar- 
stellt. Nach  der  Einführung  dieser  Reaktionskraft  kann  man 
das  System  als  frei  ansehen.  Aber  die  Arbeit  von  3^  wird 
null,  weil  der  Punkt  0  fest  bleibt,  also  ist  auch  unmittelbar 
die  Arbeit  der  wirkenden  Kräfte  gleich  null.  — 

Wir  nehmen  nun  an,  der  starre  Körper  sei  mit  einer 
festen  Wand  in  Berührung.  Ist  der  Körper  gezwungen,  auf 
dieser  Wand  (ohne  Reibung)  zu  gleiten,  so  können  wir  die 
Wand  weglassen,  wenn  wir  in  jedem  Berührungspunkte  dea 
Körpers  mit  der  Wand  eine  zu  dieser  senkrechte  und  nach 
dem  Innern  des  Körpers  zu  gerichtete  Kraft  anbringen.  Bei 
Einführung  dieser  Kräfke,  deren  Gesamtheit  wir  mit  JV  be- 
zeichnen, bleibt  der  Körper  nach  dem  Fortnehmen  der  Wand 
im  Gleichgewichte,  wenn  er  es  vorher  war.  Ist  8  das  System 
der  auf  den.  Körper  wirkenden  Kräfte,  so  haben  wir  für  jede- 
beliebige  virtueUe  Verschiebung  des  Körpers 

Arb.  S  +  Arb.  iV^  =  0. 

Aber  für  alle  umkehrbaren  Verschiebungen  (Drehungen  um  ein» 
zu  der  Fläche  der  Wand   senkrechte  Achse   oder  Gleitungea 
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panülel  zu  dieser  Wandfläche)  wird  Arb.3"»0,  f&r  die  nicht 
nmkehrbaren  Verschiebungen  (Translationen  von  der  Wand  w^) 
wird  Arb.JV>0;  also  ist  im  Falle  des  Gleichgewichtes 

Arb.  S  ^  0, 

je  nachdem  es  sich  um  eine  umkehrbare  oder  nicht  umkehr- 
bare Verschiebung  handelt. 

Liegt  der  Korper  nur  in  einem  Punkte  Ä  auf  der  Wand 
auf,  so  kann  er  sich  auch  um  eine  beliebige  durch  Ä  gehende 

Achse  drehen.  Hierbei  yersch win- 
det aber  sicher  die  Arbeit  der 
in  A  angreifenden  Reaktions- 
kraft N,  da  der  Punkt  Ä  selbst 
an  seiner  Stelle  bleibt. 

Wenn  also  ein  freier  oder 
auf  die  angegebenen  Arten  in 
seiner  Bewegungsfreiheit  beschrankter  starrer  Körper  im  Gleich- 
gewicht ist.  so  wird  die  Arbeit  der  unmittelbar  auf  ihn  wir- 
kenden Kräfte  null  für  die  umkehrbaren  und  negativ  für  die 
nicht  umkehrbaren  virtuellen  Verschiebungen. 

c)  Wir  betrachten  jetzt  das  System  zweier  starrer  Körper 
C  und  C\  die  einander  berühren.     Nehmen  wir  zunächst  an, 

daß  sie  sich  nur  in  einem  be- 
stimmten Punkte  A  berühren. 
^^  Wir  können  dann  in  der  ge- 
wöhnlichen Weise  C  und  C  als 
frei  ansehen,  wenn  wir  in  A  zwei 
*'  Reaktionskräfte  JV  und  JV^  ein- 

führen,  und  finden  für  die  freien  und  einzeln  im  Gleichgewicht 
befindlichen  Körper  C,  C  die  fiir  jede  umkehrbare  Verschie- 
bung geltenden  Gleichungen 

Arb.  S  +  Arb.  2V  =  0,    Arb.iS'  + Arb.JT  =  0, 

indem  S,  S'  die  auf  die  beiden  Körper  wirkenden  Kräftesysteme 
bezeichnen.  Die  beiden  Reaktionskräfte  JV,  ^'  sind  aber  ein- 
ander entgegengesetzt  gleich  anzunehmen,  also  wird,  da  die 
Berührung  in  A  erhalten  bleiben  soll, 
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Arb.  JV  +  Arb.  JT  -  0 
und  damit 

Arb.  S  +  Arb  S'  -  0, 

wälirend  für  jede  nicht  umkehrbare  Verschiebung  (bei  der  sich 
die  Körper  voneinander  entfernen) 

Arb.Sf+ Arb.S'<0 
wird.  — 

Wir  setzen  jetzt  Toraus,  daß  die  Körper  aufeinander  gleiten 
können,  und  nennen  V  die  Geschwindigkeit  des  zum  Kör- 
per C  gerechneten  Punktes  A,  V  dagegen  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  Ä  von  C\  der  augenblicklich  mit  Ä  zusammen- 
fällt. Die  Differenz  der  Vektoren  V'  und  V  ist  die  Gleit- 
geschwindigkeit; da  diese  aber  in  der  gemeinsamen  Beruhrungs- 
ebene  der  beiden  Körper  enthalten  sein  muß,  ergibt  sich^  daß 
die  Normalkomponenten  von  F'  und  V  gleich  sind.  Das  Gleiche 
gilt  sonach  von  den  virtuellen  Verschiebungen  der  Punkte  Ä 
und  A,  daraus  folgt  aber,  weil  die  entgegengesetzt  gleichen 
Reaktionskräfte  N,  N'  senkrecht  zu  der  gemeinsamen  Berührungs- 
ebene der  beiden  Körper  anzunehmen  sind,  sofort,  daß  wieder 

Arb. -y  +  Arb.  JT' -  0 

wird,  während  für  jede  nicht  umkehrbare  Verschiebung,  bei 
der  sich  der  Körper  C  vom  Köi-per  C  entfernt, 

Aih.N+krh.]S">0 

ist.     Mithin  ergibt  sich  in  diesen  beiden  Fällen  wie  vorhin 

Arb.S  +  Arb.S'^O. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  Körper  seien  gezwungen,  auf- 
einander zu  roUen  ohne  zu  gleiten,  so  dürfen  wir  nicht  mehr 
voraussetzen,  daß  die  Reaktionskräfte  N  und  N'  senkrecht  zu 
der  gemeinsamen  Berührungsebene  der  beiden  Körper  sind. 
(Man  kann  vom  technischen  Standpunkte  aus  an  eine  hinzu- 
tretende, tangentiale  Reibungskraft  denken,  die  das  Gleiten  ver- 
hindert.) Dann  wird  aber  die  Gleitgeschwindigkeit  null,  die 
virtuellen  Verschiebungen  der  beiden  Punkte  A  und  A'  müssen 
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dieselben  sein,  und  somit  wird  Hier  wieder  Arb.JV+ Arb.JT^O 
nnd  folglicli  ebenfalls  wieder 

Arb.S  +  Arb.S'=0 

f&r  jede  umkehrbare  Yerschiebnng. 

d)  Wenn  wir  auf  dieselbe  Weise  fortfahren,  so  gelingt  es, 
zu  zeigen,  daß  far  jedes  im  Gleichgewicht  befindliche  System, 
welches  sich  ans  starren  Eorpem  mit  oder  ohne  feste  Punkte 
und  Achsen  zusammensetzt,  wobei  die  einzelnen  Körper  sich 
aufeinander  oder  auf  feste  Wände  stützen  und  auf  diesen  rollen 
oder  gleiten  können,  die  virtuelle  Arbeit  der  auf  das  System 
wirkenden  Kräfte  null  bei  jeder  umkehrbaren  und  negativ  bei 
jeder  nicht  umkehrbaren  virtuellen  Verschiebung  wird.  — 

Die  Umkehrnng  des  so  gewonnenen  Satzes  ist  aber  nur  dann 
einwandfrei  zu  beweisen,  wenn  wir  wieder  auf  die  mathema- 
tische Form  der  dem  System  auferlegten  Bedingungen  eingehen. 
Hierzu  führt  ein  Weg,  der  an  andere  mechanische  Vorstellungen 
als  die  bisher  benutzten  anknüpft  und  zuerst  von  Lagrange 
eingeschlagen  ist.  Wir  wollen  uns  hierbei  zunächst  auf  die 
umkehrbaren  Verschiebungen  beschränken. 

Der  Zweck,  die  allgemeine  Bedingungsgleichung  (1),  auf 
die  wir  nun  zurückgreifen,  durch  eine  materielle  Verknüpfung 
zu  ersetzen,  wird  durch  eine  Flaschenzugkonstruktion  erreicht, 
die  in  folgendem  besteht. 

Wir  gehen  davon  aus,  daß  mit  beliebiger  Annäherung 

yj7+ i?,»  +  C,»  =  2  5       (.-1,2,3,...) 

gesetzt  werden  kann,  wenn  wir  mit  m,  m^,  m,,  m,, . .  .  ganze 
Zahlen  bezeichnen.     Dann  läßt  sich  aber  weiter 

^.  «  2  — *  cos  a..,    Ä  =  2  --*  cos  /3.,     (7,  =  2  —  cos  y.. 

setzen,  indem  wir  mit  a^,  /3,.,  y^  die  Winkel,  die  eine  bestimmte 
Richtung  v^  mit  den  Koordinatenachsen  bildet,  bezeichnen. 
Auf  diese  Weise  geht  die  Gleichung  (1)  über  in  die  Form 

^2m^{costt^dXi  +  coB/3,.dy,.  +  cosy.diP,)  «  0. 

Die  Klammergröße  in  dieser  Gleichung  läßt  sich  geometrisch 
deuten,  wenn  wir  in  der  Richtung  v^  vom  Punkte  P,.  aus,  um 
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die  beliebige  Strecke  l^  entfernt^  einen  als  fest  betrachteten 
Pnnkt  Qi  annehmen.    Dann  können  wir 

cos  a^dXi  +  cos  ßidpi  +  cos  y,d£f^  =  —  dl^ 

setzen,  indem  dl^  die  Veränderung  der  Entfernung  P^Q,.  bei 
der  Verschiebung  des  Punktes  P,.  bezeichnet.  So  wird  die 
transformierte  Bedingungsgleichung  einfach 

oder 

22m,l^  =  (?,  (6) 

wenn  c  eine  Konstante  bedeutet. 

Die  letzte  Gleichung  gewinnt  nun  aber  eine  einfache  Be- 
deutung. Gehen  wir  Tom  Punkte  Q^  aus  und  legen  um  ihn 
und  den  Punkt  P^  einen  Faden  tn^-mal  herum,  führen  wir 
diesen  Faden  dann  zum  Punkte  Q^  und  legen  ihn  um  diesen 
Punkt  und  den  Punkt  P^  ntj-mal  herum,  und  fahren  wir  so 
fort,  bis  wir  den  Faden,  nachdem  wir  ihn  um  das  letzte 
Punktepaar  P^,  Q^  9n^-mal  herumgeführt  haben,  in  dem  Punkte 
Q„  befestigen,  dann  bedeutet  die  angeschriebene  Gleichung, 
daß  bei  jeder  möglichen  Verschiebung  der  Punkte  P^ 
die  Länge  des  Fadens  ungeändert  bleiben  soll.  Sehen 
wir  also  den  Faden  als  unausdehnbar  an,  so  bedeutet  die  aus- 
geführte Konstruktion  eine  mechanische  Verwirklichung 
der  allgemeinen  Bedingungsgleichung.  Diese  Verwirk- 
lichung erscheint  als  eine  direkte  Verallgemeinerung  des  schon 
besprochenen  sehr  speziellen  Falles,  wo  das  System  sich  auf 
einen  einzigen  Punkt  reduziert  und  dieser  an  einen  festen 
Punkt  durch  einen  unausdehnbaren  Faden  gebunden  ist. 

Gewöhnlich  denkt  man  sich  der  größeren  Anschaulichkeit 
halber  die  Punkte  P,,  Q.  durch  zwei  sehr  kleine  Blöcke  Ton 
je  m^  Scheiben  ersetzt,  so  daß  die  Punktepaare  mit  dem  herum- 
geführten Faden  sich  in  wirkliche  Flaschenzüge  verwandeln. 
Diese  Flaschenzüge  gehören  zu  den  einfachen  mechanischen 
Elementen,  und  auf  solche  Elemente  ist  sonach  die  allgemeinste 
Bedingungsgleichung  zurückgeführt. 
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Bei  einer  Belastung  des  beweglichen  Blockes  stellt  sich  in 
dem  Seil  eine  bestimmte  Spannung  her,  und  diese  Spannung 
wird  angegeben  durch  die  Kraft  S,  mit  der  an  dem  freien 
Ende  des  Seiles  gezogen  wird.  An  dem  beweglichen  Block 
liefert  die  Spannung  ebensoviel  Kräfte  yon  der  Oröße  S  als  das 
SeU  nach  diesem  Block  hin  und  von  ihm  weg  läuft,  mithin 
doppelt  soviel  als  der  Block  Scheiben  besitzt.  Wir  erhalten 
also  hier  an  dem  Punkte  P^  eine  durch  die  Seilspannung  ge- 
lieferte Kraft  von  der  Größe  2m^S,  die  nach  dem  Punkte  Q^ 
hin  gerichtet  ist,  d.  h.  die  Richtung  v^  hat.  Die  Komponenten 
dieser  Kraft  werden 

2m,S  cos  a,.,     2m^S  cos  /S,,     2in^S  cos  y,. 

wenn  wir  S^mX  setzen.  Die  dem  System  auferlegte 
Bedingung  läßt  sich  also  ersetzen  durch  ein  System 
von  Kräften,  die  an  den  Punkten  des  Systems  an- 
greifen, und  deren  Komponenten  die  vorstehenden 
Werte  haben,  wobei  der  gemeinsame  Faktor  k  un- 
bestimmt bleibt.  Diese  Kräfte  wollen  wir  als  die  Reak- 
tionskräfte des  Systems  bezeichnen. 

Sind  weitere  Bedingungsgleichungen  vorhanden,  so  treten 
noch  weitere  Reaktionskräfte  hinzu,  deren  Komponenten  wir 
wie  folgt  bezeichnen  wollen: 

k'A!,  k'Bi,  k'c;,  k"A;%  k"B;\  k^'c;'-, . .  -. 

Führen  wir  diese  Reaktionskräfte  aber  ein,  so  besteht  an  jedem 
Punkte  des  Systems  für  sich  genommen  Grleichgewicht,  und 
wir  erhalten  also  die  folgenden  Gleichungen  als  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts,  indem  wir  mit  X,.,  I^.,  Z,  die  Komponenten 
der  am  Punkte  P,  wirkenden  Kraft  bezeichnen: 

X,  +  kA,  +  k'A!  +  rA!'  +  . . .  =  0, 

Y,  +  kB,  +  k'B;  +  r JS,"  +  ...»  0,  (7) 

z.  +  AC, +  r6V+rc/'  +  ...  =  o, 

für  i  =  1,  2, . . .  n. 
Wenn  wir  diese  3n  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den 
Verschiebungskomponenten    äx^y  dy^,  öz^\    drCj,  äy^y  8e^]  ... 


4.  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebnogen.  261 


multiplizieren  und  addieren,  so  erhalten  wir,  da  zufolge  der 
bestehenden  Bedingungen  des  Systems 

2{A;dx,  +  JB/dy,  +  C;8e:)  -  0, 


isty  sofort  die  Gleichung 

2{X,8x,  +  Y,8y,  +  Z^äz^)  =  0,  (8) 

welche  den  analytischen  Ausdruck  des  zu  erweisenden  Prinzips 
bildet,  da  ihre  linke  Seite  in  der  Tat  die  Arbeit  der  wirkenden 
Kräfte  bei  der  virtuellen  Verschiebung  des  Systems  ergibt. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  ist  also  eine 
notwendige  Bedingung  des  durch  die  vorangehenden  Glei- 
chungen ausgedrückten  Gleichgewichts,  es  ist  aber  leicht  zu 
zeigen,  daß  es  auch  die  hinreichende  Bedingung  dieses  Gleich- 
gewichts bedeutet.  Multiplizieren  wir  nämlich  die  Bedingungs- 
gleichungen der  Beihe  nach  mit  A,  A', . . .  und  addieren  sie  zu- 
einander und  zu  der  vorstehenden  Gleichung  des  Prinzips  der 
virtuellen  Verschiebungen,  so  erhalten  wir 

2[{x,  +  xA^  +  k'A;+ . .  ')dx,  +  {Y,  +  kB,  +  A'u/+ . .  .)«y 

Sei  nun  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  r,  so  beachten 
wir  zuerst,  daß  wir  vou  den  3n  Verschiebungskomponenten 
3n  — r— 1  gleich  0  annehmen  und  die  übrigen  immernoch 
den  r  Bedingungsgleichungen  genügen  lassen  können.  Anderer- 
seits können  wir  aber  die  Parameter  A,  k', . .  .  so  bestimmen, 
daß  von  den  3n  Klammergrößen  in  der  vorstehenden  Gleichung  r 
verschwinden.  Dies  ist  nämlich  immer  möglich,  wenn  unter 
den  r  linearen  Bedingungsgleichungen  keine  durch  lineare  Kom- 
bination aus  den  übrigen  folgt,  sie  also  alle  voneinander  un- 
abhängig sind.  Indem  wir  dann  von  den  3n-r  Verschiebungs- 
komponenten, die  in  der  Gleichung  stehen  bleiben,  alle  bis  auf 
irgend  eine  gleich  0  annehmen  —  und  dies  dürfen  wir,  wie 
wir  gesehen  haben  — ,  finden  wir,  daß  auch  die  eine  dann 
übrig  bleibende  Klammergröße  verschwindet,  daß  mithin  alle 
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Elammergrößen  yerschwinden,  mit  anderen  W^orten,  daß  die 
3n  Gleichungen 

x^  +  xa,+  x'a;+ 0, 

Zi  +  kCi  +  x'c;+ 0 

erfQllt  sein  müssen^  w.  z.  b.  w. 

Bis  jetzt  haben  wir  nur  die  umkehrbaren  Verschiebungen 
berücksichtigt,  wir  wollen  nun  auch  auf  die  nicht  umkehrbaren 
eingehen,  indem  wir  darauf  fußen,  daß  bei  der  Flaschenzug- 
konstruktion  nicht  umkehrbar  eine  solche  Verschiebung  ist, 
welche  die  Länge  des  Fadens  verkürzt,  oder  was  auf  dasselbe 
hiinauskommt,  bei  welcher  der  Faden  sich  an  einer  Stelle  zu- 
sammenzieht, genau  ebenso  wie  bei  einem  Punkte,  der  durch 
einen  unausdehnbaren  Faden  an  einen  festen  Punkt  geknüpft  ist, 
diejenigen  Verschiebungen  als  nicht  umkehrbare  auftreten,  bei 
denen  der  Faden  sich  krümmt.  Es  gilt  daher  für  diese  Ver- 
schiebungen die  allgemeine  Bedingung 

22m^dl^  <  0 
oder 

^2in^(cosa^dXi  +  cosß^^y^  +  cosy^*j?|)  >  0. 

Beachten  wir  nun,  daß  nach  den  getroffenen  Festsetzungen 
iS  >  0  ist,  so  erkennen  wir,  daß  wir  die  yorstehende  Ungleichung 
auch  mit  S  multiplizieren  und  sie  dann  schreiben  können 

indem  wir  den  Grrenzfall  der  Gleichheit  mit  einschließen.  Ent- 
sprechend wird  auch 

^k\A;dXi  +  B;8y,  +  C;8z^  ^  0    usw. 

sein.  Multiplizieren  wir  nun  unter  Berücksichtigung  dieser  Un- 
gleichungen die  Gleichungen  (7)  mit  da;,-,  öy^^  Sz^  und  addierein 
sie,  so  ergibt  sich  sofort 

2{XM  +  ^M  +  zfiz^)  £  0.  (9) 

Das  Gleichheitszeichen  entspricht  hierbei  den  umkehrbaren  Ver- 
schiebungen, da  die  so  entstehende  Gleichung  erfüllt  bleibt, 
wenn  man  die  Vorzeichen  von  da:,.,  dy^,  Sz^  alle  umkehrt.   Also 
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gehört  das  Zeichen  <  zu  den  nicht  amkehrbaren  Yerschie- 
bnngen,  und  es  ergibt  sich  so  der  zweite  Teil  der  Aussage 
des  Prinzips  der  virtuellen  Verschiebungen. 

Das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  hat  eine  lange  Ge- 
schichte, die  mit  dem  griechischen  Altertum  beginnt  (vgl.  Vailati, 
II  principio  dei  lavori  virtuali  da  Aristotele  ad  Erone,  Atti  della  B. 
Accad.  di  Torino,  t.  32  (1897),  p.  940).  Galilei  hat  es  bei  allen  ein- 
fachen Maschinen  konsequent  und  richtig  angewandt.  In  seiner  all- 
gemeinen Form  wurde  es  zuerst  von  Job.  Bernoulli  (1717)  aus- 
gesprochen in  einem  Briefe  anVarignon,  der  diesen  Brief  in  seiner 
Nouvelle  Mecanique,  vol.  2,  p.  174  mitgeteilt  und  den  Beweiis  und  die 
Bestätigung  des  Prinzips  in  den  einfachsten  Fällen  ausgeführt  hat. 

Als  ein  Postulat  wurde  es  von  Lagrange  in  der  ersten  Auf- 
lage seiner  Mecanique  analjtique  (1788)  zur  Grundlage  der  ganzen 
Mechanik  gemacht.  Den  Beweis  des  Prinzips  gab  dann  Fourier  in 
einem  Memoire  sur  la  statique  contenant  la  demonstration  du  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles,  Journal  de  Föcole  poljtechnique,  ^ah.  5 
(1798),  p.  20  ((Euvres  t.  2,  p.  477).  Diesem  Beweise  sind  wir  oben 
gefolgt.  In  demselben  Joumalbande  steht  der  Beweis  von  Lagrange 
(p.  115),  den  dieser  in  die  späteren  Auflagen  der  Mecanique  analj- 
tique aufnahm,  und  ein  Beweis  von  Prony  (p.  191).  Seinen  ersten 
Beweis  hat  Lagrange  in  seiner  Theorie  des  fonctions,  2.  ed.,  Paris 
1813,  p.  352  ((Euvres  1. 10),  durch  den  vorstehend  wiedergegebenen, 
vollkommeneren  ersetzt.  Er  berücksichtigt  aber  nur  die  umkehrbaren 
Verschiebungen. 

Die  Fourierschen  Ideen  wurden  wieder  aufgegriffen  von  A.  Cour- 
not, Extension  du  principe  des  vitesses  virtuelles  au  cas  oü  les 
conditions  de  liaison  du  Systeme  sont  exprimees  par  des  inegalites, 
Bulletin  de  Ferussac,  t.  8  (1827),  p.  165;  zu  denselben  Vorstel- 
lungen gelangte  auch  Gauß  im  Jahre  1829  (vgl.  einen  Brief  an 
Moebius  vom  Jahre  1837,  Werke,  Bd.  5,  S.  27  ff.),  Gauß  schlug  die 
Bezeichnung  fakultative  Verrückungen  vor.  Man  vgl.  dazu  auch  eine 
Arbeit  von  Ostrogradsky  vom  Jahre  1834,  Memoires  de  TAcad. 
de  St.  Petersbourg  (6),  t.  1  (1838),  p.  129. 

Unter  den  Beweisen  des  Prinzips  nennen  wir  noch  die  von 
Poinsot,  Journal  de  l^ecole  polyt.,  cah.  13,  1806,  p.  206,  von 
Ampere,  ebenda  p.  247,  und  von  C.  Neumann,  Berichte  der  Sachs. 
Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig,  Math.  Klasse,  Bd.  31  (1879),  S.  53  und 
Math.  Annalen,  Bd.  27  (1886),  S.  502.  Vgl.  dazu  Lindt,  Das  Prinzip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  Abhandl.  zur  Geschichte  der  math. 
Wissensch  ,  Bd.  18  (1904),  S.  147;  Duhem,  Les  origines  de  la 
statique,  vol.  I,  Paris  1 905. 
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6.  BtabUit&t  des  Ci-leichgewichtB.  In  dem  Falle,  wa 
die  Yerscliiebungskompoiienten  sich  durch  die  Yariationen  be- 
stimmter unabhängiger  Parameter  g^, ^^^ . . .  ausdrücken,  wo  alsa 

gg.  =  cf{) öq^  +  4') dg,  +  . . . 

ist,  geht  die  Gleichung  (8)  über  in  eine  Gleichung  von  fol- 
gender Form 

«1*^1+  ft«ft  + 0. 

Es  ist  hierbei 

f 

Die  Variationen  dq^,  dg,, . .  .  sind  aber  völlig  willkürlich  und 
die  gefundene  Gleichung  löst  sich  deshalb  auf  in  die  folgenden: 

«1  =  0,     e,  =  0,  •••.  (10) 

Diesen  Gleichungen  läßt  sich  eine  sehr  einfache  Deutung 
geben,  wenn  eine  Funktion  U  der  Variabelen  g'i,  g'j, . . .  existiert 
von  der  Eigenschaft,  daß 

wird.  Eine  solche  Sunktion  Qj^  heißt  eine  Kräftefunktion. 
Dann  drücken  die  Gleichungen  (10)  aus,  daß  U  ein  Extremum 
ist.     Sie  lassen  sich  in  der  einen  Gleichung  vereinigen 

dU=0, 

Es  ist  hierbei  U  als  Funktion  von  qi,  q^  -  -  -  anzusehen  und 
das  Extremum  ist  ein  absolutes,  d.  h.  es  verschwinden  alle 
Derivierten  der  Funktion  IL 

Es  kann  aber  auch  sein,  daß  direkt  eine  skalare  Funk- 
tion U  der  Punkte  des  Systems  vorhanden  ist  derart,  daß  die 
am  Punkte  P,.  des  Systems  angreifende  Kraft 

F,  =  g.  ad^^  ü 

wird,  indem  der  an  den  Gradient  angehängte  Index  P^  be- 
deutet, daß  bei  der  Bildung  des  Gradienten  nur  der  Punkt  P,. 
als  variabel  anzusehen  ist.  Eine  solche  Funktion  U  bezeichnen 
wir  als  ein  Potential. 
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Dann  folgt  aus  der  Gleichung  ^JFJxdP^  =  0,  die  da» 
Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  ausdrückt;  daß 

^grad^  UxdP.-^O     oder    ^d^  U^O 

i  i 

wird,  es  wird  also 

wenn  die  Variation  auf  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems 
Yerträglichen,  umkehrbaren  Verschiebungen  beschränkt  bleibt. 

Das  Extremum  der  Funktion  ü,  die  jetzt  als  eine  Fimk- 
tion  der  3n  Koordinaten  aller  Punkte  des  Systems  angesehen 
werden  muß,  i^  hier  nur  ein  relatives,  d.  h.  es  verschwindet 
die  Variation  der  Funktion  nur  dann,  wenn  sie  zu  einer  mit 
den  Bedingungen  vereinbaren  Verschiebung  des  Systems  gehört. 

Ist  das  Extremum  ein  Maximum,  so  bedeutet  dies,  daß 
der  Arbeitsausdruck  in  der  zweiten  Annäherung  immer  negativ 
ausfällt.  Das  heißt:  wenn  das  System  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage sehr  wenig  entfernt  ist  und  es  wird  noch  weiter  von  seiner 
Gleichgewichtslage  weggebracht,  so  ist  hierbei  die  Arbeit  der 
wirkenden  Kraft«  immer  negativ,  gleichgültig,  in  welcher  der 
möglichen  Arten  die  weitere  Entfernung  aus  der  Gleichgewichts- 
lage erfolgt.  Unter  dieser  Bedingung  heißt  das  Gleichgewicht 
stabil.  Die  genauere  Bedeutung  dieses  Begriffes  werden  wir 
noch  in  der  Dynamik  erkennen. 

Tritt  der  Fall  ein,  daß  auch  für  jede  beliebige  endliche 
Entfernung  des  Systems  aus  seiner  Gleichgewichtslage  der 
Arbeitsausdruck  verschwindet,  d.h.  daß  das  System  im  Gleich- 
gewicht bleibt,  wenn  es  aus  seiner  anfanglichen  Gleichgewichts- 
lage auf  irgend  eine  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträg- 
liche Weise,  aber  nicht  über  gewisse  Grenzen  hinaus  entfernt 
wird,  so  nennt  man  das  Gleichgewicht  indifferent.  In  allen 
anderen  Fällen  hoißt  es  labil.  Eine  schwere  Kugel,  die  sich 
reibungslos  auf  einer  horizontalen  Ebene  bewegen  kann,  bietet 
ein  einfaches  Beispiel  für  indifferentes  Gleichgewicht  dar,  ein 
auf  die  Ebene  gestellter  gerader  Kreiszylinder  gibt  ein  Bei- 
spiel für  stabiles  und  ein  auf  seine  Spitze  gestellter  gerader 
Kreiskegel  liefert  ein  Beispiel  für  labiles  Gleichgewicht. 
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Handelt  es  sich  um  ein  irgendwie  beschaffenes  schweres 
Massensystem;  so  kann  man,  wenn  v  ein  vertikal  aufwärts  ge- 
richteter Einheitsvektor  ist^ 

J?,  -  -  G,v 

setzen,  wobei  G^  das  Gewicht  der  einzelnen  Massenpunkte  be- 
deutet. Es  wird  sonach,  wenn  wir  die  jer- Achse  vertikal  auf- 
wärts gerichtet  annehmen, 

JF;.  «  —  G^  gnAe^  «  —  grad  GfSf^, 

und  wir  können 

setzen.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  anderes  wie  die  mit 
dem  Faktor  ^6r^y  d.h.  mit  dem  negativen  Gesamtgewicht  mul- 
tiplizierte Höhe  i  des  Schwerpunktes.  Demnach  ist  das  Gleich- 
gewicht stabil,  wenn  £  ein  Minimum  ist,  also  der  Schwer- 
punkt die  tiefst  mögliche  Lage  hat.  In  jedem  Falle  wird^ 
wenn  Gleichgewicht  vorhanden  ist, 

und  dies  ist  das  Prinzip  von  Torricelli.^) 

6.  Herleitnng  der  G'leicligewichtBbedingiingen  eines 
starren  Körpers  ans  dem  Prinsip  der  virtuellen  Ver- 
sohiebnngen.  Ist  das  materielle  System  ein  starres  System, 
80  haben  wir  die  Yerschiebungskomponenten  eines  Punktes 
des  Körpers  in  der  Form  anzusetzen 

da:  =  (u  —  ry  +  qe)t, 

dy  =  (v  —pz  +  rx)x, 

Sz  =  {w  —  qz+py)x, 

indem  wir  mit  r  einen  unendlich  kleinen  Faktor  bezeichnen. 
Sind  also  x^y  y^,  z^  die  Koordinaten  der  Angriffspunkte  und 
X^,  r),  Z^  die  Komponenten  der  Kräfte,  wobei  i  =  1,  2, .  . .  n, 
so  liefert  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  die  Gleichung 

1)  Torricelli,  Opera  geometrica:  De  Motu,  lib.  I,  p.  99,  Florentiae 
1644.    Vgl.  Duhem,  Lee  origines  de  la  statique,  vol.  11,  Paris  1906. 
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2iX,dx,  +  Y,dy,  +  Z.dsf,)  ==  0 
oder 

uR,  +  vR^  +  wR,  +pM^  +  qM^  +  tM,  =  0, 

indem  wir  setzen 

Ist  der  starre  Körper  nicht  frei,  so  sind  die  Grrößen  u,  v,  w, 
p,  q,  r  nicht  unabhängig  voneinander^  sondern  durch  Relationen 
Ton  folgender  Form  miteinander  verbunden: 

Au  +Bv  +  Cw  +Dp  +Eq+Fr  -=^  0, 

Äu+B'v+  C'w+D'p+E'q  +  FW^  0, 


Die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  liefert  dann  die 
Oleichungen: 

R^  +  IA  +  XA'+   • .  -  0,    M^+XB  +  rZ)'+   .   -  0, 

R^  +  XB  +  X'B'+ 0,    M^  +  XE  +  k'E'+ ^  0, 

R^  +  kC  +  rC"-h...-0,    M,  +  kF  +  k'F'+'"^0. 

Ist  insbesondere  der  Koordinatenursprung  ein  fester  Punkt,  so 

maß  u  =^  0,  V  ^Oy  u; »  0  sein,  und  es  ergibt  sich   aus  der 

Gleichung 

pM^  +  qM^  +  rM,  =  Q, 

die  far  alle  Werte  p,  q,  r  bestehen  soll, 

Üf.-O,    M^  =  0,    M,  =  0, 

d.  h.    das   Vektormoment    des    Kräftesystems    für    den 
festen  Punkt  muß  verschwinden. 

Ist  die  jer-Achse  fest,  so  muß  u  =»  0,  ü  =  0,  m;  —  0,  jp  =»  0, 
4  »  0  sein  und  es  ergibt  sich 

dL  h.  das  Moment  des  Kräftesystems  für  die  feste  Achse 
mufi  verschwinden. 

Ist  der  Körper  völlig  frei,  so  bleiben  u,v,to,p,q,r  völlig 
willkarlich,  und  es  ergeben  sich  die  sechs  Gleichungen 

U^  =  0,    B,-0,    B.-O,    -Zlf.-O,    Jf,=.0,    M,^0. 
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Wir  wollen  noch  den  besonderen  Fall  betrachten,  wo  der 
Körper  mit  einer  Anzahl  Punkten,  die  nicht  einer  Geraden  an- 
gehören, auf  eine  Ebene,  für  die  wir  die  a;y-Ebene  nehmen^ 
aufgestützt  ist.  Es  muß  dann  für  jede  umkehrbare  Verschie- 
bung dz  ^0  werden,  d.  h.  es  yerschwinden  w,  q  und  jp,  und 
infolge  der  Gleichung 

uR^  +  vR^  +  r  Jf,  =  0 

auch  i2^,  jRy  und  Jf,.  Das  Kräftesystem  ist  somit  einer  der 
j?- Achse  parallelen  Einzelkraft  von  der  Größe  i2 »  iZ,  äquiva- 
lent, yon  deren  Angriffspunkt  die  Koordinaten  durch  die  Glei- 
chungen bestimmt  werden  können 

Um  auch  die  nicht  umkehrbaren  Verschiebungen  in  Be- 
tracht zu  ziehen,  bezeichnen  wir  mit  ^i,  rj^]  Ss;  ^si  •  •  -  irf  Vr 
die  Koordinaten  der  Stützpunkte  in  der  a;j/-Ebene,  dann  er- 
geben sich  für  die  Größen  w,  v,  to,  p,  q,  r,  die  eine  nicht  um- 
kehrbare Verschiebung  bestimmen,  die  Ungleichungen 

^  —  Q^g+PV^  >0        ((>  «  1,  2, .  . .  r). 
Femer  wird  die  Bedingung  des  Prinzips  der  yirtuellen  Ver- 
schiebungen für  die  gefundene  Resultante 

R(w-qi+pri)<0 

und  zwar  ist,  wenn  der  Körper  nach  der  Seite  der  positiven  s 
zu  liegt,  R<iO  anzunehmen.  Dies  sieht  man  sofort,  wenn  man 
dem  Körper  eine  Verschiebung  von  der  Größe  «  in  der  Rich- 
tung der  positiven  jer-Achse  erteilt,  denn  dann  muß  It«  <  G 
sein,  also  ist  ü  <  0.     Demnach  wird 

m;  — gl +|}iy>0, 
sowie  die  Bedingungen 

^  —  ii^  +  PV^>0 
erfüllt  sind.  Deutet  man  dies  geometrisch,  indem  man  von 
der  Gleichung  tv  —  qx  +  py  =^0,  die  eine  gerade  Linie  in  der 
o: 7/ -Ebene  darstellt,  ausgeht,  so  ergibt  sich,  daß,  wenn  die 
Stützpunkte  alle  auf  derselben  Seite  irgend  einer  Geraden  in 
der  icy-Ebene  liegen,  auch  der  Angriffspunkt  der  resultierenden 
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Kraft  auf  derselben  Seite  der  Geraden  liegen  muß.  Dies  aber 
läßt  sich  so  umdeuten:  Man  zeichne  das  konvexe  Polygon, 
dessen  Ecken  ans  lauter  Stützpunkten  bestehen  und  das  alle 
Stützpunkte  teils  auf  dem  Rande,  teils  im  Innern  enthält, 
dann  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts die,  daß  auch  der  Angriffspunkt  der  resultierenden 
Erafb  im  Innern  dieses  Polygons  liegt,  und  die  Kraft  selbst 
senkrecht  ist  zu  der  Ebene,  auf  welcher  der  Körper  ruht. 

Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Ein  schwerer  Punkt  P  ruht  auf  einer  EUipse  mit 
vertikaler  kleiner  Achse.  Seine  Gleichgewichtslage  zu  bestimmen^  wenn 
er  van  der  kleinen  Achse  proportional  zu  seither  Entfernung  von  ilir 
abgestoßen  wird,  wie  es  z,  B.  der  Fäll  ist, 
wenn  die  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse  mit 
gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit  cd  rotiert 

Auflösung.  Die  auf  den  Pankt  P  wir- 
kenden Kräfte  sind,  wenn  wir  die  Masse  Yon 
P  gleich  1  annehmen,  yon  der  Form 

X  =  co^Xf      Y  =^  —  g  Flg.  84. 

und  den  Hauptachsen  der  Ellipse,  die  wir  zu  Koordinatenachsen 
wählen,  beziehentlich  parallel.  Eine  virtuelle  Verschiebung  von  P  muß, 

— j  +  ^  =  1  die  Ellipsengleichung  ist,  der  Bedingung  genügen 


wenn 


X 


das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  fordert 

oa^xSx  —  gSy  =  0. 
Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  6x  oder  6y 

Die  Lösung  x=^0  dieser  Gleichung  ergibt  zwei  Gleichgewichtslagen 

b*  g 
in  den   Endpunkten    der  kleinen  Achse.     Der  Wert  y  = j    , 

liefert  eine  mögliche  Lösung  nur  dann,  wenn  dieser  Wert  dem  ab- 
soluten Betrage  nach  <  b  ist,  wenn  also 
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ist.  Wir  wollen  zeigen,  daß  im  anderen  Falle,  wenn  also  — ^  -^  >•  1 


a'  n' 


ist,  die  Lage  in  einem  Endpunkte  E  der  kleinen  Achse  eine  Lage 
stabilen  Gleichgewichtes  ist  und  das  Oleichgewicht  labil  wird,  wenn 
derselbe  Wert  >  1  ist. 

Zu  dem  Zwecke  denken  wir  uns  den  Punkt  aus  E  sehr  wenig 
in  eine  Lage  E'  entfernt,  was  durch  eine  Drehung  durch  den  sehr 
kleinen  Winkel  a  um  den  Erümmungsmittelpunkt  C  der  Ellipse  für 
den  Punkt  E  geschehen  kann.    Ist 

der  Krümmungsradius,  so  wird  die  Abstoßungskraft  m^q  sin  a,  und 
diese  können  wir  auch  als  die  Komponente  der  Kraft  nach  der  Tan- 
gente der  Ellipse  in  E'  nehmen,  wfthrend  die  Komponente  der  Schwere 
nach  dieser  Tangente  gleich  ^sina  wird.  Ist  nun  die  erstere  Kraft 
kleiner  als  die  letztere  Kraft,  die  nach  der  kleinen  Ellipsenachse  hin 
gerichtet  ist,  so  ist  das  Oleichgewicht  stabil,  dazu  muß  also 


-      >  1 


d.h. 


««  «.« -^  "■• 


CD' 


01*^  sin  a  <  ^  sin  a     oder 

sein,  w.  z.  b.  w. 

2.  Aufgabe.  Van  dem  Qelenkparälldogramm  ABB'A'  sind 
von  den  Seiten  AB  und  A'B'  zwei  Punkte  C  und  C  (die, von  A  und 
AI  gleiche  Abstände  haben)  um  zwei  feste  Punkte  in  einer  Vertikalen 

B 


Fig.  86. 


drehbar,  so  daß  die  Seittn  AÄund  BB' immer  vertikal  bleuen.  An  diesen 
Seiten  sind  zwei  horizontale  Stangen  befestigt,  die  Gewichte  P  und  Q  tragen. 
Die  Gleicligewichtsbedingungen  zu  finden,  (Robervälsche  Wage.) 
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Auflösung.  Man  nenne  0  den  Winkel,  den  die  Stangen  AB 
und  A'B'  mit  der  Vertikalen  bilden  und  lasse  diesen  Winkel  um  60 
wachsen.  Dann  heben  sich  die  Punkte  Ä^  Ä  um  ^C*  sind  •  ^0, 
und  um  ebensoviel  hebt  sich  die  Last  P.  Die  Punkte  J?,  B'  senken 
sich  um  J?C  •  sind  •  d0  und  um  ebensoviel  senkt  sich  die  Last  Q. 
Das  Gleichgewicht  fordert  also 

{FAc-q-  Bc)  sin  e .  dÖ  «  0, 

es  ist  also  unabhängig  von  der  Größe  des  Winkels  0,  d.  h.  indifferent 
und  unabhängig  auch  davon,  an  welcher  Stelle  der  horizontalen 
Stangen  die  Gewichte  aufgehängt  sind. 

8.  Aufgabe.  Ein  schwerer  Kreisbogen  AB  vom  Badius  a  trägt 
an  seinem  einen  Efide  A  noch  ein  besonderes  Getcicht  P  und  ist  durch 
die  gewiditiosen  starren  Stangen 
MA  und  MB  um  seinen  MUtd- 
punkt  M  drehbar  befestigt.  An  dem 
Badius  MA  ist  unter  einem  be- 
stimmten Winkel  y,  der  größer  ist 
als  der  Winkel  a  des  Kreissektors, 
ein  Arm  MC  befestigt,  dessen  End- 
punkt C  ein  Gewicht  Q  trägt  (Brief- 
wage). Bei  welcher  Stellung  ist 
Gleichgewicht  vorhanden? 

Auflösung.  Wir  bezeichnen 
die  Länge  MC  mit  6,  den  Winkel^ 
den  der  Radius  MA  mit  der  Ver- 
tikalen bildet,  mit  0,  den  Radius 
des  Kreissektors  mit  a,  sein  Ge- 
wicht mit  G  a,  dann  wird  nach  dem 

Prinrip  der  virtuellen  Verschiebun-   mmilillJmillimmil)]}^^^^ 
gen  die  Arbeit  bei  einer  Zunahme  p.    ^ 

des  Winkels  0  um  60  gleich  0,  also 

]^a  sine  +  Gaa  sin  (ö  —  y)  —  Qb  sin  (y  -  0)]  dÖ  =  0 


und  daraus 


tang  0  "- 


Gaa  Bin  ~  +  Ö^  "^^  t 


a 


Ta  +  Gaa  cos  —  +  C^  ^^^  / 


Dieser  Wert  ist  von  der  Form 


tang 0  =-  tang y  •  ^ZSü ' 
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Zur  Bestimmung  der  Eonstanten  Äj  B  sind  zwei  Beobachtungen 
nötig,  etwa  für  die  Lasten  ö  =•  0  und  (?  =  100  g.  Dann  ist  die  Be- 
rechnung der  Teilung  des  Kreisbogens,  d.  h.  die  Markierung  der  Werte 
von  ö,  den  verschiedenen  Gewichten  Q  entsprechend  durch  logarith- 
mische Rechnung  leicht  auszuführen.  Es  würde  eine  gute  Übung 
sein,  dies  für  einen  praktischen  Fall  wirklich  zu  tun  und  das  Resultat 
mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen. 

4.  Aufgabe*     Die  GleichgewicJUsbedingungen   eines    biegsamen 
und  unausdehnharen  Fadens  zu  finden,  an  dem  in  geivissen  Putücien 

Äq,  Ä^,...Ä^  bestimmte  Kräfte 
JFo,'  i^i ,  .  .  -F«  angreifen  (Seil- 
polygon). 

Fy^j  Anflösung.  Die  Bedingungs- 
gleichungen können  wir,  wenn 
wir  uns  auf  umkehrbare  Ver- 
schiebungen beschränken  und 
mit  l^,  ^2 )  "-^n  ^^®  Längen  der 
•einzelnen  Teile  des  Seiles  bezeichnen,  in  vektorieller  Form  schreiben 

Bei  der  Variation  werden  sie 

{A^^A^)x{8A^-'6Ä^)  «  0, ...  {A^-^A^^^x{dA-  ÖA^^^)  -  0,. . . . 

Demnach  finden  wir  hier  für  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschie- 
bungen den  Ausdruck 

£l?'o-Ai(A-A)]x*^+[l?i+ii(A-A)-^(^-A)]x*A+-  =  0 
«der 


Diese  Gleichungen  drücken  zunächst  aus,  daß  jede  der  Kräfte  mit 
den  beiden  angrenzenden  Seiten  des  Seilpolygons  in  einer  Ebene  liegt. 
Ziehen  wir  auch  die  nicht  umkehrbaren  Verschiebungen  in  Betracht, 
bei  denen  (A^—A^_^x{6A^—8A^_^'<.0^  so  ergibt  sich,  daß  die 
unbestimmten  Koeffizienten  k^  alle  <[  0  sind.  Wir  können  demnach 
setzen 

K--T^  :  K,      T,  >  0, 
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und  indem  wii*  A^  —  ^^_j  =  i^a^  machen,  also  d^  einen  Einheits- 
vektor in  der  r**^  Seilpolygonseite  nennen,  ergibt  sich 

j;_i-r,_i«,_i+i;a.      =0, 

Diese  Gleichungen  drücken  aus,  daß  an  jedem  Eckpunkte  A^  das 
Oleichgewicht  hergestellt  wird  durch  zwei  Kräfte,  die  in  den  zwei 
angrenzenden  Seilpoljgonseiten  wirken.  Jede  dieser  Kräfte  T^  tritt 
dabei,  den  zwei  Endpunkten  der  Seite  entsprechend,  zweimal  mit  ent- 
gegengesetzten Bichtungen  auf,  und  diese  beiden  Kräfte  sind,  da 
jT^  >•  0,  aufeinander  zu  gerichtet,  was  eine  Zugspannung  in  dem  be- 
treffenden Seilstück  bedeutet. 

Für  die  Kräfte  an  den  Endpunkten  A^y  A^  ergibt  sich 

Diese  Kräfte  fallen  selbst  in  die  Richtung  der  ersten  und  letzten 
Seilpolygonseite  und  sind  den  dort  herrschenden  Spannungskräften 
entgegengesetzt  gleich. 

Addiert  man  alle  die  gefundenen  Gleichungen,  so  findet  man 

Ji  +  -Fi  +  •  •  •  +  -F«  =  0, 

d.  h.  die  Kräfte  schließen  sich  zu  einem  (im  allgemeinen  windschiefen) 
Polygon,  sie  sind  also,  wenn  man  sie  alle  an  denselben  Punkt  ver- 
legt, im  Gleichgewicht. 

Sind  umgekehrt  die  Kräfte  gegeben  derart,  daß  sie  als  Kräfte 
an  einem  Punkte  im  Gleichgewichte  sind,  und  man  sucht  ein  zu«- 
gehöriges  Seilpoljgon,  so  ergibt  sich  sofort 

es  sind  also  die  Richtungen  der  Seileckpolygonseiten  eindeutig  be- 
stimmt, und  zwar  so,  daß  sie  den  Strahlen,  die  von  der  ersten  Ecke 
des  durch  die  Kräfte  gebildeten  Polygons  nach  den  übrigen  Ecken 
hinlaufen,  parallel  werden. 

6.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichishedingungen  für  ein  ebenes  Ge- 
Unkpolygon  zu  finden,  dessen  Seiten  in  einetn  Uirer  Funkte  von  einer 
bestimmten  Kraft  angegriffen  werden, 

Anflösung.  Wir  nennen  ^q,  -l^,  .  .  .  -4^_i,  Jq  die  Eckpunkte 
des  Polygons,  B^yB^j,.,B^  die  Angriffspunkte   ^  ^ 

der  Kräfte,  jF^,  l?i, .  .  .  Jp;  die  Kräfte  selbst.    \^  fr 6f^ 

Da  B^  auf  der  Seite  A^_^A^  liegen  soll,  wird  dann 

Die  Verschiebung  öA^  des  Punktes  A^  denken  ng.  ga. 
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wir  uns  nun  hergesteUt  dm*ch  eine  Verschiebung  öÄ^  des  Panktes  J^, 
die  eine  ParaUelverschiebung  des  ganzen  Polygons  im  Gefolge  hat^ 
durch  eine  Drehung  durch  den  Winkel  Ö(Oq  um  den  Punkt  ^q,  durch 
eine  Drehung  dco^  um  den  Punkt  Ä^  usw.  Die  Verschiebung  des 
Punktes  Ä^  bei  der  ersten  Drehung  wird  dw^i  A  (-4^  — -4^),  wenn  i 
einen  zur  Ebene  des  Polygons  senkrechten  Einheitsvektor  bezeichnet, 
und  analog  für  jede  andere  Drehung.    Wir  finden  also 

öA^^öA^  +  i  A  {A^-AQ)d(Df^  +  i  A  (.i^-.ii)da)i+... 

Rechnen  wir  aber  so,  indem  wir  über  n  —  1  hinaus  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen,  die  Verschiebung  des  Punktes  Aq  aus,  so  er- 
gibt sich  die  Bedingung 

i  A  (^  -  A)<J«i  +  •  •  •  +  *  A  (A)  -  ^«-i)  <J«^-i  =  0 
oder,  da  i  zu  allen  Vektoren  der  Ebene  senkrecht  ist^ 

(^0  -Ä,)dw,+  ---  +  (A,  -  A,_,) rf«._,  =  0.  (b) 

Auf  Grund  von  (a)  finden  wir  aber  aus  der  Gleichung  für  öA^ 

ÖB^^dA^  +  iA{B^-A^)ÖG>^  +  "'  +  iA{B^-A,,;)d(o^^^. 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  des  Prinzips  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen 

JPi  X  d^i  H h  1^;  X  ^^n  =»  0 

ein,  indem  wir  die  Gleichung  (b)  mit  einem  unbestimmten  Vektor  l 
skalar  multipliziert  dazu  addieren,  und  machen  dann  die  Koeffizienten 
von  d  Jq,  dcDQ, . . .  da>„_i  der  Reihe  nach  gleich  Null,  so  ergibt  sich 
zunächst  durch  Nullsetzen  der  Koeffizienten  von  SA^^  und  da^Q 

^Fr-0,  2i  A  (^,-^)x JP>0  oder  ^^(5,-^)  A  J;=0,  (c) 

die  Kräfte  sind  also  als  Kräfte  am  starren  Körper,  d.  h.  wenn  alle 
Gelenke  versteift  werden,  im  Gleichgewicht.  Durch  Nullsetzen  des 
Faktors  von  öod^  erhalten  wir,  wenn  wir 

n 

^.='2i/^iSr-^.)x^r        (»=1,2,...«-!) 

r  =  #  +  l 

machen, 

K,+  lx(A^-A,)^0.  (d> 

Aus  je  dreien  dieser  Gleichungen  kann  man  l  eliminieren«  Diese 
Elimination  beruht  auf  folgenden  Bemerkungen: 

Es  seien  a^,  Oj,  €^  drei  Vektoren,  die  in  einer  Ebene  liegen,, 
a^,  eij,  03  ihre  Moduln,  (23),  (31),  (12)  die  Winkel  zwischen  ihnen. 
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Multipliziert  man  diese  Vektoren  der  Reihe  nach  mit  den  Zahlfaktoren 

a^c^  sin  (23),     a^a^^  sin (31),     a^a^  sin (12), 

so  verhalten  ihre  Längen  sich  wie  die  Sinus  der  Winkel,  die  jedesmal 
zwischen  den  beiden  anderen  Vektoren  liegen.  Diese  drei  neuen  Vek- 
toren lassen  sich  also  zu  einem  Dreiecke  schließen,  oder  ihre  Summe 
ist  Null.  Die  Zahlfaktoren,  mit  denen  man  multiplizieren  soll,  sind 
nun  nichts  anderes  wie  die  mit  bestimmten  Vorzeichen  versehenen 
Moduln  der  Vektorprodukte  €1^  A  a^,  Oj^Aa^,  a^Ao^,  und  so 
ergibt  sich  eine  Identit&t:  * 

a,  mod («j  A  Oj)  ±  a^  mod (a^  A  a J  ±  «3 mod  (Oj  A  Oj)  =  0. 
Wenden  wir  dies  jetzt  auf  die  drei  Gleichungen 

jr,+ix(^-^,)=o,  K,+ix{A^-'Ä,)^o,  ir„+fx(A)-^J-o 

an,  so  haben  wir  sie  mit  den  mit  bestimmten  Vorzeichen  genommenen 
Moduln  der  Vektoren 

(\-A,)  A  (A-^J,  (A--4J  A  iA,-A,\  (A,-A,)  A  (^0-^.) 

zu  multiplizieren  und  zu  addieren,  dann  wird  der  Faktor  von  l  und 
damit  auch  das  skalare  Produkt  null  und  wir  erhalten 

jr,mod[(^-^,)  A  {A,^Aj]±K,mod[{A,-Äj  A  (^-^,)] 

±2ir„mod[(^-^,)A(A,-^,)]-0.    ^^ 

Dies  sind  somit  die  gesuchten  Bedingungen  des  Gleichgewichts. 

6.  Aufgabe.  Das  Problem  der  vorigen  Aufgäbe  soll  so  spezia- 
lisiert werden,  daß  die  Kräfte  in  den  Mitten  der  Seiten  des  Qelenh- 
polygons  angreifen,  diesen  Seiten  der  Größe  nach  proportional  und 
der  Eichtung  nach  zu  Urnen  senkrecht  sind, 

Auflösimg.  Es  ist  eine  gute  Übung,  die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe aus  der  des  allgemeinen  Problems  herzuleiten,  sie  kann  aber 
auch  leicht  unabhängig  gefunden  werden. 
Zu  dem  Zwecke  beachten  wir,  daß  die 
Beaktionskräfte,  die  zwei  benachbarte 
Seiten  des  Polygons  aufeinander  ausüben, 
entgegengesetzt  gleich  sind.  Seien  nun 
B^  R  die  Reaktionskräfte,  die  auf  eine 
Seite  AB  des  Polygons  von  den  angren- 
zenden Seiten  ausgeübt  werden,  so  müs- 
sen sie  der  auf  diese  Seite  wirkenden/  ^^'-.  «\  I 
äußeren  Kraft  P  das  Gleichgewicht  halten, 
sich  also  auf  der  Wirkungslinie  dieser                       Fig.  89. 

18» 
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Kraft  schneiden.  Die  Wirknngslinie  ist  aber  die  Mittelsenkrechte  von 
ÄB^  also  bilden  die  Beaktionskräfte  R,  R'  mit  der  Seite  AB  die- 
selben Winkel.  Daraus  aber  folgt  weiter  R  =  R\  d.  h.  alle  Reak- 
tionskräfte  sind  gleich,  und  es  wird  P  ^^  2jR  sina.  Anderseits  ist  P 
von  der  Form  Je  •  AB,  also  wird  ü  =«  Ä  •  MA  :  sin a.  Errichtet  man 
nim  ixL.A  das  Lot  auf  der  Linie  der  Kraft  R,  das  die  Wirkungslinie 
von  P  in  0  schneide,  so  wird  BO  »^  AO  '^  R:k.  Derselbe  Wert 
ergibt  sich  aber,  da  die  Beaktionskraft  R  bei  allen  Seiten  dieselbe 
ist,  auch  für  den  Abstand  des  Punktes  0  von  allen  anderen  Ecken 
des  Polygon?.  Das  Polygon  ist  also  ein  Kreispolygon,  und  die  auf 
seine  Seiten  wirkenden  Kräfte  sind  nach  dem  Mittelpunkte  0  des 
Kreises  hin  gerichtet. 

7.  Aufgabe.    Ein  um  A  drehbarer  Stab  AB  vom  Gewicht  P 
ist  in  seinem  Schwerpimkt  M  an  einem  Seile  befestigt,  das  SeU  läuft 

bei  C  über  eine  Rolle,  die  vertikal  über  A 
stellt,  und  trägt  in  dem  PunHe  D  ein  Q-e- 
wicht  Q.  Außerdem  ist  AM^AC;  die 
Gleichgewichtslage  zu  finden. 

Auflösung.  Wir  nennen  6  den  Winkel 
AMC  und  lassen  diesen  Winkel  um  66 
variieren.  Dann  ergibt  sich  für  den  Arbeits- 
ausdruck, wenn  AM  ^^  a  gesetzt  wird,  da 
die  Verkürzung  der  Strecke  MC  gleich 
2a  sind  •  dd  und  die  Erhebung  des  Punk- 
Pig.  90.  tes  M  gleich  2a  sin  20  •  d0  wird, 

2a[Ösinö-  Psin2ö]dö. 

Dieser  Ausdruck    verschwindet    für    0  =  0    und    für    cos  0  = 


2P 


Was  zunächst  die  erste  Lösung  betrifft,  so  wird,  wenn  wir  fär  6 
einen  sehr  kleinen  Wert  0'  nehmen,  die  Arbeit  bei  einer  Vermehrung 
dieses  Winkels  0'  um  dÖ' 

2a  [ö-  2P]ö'dö', 

sie  erhält  also  bei  ständig  zunehmendem  6'  einen  negativen  Wert, 
solange  Q  <  2  P,  und  dann  ist  das  Gleichgewicht  stabil.  Die  zweite 
Gleichgewichtslage  ist  von  vornherein  nur  dann  möglich,  wenn 
^  <  2P;  bezieht  sich  auf  sie  ein  Wert  Öq,  und  nimmt  man  6  =  Öq  +  ö', 
wo  ff  sehr  klein  ist^  so  erhält  man  für  den  Arbeitsausdruck,  wenn  ff 
sich  noch  um  66'  vermehrt, 

4.aP^vD}6^ff8ff, 

also  einen  Wert,  der  stets  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  6ffj  mithin 
ist  dies  Gleichgewicht  stets  labil.    Also  ist  nur  die  Gleichgewichts- 
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läge  stabil,  bei  welcher  der  Stab  senkrecht  herunterhftngt.  Wird 
Q  >  2P,  so  ist  keine  der  Gleichgewichtslagen  stabil;  der  Stab 
springt  herauf,  indem  er  sich  um  A  dreht,  bis  er  an  die  BoUe 
anstößt. 

8.  Aufgabe.  Ein  starrer  Stab  liegt  in  einer  hohlen  Halbkugel, 
so  daß  er  sich  in  einer  Meridianehene  der  Kugel  befindet  und  sich 
auf  den  Boden  der  Halbkugel  tn  einem  Punkte  Ä,  auf  den  horizon- 
talen Band  in  einem  Funkte  B  aufstützt.  Seine  Gleichgewichtslage 
zu  finden. 


Flg.  91. 

Auf  lÖBnng.  Man  lege  den  Meridianschnitt  durch  den  Stab, 
21  sei  seine  Länge,  r  der  Eugelradius,  6  die  Neigung  des  Stabes 
gegen  den  Horizont.  Dann  wird  die  Senkung  seines  Schwerpunktes  JKf, 
der  in  seiner  Mitte  liegt,  unter  die  Ebene  des  Eugelrandes 

f  =(2rcosö  — i)sin0. 

Für  die  Gleichgewichtslage  muß  d^  =  0  sein  oder 

2r  cos2ö  —  ZcosÖ«  0. 


Diese  Gleichung  geht  für  cos  0  »  o;. 


2r 


a  über  in 


2a;*  —  ax  —  1  ^0. 


n 


£s  muß  aber  6  zwischen  0  und  y  liegen,  die  Wurzel  x  also  zwischen 

0  imd  +  1;  femer  muß  AB  <  21  sein,  also  x  <  2a.  Nun  wird 
eine  Wurzel  der  Gleichxmg  inuner  negativ  und  ihre  linke  Seite  ist 

fflra?  =  0:— 1,     für  a;  —  2a:  6a*— 1,     füra;=l:l  — a. 

Damit  die  Wurzel  in  dem  richtigen  Intervall  existiert,  muß  der 
zweite  Wert  >  0  und  auch  der  dritte  Wert  >  0  sein.  Es  ergeben 
sich  so  für  a  die  Grenzen 

Yi<a<l. 
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Daß  immer  x  >  a  ist,  also  2r  cos  0  >>  ^,  mithin  der  Schwerpunkt  in 
die  Kugel  fällt,  ist  leicht  zu  sehen,  denn  es  ist  2x^  ^  ax  +  1, 
und  setzt  man  für  1  den  kleineren  Wert  ax  ein,  so  ergibt  sich 
2«*  >  2ax  oder  x>  a. 

Was  die  Beaktionskräfte  betrifft,  so  geht  die  Kraft  Q  ia  A^ 
weil  sie  zur  Kugeloberfl&che  normal  sein  soll,  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt 0.  Die  Gleichung  der  Momente  für  den  Punkt  B 
liefert  also 


oder 


2Cr  cos  0  .  sin  0  «  P?  ctg  ö  «  P(2r  cos  0  -  Z)  cos  0 

-2Prsin*0 

ö  =  Ptang0. 


Daraus  ergeben  sich  die  horizontale  und  vertikale  Komponente  der 
Beaktionskraft  B  ia  B 

jR  sin 9  «  Q  cos  20  »  P  cos  20  tang  0, 

ii  cos  9  =  P  —  ö  sin  2  0  =  P  cos  2  0 . 

Der  Winkel  9,  den  die  Kraft  mit  der  Vertikalen  bildet,  wird  also 
gleich  0,  d.h.  die  Kraft  ist  senkrecht  zu  dem  Stab,  und  ihre  Größe  wird 

008  20 


B^P 


008  6  2  r 


9.  Aufgabe.    Ein  gertidliniger  schwerer  Stab  stützt  sich  auf 
eine  horizontale  Stange  G  und  wird  mit  dem  einen  Ende  A  gegen 

eine  vertikale  und  zu  der  Stange  C 
parallele  Wand  gestemmt  Die  Gleich- 
gewichtslage  und  die  Beaktumshräfte 
zu  finden, 

Auflösung.  Es  sei  M  der  Schwer- 
punkt und  P  das  in  ihm  angreifende  Gewicht  des 
Stabes,  AM^^a  und  c  der  Abstand  der  Stange  G 
von  der  vertikalen  Wand.  Wir  nennen  0  den 
Winkel,  den  der  Stab  mit  der  Wand  bildet. 
Dann  ergibt  sich  für  die  Höhe  von  M  über  dem 
Niveau  von  C 


.IiJ 


Fig.  98. 


f  —  a  COS0  —  C  Ctg0. 

Besteht  Gleichgewicht,  so  muß  <$  ^  =»  0  sein  oder 


a  sin0  — 


%mQ 


-.-0, 


also 


sin  0 


-n- 
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Die  Reaktionskraft  J^T  in  J.  folgt  aus  der  Gleichheit  der  Momente 
von  N  und  P  für  die  Achse  C: 

Nc  ctg  Ö  =  P(a  sin  ö  —  c) 

oder 

.Y^PctgÖ. 

Für  die  Komponenten  der  Beaktionskraft  B  in  C  ergibt  sich  dann 

R  cos(p  =  N  =  PctgO^     i?  sin 9  =  P. 

Daraus  folgt  9  »  0,  d.  h.  i2  wirkt  senkrecht  zu  dem  Stab,  und  es  wird 

smd 

Rechnen  wir  die  zweite  Variation  aus,  d.  h.  setzen  wir  in  dem 
Arbeitsausdruck 

pfasinO  — ^^We 

von  dem  Gleichgewichtswert  ^q  ausgehend  6^  -{-  &  (wobei  &  sehr 
klein)  für  B  ein,  so  ergibt  sich 

Der  Faktor  von  Ö'  ist  für  einen  spitzen  Winkel  Ö^  immer  positiv, 
das  Gleichgewicht  ist  also  labil,  und  der  Stab  ist  in  dieser  Lage 
nur  unter  dem  Einfluß  einer  reibenden  Kraft,  die  in  A  wirkt,  zu 
halten. 

10.  Aufgabe.  TÄn  geradliniger  schwerer  Stab  AB  kann  sieh 
•n  einer  vertikalen  Ebene  um  seinen  einen  Endpunkt  A  drehen.  Sein 
anderer  Endpunkt  B  ist  an  einem  Seü  befestigt  und  dieses  über  eine 
BoUe  C  geführt,  die  vertikal 
überAim  Abstände  AC=*AB 
liegt,  während  der  Endpunkt  E 
des  Seiles  ein  Gewicht  Q  trägt 
und  gezwungen  ist,  auf  einer 
gewissen  Kurve  zu  bleiben. 
Welches  muß  das  Gewicht  Q 
und  die  Gestalt  dieser  Kurve 
sein,  damit  bei  jeder  Lage 
des  Punktes  E  Gleichgewicht 
herrscht?  (De  VHöpitals  Zug- 
brücke.) 

Auflösung.  Ist  der  Stab  in  horizontaler  Lage  AB^^  so  möge 
der  Endpunkt  E  des  Seiles  eine  Lage  G  in  der  Vertikalen  A  C  haben. 
Ist  dann  l  die  Länge  des  Seiles,  2a  die  Länge  des  Stabes,  so  er- 
gibt sich 


K" 


Fig.  93. 
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CG^  =  6-Z- 2/2a.  (a) 

Femer  folgt,  wenn  wir  die  Momente  der  an  dem  Stab  angreifenden 
Kräfte  für  den  Punkt  Ä  zusammen  gleich  0  setzen: 

aP^y2aQ,  (b) 

Wir  nehmen  nun  an,  der  Schwerpunkt  M  des  Stabes  befinde  sich  in 
der  Höhe  u  über  A^  der  Punkt  E  in  der  Tiefe  x  unter  G^  dann  er- 
fordert das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 

P6u  «  QSx.  (c) 

Machen  wir  GE^r,  den  Winkel  ACE^O,  den  Winkel  BAC-^^^ 
so  wird  diese  Gleichung 

Fa  deo^q>  «  —  ö  ^ ('* <5os  tp) . 

Aus  dem  Dreieck  BAC  folgt  aber,  da  AB  ^^^  AC  ^»  2a, 

8a*  —  8a*  cos  9  =  (^  —  r)», 
mithin 

arfcosflp«-^ — dr, 
und  demnach  wird,  da  }/2  Q  ^  P, 

y^^-TT^'' <J(roo8Ö). 

Integrieren  wir,  so  finden  wir 

(^21  —  r)  r  «  —  4  }/2  ar  cos  ö  +  c 
oder 

r»  «  2  (/  +  2  ]/2  a  cos  (?)  r  +  c. 

Die  Konstante  c  ist  daraus  zu  bestimmen,  daß  für  0  =  0  r  -»  5  wird. 

Nehmen  wir  insbesondere  5  =»  0,  d.h.  i«=2y2a,  so  wird  die 
Kurvengleichung  einfach 

r=  2^(1  +  COSÖ) 
oder  in  kartesischen  Koordinaten 

(a;«  +  y«  -  2/x)»  =  4i«(x»  +  y«). 

Dies  ist  eine  sog.  Pascalsche  Schnecke  (Lima90n).  Vgl.  Loria, 
Spezielle  ebene  Kurven,  1902,  S.  137. 

11.  Aufgabe.  Ein  homogener  schwerer  Stab  ist  an  seinen  Enden 
A,  B  durch  Fäden  von  gleidher  Länge  mit  den  Enden  C,  D  eines 
festen,  horizontalen  Stabes  verbunden  und  uHrd  von  einem  horizontal 
wirkenden  Kräftepaar  angegriffen  (bißare  Aufhängung),  Die  Gleich- 
gewichtslage zu  finden. 


0  bnDgsbeispiele. 
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Auf  löBung.  Es  ist  zunächst  leicht  zu  sehen,  daß  in  der  Oleich- 
g6¥richtslage  die  Mitten  der  beiden  Stäbe  in  einer  Vertikalen  liegen 
müssen.  Wir  bezeichnen  dann 
den  Winkel,  um  welchen  der 
aufgehängte  Stab  gegen  den 
anderen  in  der  Gleichge- 
wichtslage gedreht  ist,  mit 
0,  mit  h  die  vertikale  Ent- 
fernung der  beiden  Stäbe, 
mit  2  a  die  Länge  des  festen 
Stabes,  mit  26  die  Länge 
des  aufgehängten  Stabes,  mit 
l  die  Länge  der  Fäden. 
Fällen  wir  dann  z.  B.  aus 
C  auf  die  horizontale  Ebene 
des  Stabes  AB  das  Lot 
CEy   80  wird  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CEA 

ÄE^ya^  +  b^-2ah  cosO  =  >/(^^  +  TaTrin*p, 

CA  -  l,     CE  =  Ä, 
und  somit  finden  wir 


Fig.  94. 


h  =  y'l^-  (a  -  fc)»  —  4a6  sin«  ^d . 

Wir  denken  uns  nun  das  Kräftepaar  gegeben  durch  zwei  Kräfte  von 
der  Größe  P,  die  in  ^  und  B  angreifen  und  senkrecht  zu  der  Stab- 
richtüng  wirken.  Das  Gewicht  des  Stabes  sei  femer  Gy  dann  liefert 
das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebung  für  eine  Lagenänderung  des 
Stabes,  die  einer  Zunahme  von  6  um  öO  und  einer  Abnahme  von  h 
um  dh  entspricht,  die  Gleichung 

2PaSe^  Göh, 

das  Moment  des  Kräftepaares  wird  aber  der  Größe  nach 

M'^  2Pa 

und  es  ergibt  sich 

a&sin  6 


dh 


Daraus  folgt 


M 


yz»  — "(a  —  hy  —  4  ä6  sin*  ^ö 
Gab  sind 


60, 


Auf  Ghrund  dieser  Formel  dient  die  beschriebene  Vorrichtung  zur 
wirklichen  Messung  eines  Kräftepaares,  insbesondere  des  auf  einen 
Magneten  ausgeübten. 

12.  Aufgabe.    Die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  eines  schweren 
Körpers,  der  auf  einer  festen  Fläche  ruht,  zu  untersuchen. 
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Fig.  95. 


Auflösung.  Wir  setzen  der  Einfachheit  halber  voraus,  daB 
der  Körper  eine  Sjmmetrieebene  besitzt,  die  dann  den  Schwerpunkt  S 
enthält  und  den  Körper  in  einer  Kurve  r\  die  feste  Fläche  in  einer 

Kurve  F  schneide.    Die  Ebene  dieser 
iP*  Kurve  F  sei  auch  eine  Sjmmetrieebene 

der  festen  Fläche  oder  ein  senkrechter 
Querschnitt  des  von  ihr  begrenzten 
Körpers,  wenn  wir  uns  diesen  zylin- 
drisch denken.  Ist  C  der  Berührungs- 
punkt und  sind  die  beiden  Flächen 
vollkommen  glatt,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
des  Gleichgewichtes  die,  daß  die  Linie  CS  vertikal  und  auf  den  beiden 
Kurven  F  und  F'  senkrecht  ist,  ferner  die  Richtung  der  Schwerkraft 
von  C  aus  in  das  Innere  von  F  geht.  Sind  die  beiden  Flächen  absolut 
rauh,  so  genügt  es,  daß  CS  vertikal  nach  aufwärts  gerichtet  ist. 

Denken  wir  uns  aber  den  Körper  unendlich  wenig  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  verrückt  oder  F*  auf  F  verschoben,  so  wird  das 
Gleichgewicht  stabil  oder  instabil,  jenachdem  die  Bahn  von  S  dem 
Punkte  C  die  konvexe  oder  konkave  Seite  zukehrt.  Betrachten  wir 
nun  die  Kurven  F  und  r*'  als  Polbahnen  und  konstruieren  den  Wende- 
kreis, so  können  wir  die  Stabilitätsbedingung  so  formulieren,  daß 
wir  sagen,  das  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  S  innerhalb  des  Wende- 
kreises fällt,  und  instabil  im  entgegengesetzten  Falle.  Deshalb  heißt 
dieser  Kreis  auch  Stabilitätskreis. 

Wenn  z.  B.  eine  Halbkugel  vom  Radius  It'  in  C  auf  dem  höch- 
sten Punkte  einer  Kugel  vom  Radius  R  ruht,  ist  die  Bedingung  des 

Gleichgewichtes  sicher  erfüllt. 
Der  Stabilitätskreis  hat  den  Ra- 
dius RI^:  (R+R'),  der  Schwer- 
punkt S  ist  von  C  um  ^R'  ent- 
femt  Also  ist  Stabilität  vor- 
handen, wenn 

^^'"^RT^' 
mithin 

R'<iR 

Fig.  96. 

ist.  Wenn  die  Halbkugel  im 
tiefsten  Punkte  einer  Hohlkugel  aufliegt,  ist  das  Gleichgewicht  inuner 
stabil.  Vgl.  Thomson  u.  Tait,  vol.  ^,  p.  111;  Routh,  Analytical 
Statics,  vol.  1,  p.  172  sq. 


Drittes  Kapitel. 

Gleichgewicht  der  Seilkurren. 

1.  Die  Olelohungen  des  Olelohgewiohts.  Wir  be- 
trachten einen  biegsamen,  unausdehnbaren  Faden  mit  ver- 
schwindenden Querdimensionen.  Ein  Element  ds  dieses  Fadens 
sei  einer  Kraft  unterworfen,  die  von  derselben  Ordnung  des 
Unendlichkleinen  ist  und  mit  Fds  bezeichnet  werde,  so  daB 
F  ein  endlicher  Vektor  ist.  Dasselbe  setzen  wir  f&r  alle  die 
unendlich  kleinen  Elemente  voraus,  in  die  sich  der  Faden  zer- 
legen läßt.  Die  Fadenenden  können  frei  oder  fest  sein  oder 
gezwungen  auf  bestimmten  Kurven  oder  Oberflächen  zu  blei- 
ben usw.;  in  allen  Fällen  aber  können  wir  sie  als  frei  annehmen, 
wenn  wir  an  ihnen  bestimmte  Kräfke  Fq  und  Fi  angreifen 
lassen,   die  nötigenfalls  die  bestehenden  Bedingungen  ersetzen. 

Die  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  wird  im  allgemeinen 
eine  Kurve  sein,  daher  der  Name  Seilkurve.  Wir  wollen  nun 
auf  Grund  des  Prinzips  der  virtuellen  Verschiebungen  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  aufstellen  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  der  Gestalt  der  Seilkurve  ableiten. 

Der  Faden  erfahre  eine  beliebige  virtuelle  Verschiebung, 
wobei  der  Punkt  P  des  Fadenelementes  ds  in  den  Punkt  P+dP 
übergehe.  Die  virtuellen  Arbeiten  der  längs  des  Fadens  ver- 
teUten  Kräfte  ergeben  dann  die  Summe 

fFxdP'ds, 

wobei  das  Integral  zwischen  0  und  l,  der  Länge  des  Fadens, 
zu  nehmen  ist.  Es  ergibt  sich  also,  da  man  auch  die  Varia- 
tionen der  Endpunkte  Pq  und  P^  des  Fadens  zu  berücksich- 
tigen hat,  die  Gleichung 

-Fo  X  *^o  +  JPi  X  iPi  +f^x  SP'ds^  0,  (1) 

wenn  wir  uns  auf  die  umkehrbaren  Verschiebungen  beschränken. 


284  Kap.  III.    Gleichgewicht  der  Seilkurven. 


Nun  ist  das  Linienelement 

ds^mod(dP), 

nach  der  Verschiebung  wird  es  also  gleich  dem  Modul  voa 
dP+ddP  oder  dP  +  ddP  werden.  Aber  für  die  umkehr- 
baren Verschiebungen  muß  die  Länge  des  Fadeneleme'ntes  un- 
geändert  bleiben.     Es  ergibt  sich  also  die  Bedingung 

{dP  +  ddPy  =  dP» 

oder 

2rfPxrf(JP+(rfdP)»-0. 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  ds^  und  yemachläsBigen 

darauf  die  unendlich  kleinen  GröBen,  so  wird 

dP      ddP      ^ 
ds         da 

oder^  wenn  t  den  Einheitsvektor  auf  der  Tangente  bezeichnet^ 

Diese  Gleichung  gilt  für  jedes  Fadenelement;  multiplizieren  wir 
die  verschiedenen  sich  so  ergebenden  Gleichungen  alle  mit 
einem  unbestimmten  Faktor  X,  d.  h.  mit  einer  zunächst  will- 
kürlichen Funktion  der  Bogenlänge  s^  und  summieren,  d.  h.  in- 
tegrieren die  sich  so  ergebenden  Gleichungen  über  die  ganze 
Ausdehnung  des  Fadens,  so  finden  wir 


/' 


At  X    ,     rfs  =  0 


oder  nach  partieller  Litegration 

k,t,  X  ÖP,  -  Aoto  X  dP,  -J^^f  xdP'ds^O, 

indem  wir  durch  die  Lidizes  0  und  1  die  Werte,  die  sich  auf 
die  Enden  des  Fadens  beziehen,  kennzeichnen. 

Addieren  wir  diese  Gleichung  schließlich  zu  (1),  so  er- 
gibt sich 

Nach  der  allgemeinen  Methode  haben  wir  nun  in  dieser  mit  den 
unbestimmten  Faktoren  behafteten  Gleichung  die  Verschiebungen 
als  völlig  willkürlich  anzusehen  und  müssen  deshalb 
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-Po  -  ^«0  =  0,     F,  +  X,t,  =  0  (4) 

annehmen^  wenn  wir  uns  die  Funktion  l  jetzt  in  geeigneter 
Weise  bestimmt  denken.  Es  ist  also  diese  Funktion  als  end- 
lich, von  Null  verschieden  und  eindeutig  bestimmt  in  dem 
Intervall  von  0  bis  Z  anzusehen.  Die  Gleichung  (3)  heiBt  die 
unbestimmte  Gleichung,  sie  ist  für  jeden  Pimkt  des  Fadens 
zwischen  Pq  und  P^  erfüllt;  die  Gleichungen  (4)  heißen  die 
Grenzbedingungen  der  Seilkurve. 

Im  Falle  nicht  umkehrbarer  Verschiebungen  ergibt  sich, 
daß  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2)  nicht  Null,  sondern  be- 
standig negativ  sein  muß,  denn  die  so  entstebende  Ungleichung 
geht  aus  der  für  alle  nicht  umkehrbaren  Verschiebungen  gel- 
tenden Ungleichung 

{dP  +  ddPy  <  dP« 

hervor,  die  ausdrückt,  daß  bei  diesen  Verschiebungen  die  Faden- 
lauge  verringert  wird.  Es  wird  gleichzeitig  dann  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (1)  negativ,'  und  da  die  Beziehungen  (3) 
und  (4)  entstehen,  indem  man  die  mit  X  multiplizierte  und 
integrierte  linke  Seite  von  (2)  zu  der  linken  Seite  von  (1) 
addiert  und  die  Summe  für  alle  möglichen  Verschiebungen 
gleich  Null  setzt,  muß,  damit  sie  erfüllt  sein  können,  das  Pro- 
dukt der  linken  Seite  von  (2)  und  der  Funktion  A  beständig 
einen  positiven  Wert  ergeben,  es  muß  also  X  beständig  nega- 
tiv sein. 

Da  weiter  t  allgemein  den  Tangentialvektor  in  dem  Sinne, 
der  von  Pq  nach  P^  führt,  bezeichnet,  ergeben  die  Glei- 
chungen (4),  daß  die  Kraft  Fq  in  Pq  dem  Tangentenvektor  t^ 
entgegengesetzt  und  die  Kraft  jP^  in  P^  dem  Tangentenvektor  t^ 
gleichgerichtet  ist.  Um  die  allgemeine  Bedeutung  von  k  zu 
ermitteln,  schneide  man  den  Faden  im  Punkte  P  durch  und 
nenne  T  die  Kraft,  die  man  in  P  anbringen  muß,  um  an  dem 
Stücke  des  Fadens  zwischen  Pq  und  P  das  Gleichgewicht 
wiederherzustellen.  Da  dann  die  Summe  aller  an  dem  Faden- 
stück wirkenden  Kräfte  verschwinden  muß,  ergibt  sich 
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das  Integral  von  Pq  bis  P  erstreckt.  Ans  den  Gleichungen  (3) 
und  (4)  folgt  aber 

also  wird 

die  Kraft  T  föllt  also  in  die  Tangente  der  Seilknrre,  ihre 
GröBe  r  ^  mod  T  heißt  die  Spannung  in  diesem  Punkte^  und 
zwar  wird  r  «  —  A. 

Nehmen  wir  statt  des  Stückes  P^P  das  Stück  PP^  und 
bringen  es  durch  eine  in  P  angreifende  Kraft  T*  ins  Gleich- 
gewicht, so  ergibt  sich  T'=«  +  >lt,  also  =  —  T.  In  jedem 
Punkte  des  Fadens  muß  man  sich  demnach  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte  wirkend  denken,  die  in  die  Tangente  der  Seil- 
kurve  an  der  betreffenden  Stelle  fallen. 

Es  nehmen  nun,  wenn  wir  noch  entsprechend  Tq  =  —  Jl^, 
Ti  =  —  ili  setzen,  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  Form  an 

F+^^{rt)^0,  (5) 

Ji  +  Mo^-O;    J;-Tifi==0.  (6) 

Wie  leicht  zu  verifizieren  ist,  schließen  diese  Gleichungen 

alle  Gleichgewichtsbedingungen  für  den  erstarrt  gedachten  Faden 

ein.     In  der  Tat,  integriert  man  die  Gleichung  (5)  und  f&hrt 

die  Werte  für  x^ty^  und  Xot^  aus  (6)  ein,  so  ergibt  sich 

JFds  +  1?,  +  J?i  -  0, 

0 

d.  h.  die  Summe  aller  wirkenden  KnLfte  verschwindet.  Außer- 
dem wird 

^J(P-0)At«]-(P-0)A^, 

weil  — -j^  ^  =  t '  ist,  und  es  folgt  sonach  aus  (5)  mit  Rück- 
sicht auf  (6) 

/(P-  0)  A  Fds  +  {P,-0)  A  PI  +  (Po  -  0)  A  Pi  =  0, 
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d.  h.  das  Moment  der  Kräfte  für  einen  beliebigen  Punkt  O 
verschwindet.  Dies  aber  sind  die  beiden  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  an  einem  starren  Körper. 

Lehnt  sich  der  Faden  an  eine  vollkommen  glatte  Ober- 
fläche an^  so  können  wir  den  Faden,  als  frei  schwebend  voraus- 
setzen^ wenn  wir  nur  noch  in  seinen  verschiedenen  Elementen  ds 
Kräfte  von  der  Form  Rn^ds  anbringen,  welche  zu  der  Ober- 
fläche senkrecht  sind  und  deren  Reaktion  darstellen;  n^  soll 
hierbei  einen  Einheitsvektor  in  der  Flächennormale  bezeichnen. 
So  ergibt  sich  statt  (5)  die  Gleichung 

F+Bn,  +  ^  =  0.  (7) 

# 

3.  Kartesisohe  und  natflrllohe  Olelohnngen.  Wenn 
yrii  in  bezug  auf  das  Fundamentalsystem  (e^,  e^,  e^)  die  Kom- 
ponenten der  Kraft  JF  mit  X,  Y,  Z  bezeichnen;  so  liefern  die 
Gleichungen  (5)  und  (6)  das  kartesische  Gleichungssystem 

i+r.('^)-».  ^+a,('S-<'.  ^+r.(40-ow 

und  die  Grenzbedii^ungen 

^  +  *o(g)„-=0,     X,-r,(^)^  =  0  (9) 

samt  den  analogen  Gleichungen  für  die  y-  und  jer-Richtung. 
Im  Falle  des  auf  der  -Fläche 

f{^y  y,  ^)  =  0 

ruhenden  Fadens  erhalten  wir,  da  die  Komponenten  des  Vek- 
tors Wj  den  partiellen  Derivierten  der  Funktion  f  proportional 
sind,  aus  (7) 

und  zwei  analoge  Gleichungen. 

Um  die  natürlichen  Gleichungen  der  Seilkmve  zu  finden, 
führen  wir  die  Differentiation  des  Produkts   in  (5)   aus   und 

beachten,  daß  t"  =  —  ^  ist.     Dann  ergibt  sich 
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bezeiciliien  wir  also  mit  6,  N,  B  die  Eomponenten  des  Eraft- 
yektors  J^  nach  den  Vektoren  t,  Uy  b,  so  haben  wir 

Ö  +  |j-0,     N  +  l-0,     B  =  0.  (11) 

Dies  sind  die  gesuchten  Gleichungen. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  bleibt  auch  bestehen^  wenn 
der  Faden  auf  einer  Flache  ruht.  In  der  Tat  verschwindet 
die  Tangentialkomponente  der  Reaktionskraft,  da  diese  zur 
Seilkurye  senkrecht  ist,  und  es  bleibt  für  die  auf  das  Faden- 
element ds  wirkenden  Kräfte  allein  die  Komponente  6  der 
äußeren  Krafbe  übrig. 

Aus  den  Gleichungen  (11)  folgert  man,  daB  die  Kraft,  die 
auf  das  Element  ds  wirkt,  in  der  Schmiegungsebene  der  Seil- 
kurve  enthalten  ist  und  ihre  Normalkomponente  in  die  negative 
Richtung  der  Hauptnormale  fallt.  Ist  der  Faden  (gleichgültig, 
ob  er  frei  hängt  oder  auf  einer  Fläche  ruht)  nur  den  an  seinen 
Enden  wirkenden  Kräften  unterworfen,  so  wird  0  =»  0,  mithin 
T  »  konst.,  die  Spannung  im  Innern  des  Fadens  ist  also  kon- 
stant, unter  dieser  Voraussetzung  muß  die  Normalkompo- 
nente N,  wenn  der  Faden  über  eine  Fläche  gespannt  ist,  allein 
von  der  Reaktion  dieser  Fläche  herrühren:  die  Hauptnormale 
der  Kurve  fällt  dann  mit  der  Flächennormale  zu- 
sammen und  der  Faden  bildet  auf  der  Fläche  eine 
kürzeste  (geodätische)  Linie.  — 

Wir  können  uns  nun  allgemein  folgende  zwei  Aufgaben 
stellen: 

1.  Wenn  die  Gestalt  des  Fadens  gegeben  ist,  die  Verteilung 
der  wirkenden  Kräfte  zu  finden,  für  die  Gleichgewicht  besteht. 

2.  Wenn  die  Verteilung  der  Kräfte  gegeben  ist,  die  Gleich- 
gewichtsfigur des  Fadens  zu  bestimmen. 

Die  Lösung  dieser  beiden  Aufgaben  wollen  wir  im  fol- 
genden versuchen. 

3.  AnflÖBung  der  ersten  Aufgabe.  Man  kann  die 
erste  Aufgabe  so  lösen,  daß  man  verlangt,  die  Gleichungen  (11) 
sollen  bei  gegebener  Seilkurve  für  geeignete  Wahl  der  Funk- 
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tion  X  erfüUt  sein.  Eliminiert  man  aber  aus  den  beiden  ersten 
Oleicbungen  r^  so  erhält  man 

Wenn  diese  Gleichung  für  gegebene  Gestalt  des  Fadens  erfüllt 
sein  soll;  so  kann  man  in  der  Schmiegungsebene  die  Normal- 
komponente der  an  der  betreffenden  Fadenstelle  ds  wirkenden 
Kraft  noch  beliebig  annehmen;  durch  die  Normalkomponenten 
werden  dann  die  Tangentialkomponenten  mit  Hilfe  der  vor- 
stehenden Gleichung  eindeutig  bestimmt,  und  die  Spannung 
eigibt  sich  aus  der  Gleichung 

auch  für  die  Enden  des  Fadens ,  wo  sie  die  dort  wirkenden 
Ejräfte  liefert. 

4.  AnflÖBimg  der  iweiten  Anfgabe.  Wenn  die  End- 
punkte des  Fadens  befestigt  sind,  so  können  die  wirkenden 
Kräfte  über  den  Faden  beliebig  verteilt  sein,  der  Faden  wird 
unter  ihrer  Einwirkung  eine  bestimmte  Gestalt  annehmen  und 
die  Kräfte,  die  auf  ihn  durch  die  Befestigungspunkte  ausgeübt 
werden,  werden  derart  sein,  daß  sie  den  anderen  auf  den  Faden 
wirkenden  Kräfte  wie  Krafte  an  einem  starren  Körper  das 
Gleichgewicht  halten. 

Wir  wollen  die  abkürzenden  Bezeichnungen 

/       dx  t      dx  //      d^x 

ds'  a« '  a«' 

anwenden  und  können  dann  die  Gleichungen  (8),  indem  wir 
die  Differentiation  des  Produktes  ausführen,  schreiben  wie  folgt 

X  +  x'x  +  xx"  ==»  0, 

Z  +  x'z'  +  xz"  ="  0, 
wozu  noch  die  Gleichung  kommt 

Diese  Gleichungen  sind  als  vier  Differentialgleichungen 
für  die  vier  unbekannten  Funktionen  r,  x,  y,  z  von  s  anzu- 
sehen, während  X,  Y,  Z  als  Funktionen  von  s  allein  oder,  um 
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einen  allgemeineren  Fall  zu  nehmen;  Ton  Sj  x,  y,  z,  x\  y\  z' 
gegeben  sind. 

Die  Auflosung  der  Gleichungen  kann  nun  wie  folgt  ge- 
schehen: Man  differenziere  die  ersten  drei  Gleichungen  viermal 
nach  Sy  die  letzte  fQnfinal  nach  s^  dann  erhält  man  im  ganzen 
21  Gleichungen,  in  denen  außer  s  die  Koordinaten  x^  y,  0  mit 
ihren  sechs  ersten  und  die  Spannung  r  mit  ihren  fünf  ersten 
Derivierten  vorkommt.  Man  kann  aus  den  21  Gleichungen 
20  von  diesen  28  Größen  eliminieren,  z.li.y,0  und  r  mit 
allen  ihren  Derivierten,  dann  erhält  man  als  Eliminations- 
resultat  eine  Gleichung  von  der  Form 

q>  {x,  x',,.,  x^,  s)  =»  0. 

Auf  die  Integration  dieser  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung sechster  Ordnung  für  x  als  Funktion  von  s 
kann  man  sonach  das  Problem  zurückführen.  Ihre  all- 
gemeine Lösung  hängt  von  sechs  willkürlichen  Konstanten 
Ci,  c^, . . .  c^  ab,  ist  also  von  der  Form 

Die  sukzessiven  Derivierten  von  x  sind  dann  sofort  zu  finden. 
Eliminiert    man    aus    20    der    21  Gleichungen    dieselben 
Größen  wie  vorhin,  nur  mit  Ausnahme  von  y,  z  oder  r  selbst, 
so  erhält  man  drei  Gleichungen  von  folgender  Form 

9>i  (y;  ^;  ^'.  •  •  •  ^^>  «)  ^  0, 
9j  (jer,  X,  rc', . . .  x^  s)  =  0, 

9j  (r,  Xj  X'y   .,,  X^y  s)  =  0. 

Setzt  man  hierin  die  gefundenen  Werte  für  x  und  seine  Deri- 
vierten ein  und  berechnet  aus  ihnen  die  in  ihnen  enthaltenen 
Größen  y,  j?,  r,  die  sich  so  als  Funktionen  von  s  ergeben, 
so  ist  die  Aufgabe  gelöst.  Weitere  Integrationen  sind  zu 
ihrer  Lösung  also  nicht  erforderlich. 

Die  sechs  Konstanten  c^,  c^,  -  -  -  c^  werden  sofort  dadurch 
bestimmt,  daß  die  Endpunkte  des  Fadens  fest  sein,  also  be- 
stimmt gegebene  Koordinatenwerte  besitzen  sollen.  In  der  Tat 
ergeben  sich  so  sechs  unabhängige  Gleichungen,  die  gestatten 
c^,  Cg, . . .  Cg  zu  bestimmen. 
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Auf  ähnliche  Weise  ergibt  sich,  wenn  der  Faden  auf  einer 
Fläche  aufliegt,  also  für  die  Koordinaten  x,  y,  z  seiner  Punkte 
von  Yomherein  eine  endliche  Gleichung 

fip^i  y,  ^)  =  0 

gegeben  ist,  daß  die  Bestimmung  der  Gleichgewichts- 
figur von  der  Integration  einer  Differentialgleichung 
vierter  Ordnung  abhängt.  Die  vier  willkürlichen  Kon- 
stanten, die  ihre  allgemeine  Lösung  enthält,  bestimmen  sich 
dadurch,  daß  die  Endpunkte  des  Fadens  auf  der  Fläche  ge- 
geben sind.  So  ergeben  sich  in  der  Tat  vier  unabhängige 
Bedingungen  für  diese  Konstanten. 

6.  Besondere  Fftlle  der  Seilknrve.  Die  wirkliche 
Ausführung  des  in  dem  vorigen  Paragraphen  dem  Prinzip 
nach  angegebenen  Integrationsverfahrens  unterliegt  den  größten 
Schwierigkeiten.  Nur  in  einzelnen  Fällen,  die  aber  noch  immer 
hinlänglich  allgemein  sind,  können  wir  gewisse  Integrale  der 
Gleichgewichtsgleichungen  angeben  und  sie  benutzen,  um  ent- 
weder direkt  die  Lösung  der  Aufgabe  zu  finden  oder  wenig- 
stens die  Ordnung  der  aufzulösenden  Differentialgleichung  herab- 
zudrücken. 

a)  Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung,  daß,  im  Falle  die 
Kräfte  Funktionen  des  Bogens  allein  sind,  das  Problem 
sich  auf  bloße  Quadraturen  zurückführen  läßt.  In  der  Tat  er- 
gibt sich  in  diesem  Falle  aus  (5)  durch  Integration 

Fds  +  xt'^^c, 

wenn  das  Integral  von  Pq  bis  P  erstreckt  wird  und  c  einen 
konstanten  Vektor  bezeichnet.  Aus  dieser  Gleichung  finden 
wir  xtj  und  indem  wir  durch  den  Modul  r  dieses  Vektors 
dividieren,  die  Komponenten  von  t  in  der  Form 

^'=9>i(«);     y=^9>i{s),     /-^sW- 

b)  Die   Kräfte  besitzen    ein   Potential    F,   d.  h.   es 

existiert  eine  Funktion  V  der  Koordinaten  des  Punktes  P  allein 

von  der  Art,  daß 

JP^-gradF 

19* 
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wird.  Multiplizieren  wir  die  Gleichung  (5)  oder  (7)  mit 
dP  —  tdSj  so  ergibt  sich  sofort 

woraus 

r  -  -  F  +  A,  (12) 

indem  h  eine  Eonstante  bezeichnet.  Dieses  Integral,  welches 
die  Spannung  bis  auf  eine  Eonstante  liefert ,  bleibt  unter  den 
gleichen  Voraussetzungen  auch  bestehen,  wenn  der  Faden  auf 
einer  Flache  li^. 

c)  Die  Eräfte  sind  Zentralkräfte,  d.  h.  konvergieren 
nach  einem  Punkte  0.     Wir  haben  dann 

J'A(P-O)-0. 

Infolgedessen  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

wenn  wir  sie  yektoriell  mit  P  —  0  multiplizieren, 

(P-O)  A^-O, 

oder 

ä^l(P-O)Ar«]-0, 

denn  es  ist  t  =  -^-^—l  und  somit         ,""      A  rf  —  0.     Aus 

as  as 

der  vorstehenden  Gleichung  folgt  aber 

(P  -  0)  A  T«  =  g,  (13) 

wenn  g  'einen  konstanten  Vektor  bezeichnet.  Multiplizieren 
wir  die  letzte  Gleichung  skalar  mit  P  —  0,  so  ergibt  sich 
links  null  und  somit  wird 

gx(P-0)-0,  (14) 

d.  h.  aber,  P  liegt  in  einer  bestimmten  (zu  dem  Vektor  g  senk- 
rechten) Ebene  durch  den  Punkt  0,  d.  h.  die  ganze  Seil- 
kurve liegt  in  einer  durch  0  gehenden  Ebene. 

d)  Die  Eräfte  sind  parallel  und  von  der  Bogen- 
länge unabhängig.  Die  Seilkurve  mufi  dann  nach  dem 
soeben  gewonnenen  Resultat,  indem  wir  nur  den  Punkt  0  in 
unendliche  Entfernung  rücken  lassen,  einer  Ebene  angehören, 
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die  der  Bichtnng  der  Ejrafte  parallel  ist.  Diese  Ebene  sei  die 
xa-'Ebeae  und  die  jer-Achse  sei  den  Kräften  parallel.  Dann 
wird  für  alle  Punkte  der  Seilkurve  y  =^0,  für  die  Kriifte  X «  0, 
Y^O  und  die  Gleichungen  (8)  liefern 

3i(-a9-o.  ^  +  Ä(43-o- 

Also  wird  zunächst 

dx 

da 

wobei  wir  die  Konstante  c  >  0  voraussetzen  können.  Für  die 
Punkte  der  Seilkurve  ist  sf  eine  Funktion  von  rr;   setzen  wir 

p^-^9  so  eigibt  sich 


r  -5-  =  c, 


dx 


dx            1            dB           p 

Also  wird 

ds       yi  +  |)»'     äs      yi+j,« 

und 

x^cyi  +p^ 

Z+-A=^^0.  (15) 

Da  aber  Z,  d.  h.  die  Intensität  der  (auf  die  Längeneinheit  des 
Fadens  yerrechneten)  Kraft^  nach  Voraussetzung  nur  von  x,  e^ 

dx     dz 

-j-,  3-  abhängt,  also  von  x,  0,  p,  so  ist  die  zuletzt  gefundene 

Gleichung  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  auf  deren 
Lösung  sich  das  Problem  reduziert.    Ihr  Integral 

xf«9)(a:,c,c,,Cj) 

ist  die  Gleichung  der  Seilkunre.  Die  drei  Konstanten  in  dieser 
Gleichung  werden  bestimmt,  wenn  wir  die  Endpunkte  des 
Fadens  in  seiner  Ebene  und  außerdem  die  Länge  des  Fadens 
vorschreiben. 

Die  Integration  von  (15)  läßt  sich  in  vielen  Fällen  aus- 
führen und  reduziert  sich  auf  bloße  Quadraturen,  wenn  Z  nur 
von  X,  nur  von  js  oder  nur  von  p  abhängt. 

6.  Die  Kettenllnie.  Wir  nehmen  an,  daß  Z  nur  von  x 
abhängt.    Dann  wird  die  Gleichung  (15)  von  der  Form 


^(^>''*+^*-^- 
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Wir  führen  nun  eine  neue  Variable  u  ein  durch  die  Gleichung 

m  p  =^  @tn  u, 

indem  wir  mit  ©inu  «- ^•(^  "~  ^""'*)  ^®^  hyperbolischen  Sinus 
von  u  bezeichnen.     Dann  wird  die  Differentialgleichung 

F{x)dx  +  cdu^O 
und  es  folgt 

Diese  Funktion  von  x,  die  eine  neue  Integrationskonstante  c^ 
enthält,  wollen  wir  mit  f(x)  bezeichnen.     Es  wird  dann 

p  «  ©in  f{x) 
und  nach  einer  neuen  Integration 

z  ^  c^  +  J  ©in  f{x)  dx. 
Dies  ist  die  Gleichung  der  Kurre;  außerdem  ergibt  sich 


u  «  f{x)  -  ^  (Ci  +  Px)  «  -  (x  -  x^), 


ds  «  |/1  +  p» .  da;  -  (£of  f{x)  -  dx . 

Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall,  wo  Z  konstant  ist, 
was  z.  B.  eintritt,  wenn  es  sich  um  einen  homogenen,  überall 
gleich  dicken  Faden  (oder  eine  Kette)  handelt  und  Z  das  Ge- 
wicht der  Längeneinheit  bedeutet.  Wir  wollen  dies  Gewicht 
mit  P  bezeichnen,  wir  finden  dann,  da  F{x)  «  —  P  ist, 

P 

c 

c  r  c       p 

Jß^  "^  ^0  +  p  J  ®i«  "^w  =*  ^0  +  p  Soj  —  (x-  Xo), 

wenn  wir  hier  Cj  =•  —  Pxq  und  c^  =  Zq  setzen. 

Verlegen  wir  durch  Parallelverschiebung  des  Koordinaten- 
systems den  Ursprung  in  den  Punkt  Oi(Xq,Zq),  nennen  x^,  js^ 
die  neuen  Koordinaten,  setzen  also  x^  ^  x  —  x^,  z^^  e  —  e^ 
und  femer  c  -«  Pa,  so  finden  wir 

£i  =  a  eoj  5  •  (16) 
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Dies  ist  die  einfachste  Gleichung  der  gewöhnlichen  Eettenlinie 
(Gatenaria).     Die  Karre  läßt  sich  sofort  rektifizieren,  da 


X, 


ds  •=  Sof  —  dx^ 


wird.     Es  ergibt  sich 


s  ^Sq  +  a  ©in  ^  • 


(17) 


Wir  haben  jetzt  noch  die  drei  Eonstanten  x^,  a^,  c  durch 
die  Auf  hängepunkte  und  die  Länge 
des  Fadens  festzulegen.  Der  an- 
fängliche Ursprung  0  sei  der  nie- 
drigere Aufhängepunkt,  a,  ß  die 
Koordinaten  des  anderen  Ä,  Dann 
folgt  aus  (16)  und  (17) 


—  ißfo  —  a  Sof 
/J  —  xr^j  =  a  Sof 


x„ 


a 


a  — a:„ 


l  -  a  ©in  ""--^  -  a  ©in  ""^^ 


a 


oder 


Fig.  97. 


und  daraus 

i«  _ /J«  =  4a«  ©in»  ^  • 

Demnach  erhalten  wir  für  |  =>  a :  2a  die  transzendente  Gleichung 


©in  S       yi*  -  p« 
5     "" 


a 


(18) 


Haben  wir  deren  Lösung  gefunden^  so  ist  a  bestimmt.     Wir 

finden  dann  x^  oder  zunächst  --   aus  einer  der  beiden  Glei- 

chungen  für  l  und  ß   oder   auch    aus    der   hieraus   folgenden 
Gleichung 
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zeoi^-^©in^-2a©tn^M5- 

Endlich  haben  wir 

Die  Gleichung  (18)  läßt  sich  auf  graphischem  Wege  losen, 
indem  man  in  einer  1 17 -Ebene  die  Kurve 


v^- 


©inS 


mit  der  Geraden 


£ 


^  =  1 ^ 

'  a 


Fig.  98. 


zum  Schnitt  bringt.  Die  Zeichnung  der  betrefifenden  Kurve 
läßt  sich  mit  Hilfe  diner  Tafel  der  hyperbolischen  Funktionen 

auf  Millimeterpapier  leicht  aus- 
führen. Die  Kurve  hat  eine 
parabelähnliche  Gestali  Ihr 
Scheitel  liegt  auf  der  17 -Achse 
und  hat  die  Ordinate  1.  Nach 
beiden  Seiten  steigt  die  Kurve 
vom  Scheitel  aus  beständig  an, 
und  fflr  I  =  ±  00  wird  auch 
die  Ordinate  r^  =  00. 
Die  Gleichung  (18)  liefert  daher  nur  dann  eine  Lösung, 
wenn  die  rechte  Seite  >  1,  also 

ist.  Diese  Bedingung  sagt  aus^  daß  die  Länge  des  Fadens 
mindestens  so  groß  sein  muß  wie  die  kürzeste  Entfernung  der 
Auf  hängepunkte  0  und  Ä,  was  an  sich  klar  ist. 

Mit  einem  Werte  + 1  ist  auch  der  Wert  — - 1  eine  Losung 
der  Gleichung  (18).  Dieser  negativen  Lösung  entspricht  eine 
Kettenlinie,  die  ihre  konkave  Seite  nach  unten  kehrt.  Eine 
solche  Gestalt  des  Fadens  bedeutet  aber  eine  labile  Gleich- 
gewichtsfigur^  während  im  Fall  der  hängenden  Kettenlinie  das 
Gleichgewicht  stabil  ist. 
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Übnngsbelspiele. 

L  Aufgabe.  Ein  Faden  ist  in  zwei  Punkten  Ä  und  £  an  einer 
Geraden  a  befestigt  und  rotiert  mit  gleichförmiger  BataHonsgeschwindig' 
Jceit  0)  um  diese  Gerade.  Man  soll  die  Gestalt  bestimmen,  die  er  an- 
nimmt, 

AnflöBong.  Die  ZentrifugaUcrafte,  die  auf  den  Faden  wirken, 
sind,  wenn  g  den  Abstand  eines  Punktes  des  Fadens  von  der  Achse  a 
bedeutet,  von  der  Größe  o^g  und  ihre  Wirkungslinien  treffen  die 
Achse  unter  rechtem  Winkel.  Wir  nennen  Fds  den  Yektor  dieser 
Kraft  für  das  Element  ds  der  Fadenkurve  beim  Punkte  P,  und  haben 
dann  die  Grundgleichung 

Diese  Gleichung  mtiltiplizieren  wir  vektoriell  mit  P  —  Ä  und  finden, 
da  if  A  --^7^-  =  0  wird, 

J»  A  (P- ^)  +  ^  [t«  A  (P- ^)]  =  0. 

Diese  neue  Gleichung  multiplizieren  wir  noch  skalar  mit  B  —  Ä^ 
dann  wird  nach  der  Voraussetzung  über  die  Kraft  F 

also  , 

J^[t«A(P-J)x(B-Jl)]-0 

und  daraus 

denn  die  Integrationskonstante  muß  verschwinden,  da  die  linke  Seite 
für  P  ■»  ji  verschwindet.  Die  gefundene  Gleichung  sagt  aber  aus, 
daß  die  Tangente  t  mit  den  Punkten  A^  B,  P  in  einer  Ebene  liegt, 
also  liegt  die  ganze  Kurve  in  einer  Ebene  durch  die  Achse. 

Wir  haben  demnach  nur  mit  zwei  Koordinatenachsen  x,  y^  von 
denen  die  erste  in  die  Achse  a  fällt,  zu  operieren  und  finden  aus 
der  Grundgleichung 


ds 


(•rO-o.  «■»  +  ^,(.",r)-o. 


Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 


dx 
ds 


Setzen  wir  entsprechend 


dy  f         .  f       dy 

T;jj-cy,     also     »=.jj, 
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und  es  wird  die  zweite  Gleichung 

«ö»y  +  c  ^  «  0     oder     2ydy  +  a»  -^K-  -  0 

f&r  a'  =  -1  •     Hieraus  ergibt  sich  durch  Integration 

wenn  wir  die  Integrationskonstante  mit  b^  bezeichnen.  Damit  y  für 
y  »  0,  d.  h.  fGLr  die  Punkte  A  und  B^  reell  ist,  muß  &  >  a  sein. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt 

nnd 

'  dy 


/. 


0 

Dieses  Integral    ist    ein    elliptisches   Integral   erster  Gattung. 
Setzen  wir 

y  =  Yb*  —  a*  •  sin  9 
und  

6*-—  a* 
fUr  k^  =  hiZir~*  >  öj  80  ergibt  sich 


0 

Man  bezeichnet  nach  Jacobi  (p  als  die  Amplitude  (am)  dieses  In- 
tegrals und  hat  dann 

1/,« 2      •  V^+b* 

y  «  y6*  —  ar  •  sm  am  -  — ,  —  x. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.    Es  ergibt  sich  sofort, 

daß  der  Maximalwert  von  y  =  Yb^  —  a*  ist.  Ferner  ist  a  priori  ein- 
zusehen, daß  die  Kurve  symmetrisch  sein  wird,  das  Maximum  also  für 
die  Mitte  zwischen  Ä  und  B  en-eicht  wird.     Der  zugehörige  Wert 

von  9  ist  —  •  So  folgt  für  den  Abstand  c  der  beiden  Punkte  Ä  und  B 


2a^       / 


n 

2 


z/qp 
Ö 
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Eemer  ergibt  sich  fOr  die  Länge  der  ganzen  Kurve,  da 

d8  -  VT+V^  •  dx  =  ^^-'  dy 


wird, 


a' 


I  «        ^  /'6'  — (6'—  g«)  Bin  y' 


Die  hieraus  folgende  transzendente  Gleichung  für  Ä;^ 


2 


/*C08<3P*dqp 


2 


I  Jfpdvp 


läßt  sich  mit  Hilfe  von  Tabellen  lösen.  Es  ist  natürlich  Z  >  c,  die 
linke  Seite  also  ein  positiver  echter  Bruch,  und  das  gleiche  gilt  auch 
von  A;;  die  rechte  Seite  der  Gleichung  aber  wächst  von  0  bis  1, 
wenn  k  von  0  bis  1  geht,  also  ist  stets  eine  Wurzel  vorhanden. 

Die  gefundene  Kurve  wird  als  Springseilkurve  (courbe  a 
sauter)  bezeichnet,  da  das  von  Mädchen  zum  Springen  benutzte  Seil 
ungefähr  diese  Form  annimmt 

Vgl.  Appell  et  Lacour,  Principes  de  la  theorie  des  fonctions 
elliptiques,  1897,  p.  188;  Greenhill,  Applications  of  elliptic  func- 
tions,  1892,  p.  67;  Loria,  Spezielle  ebene  Kurven,  S.  513;  Mar- 
co longo,  ßendic.  della  R.  Accad.  di  Napoli  (2)  vol.  7,  1892,  p.  71. 

2.  Aufgabe.  Zu  beweisen,  daß,  wenn  die  an  dem  Faden  an- 
greifenden Kräfte  F  ZentrcUhräfte  sind  und  ein  System  van  Polar- 
hoordinaten  r,  6  auf  das  Ättraktionszentrum  0  bezogen  wird,  die 
Gleichtmgcn  bestehen 

ds  '  r*yr*-\-r* 

wobei  F  die  Größe  der  auf  die  LängeneinJieü  verrechneten  Kraft  ist 
AuflÖBiing.    Nach  Gleichung  (13)  ist 

rr  sin  9  =  c, 

wenn  q>  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  dem  Radiusvektor 
tmd  c  eine  Konstante  bezeichnet.  Aus  dem  unendlich  schmalen  von  0 
ausgehenden  Dreieck,  in  dem  zwei  Seiten  ds  und  r,  und  die  gegen- 
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überliegenden  Winkel  d6  nnd  tp  sind,  folgt  aber  sofort  sin 9 >«r ^ , 
also  wird 

ds 
Wir  multiplizieren  jetzt  die  Gleichnng 

skalar  mit  tds   und   beachten,  daß  JPx  tds  «  Fdr  wird  und 
jf  X  t  =.  4.''^'^')  -  0,  weü  <  X  f  -  f*  -  1.    Wir  finden  dann 

Fdr  +  dv^O. 
Führen  wir  nun  ein 

indem  wir  ^'  "^^  tä  setzen,  so  erhalten  wir 

„  dt  e    dYr'*~+r'^         r»  +  2r'»— rr" 

dr  r   dB        r"  r'Vr*4-r* 

8.  Aufgabe.  Unter  den  Voraussetzungen  der  vorigen  Aufgabe 
die  Größe  F  der  Kraft  zu  finden,  wenn  die  Seilkurve  eine  logarith- 
mische Spirale  ist 

Auflösung.   Wird  r  =  c**,  so  ergibt  sich 


Vr^  +  r^         Vl+m* 

X  —  c  '     ;       ■=  c- — ' — 
und  somit 

F -^, , 

die  Kraft  ist  also  dem  Quadrat  des  Abstandes  umgekehrt  propor- 
tional. 

4.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  zu  finden^ 
wenn  die  auf  ihn  wirkenden  Zentralkräfte  bloße  Funktionen  der  Ent- 
fernung r  sind. 

Auflösung.  Ist  F«=  9'(r),  so  ergibt  die  Gleichung  Fdr+dz^O 
wenn  h  eine  Konstante  bezeichnet.     Dann   aber  folgt  weiter  aus 


r  yfi'(h  —  9){r)j»—  c* 
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Durch  Integration  findet  man  hieraus  die  Gleichung  der  Kurve  in 
Polarkoordinaten. 

Nehmen  wir  insbesondere 

Ä  —  0,    (p{r)=^  —  kr,     mithin     r  —  Ar, 

so  läßt  sich,  wenn  wir 

kr*' 


c 
u 


cos  9 


setzen,  die  Integration  sofort  ausfuhren.    Es  ergibt  sich 

wenn  wir  die  Integrationskonstante  Oq  nennen.    Setzen  wir  also 

r  cos  (6  —  Öq)  =  x,    r  sin  (0  —  Oq)  =  y , 
80  folgt  aus  kr*  cos  q>  =  c  oder  Ar*  cos  2  (Ö  —  Öq)  =  c 

Die  Kurve  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

6.  Aufgabe.  Ein  an  zwei  Punkten  aufgehängter  Faden  ist 
paräUelen  Kräften  unterworfen,  die  der  Spannung  proportional  sind. 
Die  Gleichgewichtsfigur  zu  finden, 

Auflösung.    Wir  haben  in  die  Gleichung  (15)  einzusetzen 

Z^cc%^acYl+^ 
und  erhalten  ,  , 

Hieraus  folgt 

i>  —  —  tang  (ax) ,     ^  =  —  log  cos  {ax) . 

Damit  ist  die  Kurve  gefunden  (vgl. 
Fig.  99).   Beachten  wir  noch,  daß 

dx       ^       '  ^        cos  arc' 
80  finden  wir  durch  Integration 

In  der  Tat  folgt  durch  Differentia- 
tion dieser  Gleichung 


a 


Flg.  99. 


/-•    /     \  j  8in(aa5)    , 

©m  ias)  ds  —  — 7—^  dx 
^     ^  coB(aa;)' 


und  andererseits  ergibt  sich 
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Sin  (as)  «  taDg  (ax); 

so  gelangt  man  wieder  zu  der  vorhergehenden  Gleichung.  Daraus, 
daß  der  Winkel  9,  den  die  Tangente  mit  der  o;- Achse  hildet,  gleich 
—  aXj  also  der  Krümmungsradius 

da     dtp  1 

^  dx'  dx       u cos (a x) 

wird,  finden  wir 

«^  =s  Kof  («5). 

Dies  ist  die  natüi'liche  Gleichung  der  Kunre,  welche  dieselbe  Form 
hat  wie  die  kartesische  Gleichung  der  Eettenlinie. 

Die  vorausgesetzten  Bedingungen  sind  bei  einem  homogenen 
schweren  Seil  verwirklicht,  dessen  Dicke  von  einem  Punkte  zum 
anderen  proportional  der  Spannung  variiert  und  deshalb  in  keinem 
Punkte  ^ine  größere  Gefahr  des  Beißen s  darbietet  als  in  einem 
anderen  Punkte.  Daher  der  Name  Kettenlinie  gleichen  Wider- 
standes. Vgl.  Davies  Gilbert,  On  the  mathematical  Theory  of 
Suspension  bridges,  Philos.  Transact.,  pari  ÜI,  p.  202  (1826);  Co- 
riolis,  Joum.  de  Math.,  1. 1,  p.  75  (1836);  Loria,  Spezielle  ebene 
Kurven,  S.  580.  Die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  ist  von  Minchin 
in  seinem  Treatise  on  Statics  (1872)  gegeben  worden. 

6.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichisfigwr  eines  Fadens  eu  bestifnmen, 
wenn  seine  Teile  van  vertikalen  Kräften  angegriffen  werden,  die  den 
horizantalen  Projektionen  der  einzelnen  Teile  prapartianal  sind, 

Auflösung.    Es  wird  hier 

Zds  «  k^dx 

und  somit  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  unter  §  5,  d) 

dx 


'dfi"''' 


T  3-  =  Jfx  +  ac, 
ds  * 


wenn   ac   die  Integrationskon- 
stante bedeutet.  Demnach  wird 


d£ 
dx 


:5-  «  -  -  a?  +  a 


Fig.  100. 


und    daraus    folgt    durch   In- 
tegration 

^  ==  —  a;*  +  aa?  +  ft. 


2c 


Diese  Kurve  ist  eine  Parabel  mit  vertikaler  Achse  und  wird  als  die 
Hängebrückenkurve  bezeichnet. 
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Die  Eonstanten  a,  b  kann  man  dadurch  bestimmen ,  daß  g  '^  0 
sein  soll  fär  o;  »»  0  und  x  =  h    Dann  wird  die  Eurvengleichung 


e 


-0.^(^-4- 


Der  Scheitel  der  Parabel  gehört  zu  der  Abszisse  x  ^  ^  -  Da  die 
Neigung  q>  der  Parabel  gegen  die  Abszissenachse  vom  Scheitel  aus- 
sehend  nach  beiden  Seiten  zunimmt  und  t  = wird,  ist  die 

o  008  (p  ' 

Spannung  am  größten  an  den  Enden  der  Seilkurve. 

7.  Aufgabe.  Eine  homogene  Kette  wird  mit  der  konvexen  unteren 
Fläche  eines  vertikal  gestellten  kreisförmigen  Reifens  in  Kontakt  er- 
halten durch  zwei  gleiche  nach  oben  gerichtete  Kräfte,  die  an  den  Enden 
A,  B  des  horizontalen  Durchmessers 
angreifen  imd  gerade  ausreichen,  um 
die  Kette  anzudrücken.  Man  soü  die 
Spannungen  in  der  Kette  finden. 

AuflÖBung.  Wir  denken  uns  die  X\ 
Kette  in  einem  Punkte  P  durchschnit*  ^H 
ten  und  an  dem  Stück  ^P  das  Gleich- 
gewicht in  derselben  Lage  erhalten 
durch  die  an  der  durchschnittenen 
Stelle  angreifende  Spannungskraft  r, 
die  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  6 
bilde;  K  sei  die  in  A  angreifende 
£j:ufk,  r  der  Radius  des  Reifens,  %g  das  Gewicht  der  Längeneinheit 
der  Kette,  dann  werden  die  Tangential-  und  die  Normalkomponente 
der  auf  ein  Element  ds  der  Kette  wirkenden  Spannungskräfte,  auf 
die  Längeneinheit  verrechnet. 


Fig.  101. 


und  es  ergibt  sich  die  Gleichung 


r 


e 
—  JSl=  f^""^^*^""  ^9^f  ^08  OdO^    also    x  ^  K  —  %gr  sin  d . 


Ferner  wird 


N  —=  —  «  Ä  +  x^  sin  ö, 


wenn  B  den  Druck  des  Reifens  auf  die  Kette  bedeutet.  Daraus  folgt 

i?  = x^  sin  0  » 2  x^  sin  0 . 
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"Pfjor  9  s=>  -  -  ergibt  sich  insbesondere  die  Heaküonskraft  im  tiefsten 
Ptmkte 

Eeichen  die  Kräfte  K  aber  nur  eben  hin,  am  die  Kette  anzudrücken, 
so  muß  i^Q  •-  0  sein,  also 

Dann  ergibt  sich 

T  =  %gr(2  —  sin  9), 

insbesondere  im  tiefsten  Punkte 

(Andrew  Gray,  Lehrbuch  der  Physik,  deutsch  von  Auerbach,  I.Band, 
1904,  S.  367.) 

8.  Aufgabe.  Die  homogene  Keüenlinie  auf  einer  geneigten  Ebene 
jBu  finden. 

AuflÖBimg.  Gehen  wir  von  der  Gleichung  (8)  aus  und  lösen  die 
Vektoren  in  ihre  rechtwinkligen  Komponenten  auf,  indem  wir  die 
geneigte  Ebene  zur  o;^- Ebene  w&hlen,  so  werden  die  Komponenten 
der  wirkenden  Kraft  F 

0,     —  Psina,     —  Pcosa, 

wobei  a  die  Neigung  der  Ebene  gegen  den  Horizont  bedeutet.    Die 

Beaktionskraft  B  der  Ebene  fällt  in  die  Vertikale  der  Ebene,  d.  h. 

dz 
in  die  ;?- Achse.    Beachten  wir  noch,  daß  j-  ■=  0  ist,  so  folgen  die 

Gleichungen 

—  Pcosa+  R  =  0. 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  sind  aber  dieselben  wie  bei  dem  Pro- 
blem der  vertikalen  Kettenlinie,  nur  daß  P  durch  P  sin  a  ersetzt  ist. 
Wii'  erhalten  also  auch  hier  eine  gewöhnliche  Kettenlinie. 

9.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichtsfigur  eines  auf  einer  Kugd 
ruhenden  homogenen  schweren  Fadens  zu  finden, 

AnflÖsung.  Es  existiert  hier  ein  Potential  der  wirkenden  Kr&fbe 

V-^  —  %gz, 
daher  wird  nach  (12) 

T  =  Ä  +  y,ge .  (a) 
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Die  Flächennormale  n^  fällt  mit  dem  Badius  der  Kagel  P—M  zu- 
sammen.   Deshalb  wird  die  Gleichung  des  Gleichgewichts  (7) 

wenn  v  den  vertikalen  Einheitsvektor  bezeichnet.  Diese  Gleichung 
behandeln  wir  genau  so  wie  die  Gleichung  in  der  1.  Aufgabe.  Wir 
multiplizieren  sie  zuerst  vektoriell  mit  P—  M  und  dann  skalar  mit  V. 
Bei  der  ersteren  Operation  fUUt  das  zweite  Glied,  bei  der  letzteren  das 
erste  Glied  weg,  und  wir  erhalten 

^^[ttA{P-M)xv]-0 

oder 

xt  A  (P—  M)xv=-c, 

Wir  führen  nun  ein 

P—  M^z€^  +  y€^+  ze^^    f  =  xei  +  ye^  +  ze^ 

und  i;  =s  ^3,  dann  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

x{xy'-yx)=^c.  (b) 

um  diese  Gleichung  umzuformen,  gehen  wir  aus  von  der  Identität 

{xy'-yxj  =  {x*  +  y»)  (a;'»  +  y'*)  -  {xx'  +  yyf 
und  beachten  noch,  daß 

(P— 3f)xt=«0     oder     xx'  +  yy  +  zz'  ^0^ 
femer  (P  —  Jtf)*  «  a*,  t^  ««  1  oder 

x^  +  y^  +  z"^  a\     x^  +  y  «  +  /«  =  1 
ist,  wenn  a  den  Kugelradins  bezeichnet.    Daraus  folgt 

■=  a*  —  Ä*  —  a*/  * 
und  sonach  erhält  man  aus  (b) 

«''-«f.  =  V>^/'(^)     ^^    /W  =  (a»-^')t«-c«,       (c) 
wobei  der  Wert  (a)  für  t  einzusetzen  ist.    Da  femer 

ist,  ergibt  sich  aus  (b)  und  x*  +  y*  =  a*  —  z^ 

Jiarcolongo:  theoret  Meohanlk.  20 
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Führt  man  nun  auf  der  Kugel  die  geographischen  Koordinaten 
9,  k  ein  durch  die  Gleichungen 

X  =  a  cos <p  cos  X,     y  ^  a  cos  9>  sin  X,     z  ^  a  sin  9, 

so  wird  die  Gleichung  (d),  da  arctg  -  =»  X, 

dX  c 


ds       ta*coB(p* 
Ferner  ist 


a  -r  =a*cos9>^=«—  )/a*  cos  g)^(aKg  sin  9  +  '0*  "~"  ^ 


und  sonach  wird 

dl 


d<p       coB(pYa^coB(p*{a%gamfp -^-h)* — c* 

Dies  ist  die  Gleichung  der  sphärischen  Kettenlinie.  Vgl.  Green- 
hin,  The  spherical  catenarj,  Proceedings  of  the  London  Math. 
Society,  vol.  27,  1896. 

10.  Aufgabe.  In  die  Gleichgetoichisgleich'vmgen  für  einen  auf 
einer  Fläche  ruhenden  Finden  die  Krümmungsgrößen  der  Fläche  ein- 
zuführen, 

Auflösung.  Wenn  wir  in  die  Gleichung  (7)  die  natürlichen 
Koordinaten  der  Kurve  einführen,  geht  sie  über  (vgl.  Formel  (11)  auf 
S.  32)  i 


in 


dt  .    .    X 


Wir  bezeichnen  nim  mit  t^  einen  zu  t  und  n^  senkrechten  Einheits- 
vektor und  können  dann,  da  n  zu  f  senkrecht  ist,  also  in  die  Ebene 
von  t^  und  n^  fällt,  setzen 

F^^  F  (cos  y  cos  a  •  f  +  cos  y  sin  a  •  fj  +  sin  y  •  n^), 

n  =  cos  ö  •  fj  +  sin  Ö  •  nj . 

Danach  zerföllt  die  Vektorgleichung  des  Gleichgewichts  in  die  drei 
Zahlengleichungen 

dx  X 

-1-  +  2^  COS  y  cos  a  •=  0,      —  cos  ö  +  1^  cos  r  sin  a  =  0 , 

ds  '  '       ß  '  '  ' 

i?+  ^  sinö  +  Fsiny^O. 

Ist  aber  q^  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  der  Kurve,  ^^  der 
Krümmungsradius  des  Normalschnittes  mit  derselben  Tangente,  sa 
ist  nach  dem  Meusnierschen  Theorem 

^_9  9 

^1       CDS  Ö  '     ^0  ""  sin  Ö ' 
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und  damit  werden  die  vorhergehenden  Gleichungen 

dx  X 

^  +  JP  cos  y  cos  a  =»  0 , \-  F  cos  y  sin  a  =  0, 


de 


iJ  +  —  +  2^sin7«0. 


Zu  beachten  ist,  daß  die  ersten  beiden  Gleichungen  allein  die 
Gestalt  der  Fadenkurve  bestimmen  und  diese  nur  von  der  Projek- 
tion JPcosy  der  wirkenden  Kräfte  auf  die  Tangentialebene  der  Fläche 
in  den  betreffenden  Punkten  und  von  den  Größen  5,  (»^,  also  den 
geodätischen  Elementen  der  Kurve  abhängt.  (Die  dritte  Gleichung 
dient  bloß  dazu,  die  Reaktion  der  Fläche  zu  bestimmen.) 

Wir  können  daraus  eine  wichtige  Folgerung  ziehen.  Ist  die 
Fläche  9iue  abwickelbare  Begelfläche  und  wirken  die  Kräfte  in  ihren 
Erzeugenden,  so  ändert  der  Faden  seine  Lage  auf  der  Fläche  nicht, 
wenn  wir  die  Fläche  auf  eine  Ebene  abwickeln.  So  geht  die  Ketten- 
linie auf  einem  Zylinder  aus  der  Kettenlinie  in  einer  Ebene  durch 
einfache  Aufwickelung  der  Ebene  auf  den  Zylinder  hervor. 

Wickelt  man  einen  geraden  Kreiskegel  mit  vertikaler  Achse  ab, 
so  geht  eine  auf  ihm  liegende  Kettenlinie  in  die  Seilkurve  über,  die 
sich  für  Zentralkräfte  ergibt,  und  zwar  laufen  die  Wirkungslinien 
aller  dieser  Kräfte  nach  dem  Punkte  hin,  der  sich  bei  der  Abwick- 
lung des  Kegels  aus  dessen  Spitze  ergibt. 

11.  Aufgabe.  Die  Tangente  an  die  Kcttenlinie  in  einem  ge- 
gebenen PitnJcte  zu  finden. 

Auflösung«  Wir  gehen  aus  von  den  Gleichungen  der  Kettenlinie 

y  ^  c  GEof  —     und     s  =  c  ©in  —  , 

wobei   die  Bogenlänge  s  vom  tiefsten  Punkte   aus  gerechnet  wird. 
Daraus  folgt 

dy       ^.     X        8  A 

j-    =-©tn      =-     , 

dx  c         c  ^ 


ds 
dx 


Soff 


y 

c 


Fällen  wir  nun  von  einem 
Punkte  P  der  Kettenlinie  das 
Lot  PQ  «■  y  auf  die  a;- Achse, 
und  beschreiben  über  diesem 
Lot  als  Durchmesser  einen 
Kreis,  aus  dem  die  Tangente 
der  Kurve  in  P  noch  einen 
Punkt  T  ausschneide,  dann  wird 


Fig.  lOS. 


20' 
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^     d8       ^    dx    ds       ^     e      y  ' 

Der  Punkt  T  ist  also  ein  Punkt  auf  der  Evolvente  der  Eettenlinie, 
TQ  ist  die  Tangente  dieser  Evolvente.  Wie  man  sieht,  ist  das  8tück 
dieser  Tangente  bis  zur  2; -Achse  konstant  gleich  c,  die  Evolvente 
ist  also  eine  Traktorie. 

12.  Aufgabe.  Zu  beweisen^  daß  unter  aUen  Kurven,  die  zwischen 
0wei  festen  Punkten  Ä  und  B  verlaufen  und  dieselbe  Länge  l  haben, 
dtr  Schwerpunkt  bei  der  hängenden  Kettenlinie  die  tiefste  Lage  hat, 
woraus  sofort  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  bei  dieser  Ketten- 
linie  folgt, 

Auflösung.  Der  Ausdruck,  der  zu  einem  Minimum  werden 
soll  (die  Ordinate  des  Schwerpunktes)  ist 

J  fids  :  j  ds 
und  die  Bedingung  lautet 

fds  -  l. 
Man  hat  also  die  Variation  6u  des  Ausdruckes 

u  ^f{z  +  1)  ds 
gleich  Null  zu  setzen.    Es  ergibt  sich  hierbei  aus  d5*  •-  dx^  +  ds^ 

öds  ^  -j-ödx  +  j6dz^-j-d6x-\--r-ddz 
ds  ^   ds  ds  ds 

und  dann  durch  partielle  Integration 

Auf  der  rechten  Seite  bleibt  nur  das  Integral  übrig,  da  die  End- 
punkte j1,  B  fest  sind,  die  Variationen  an  den  Grenzen  also  ver- 
schwinden müssen.  Setzt  man  nun  die  Faktoren  von  6x  und  6z 
unter  dem  Integralzeichen  einzeln  gleich  0,  so  ergibt  sich 

Diese  Gleichungen   gehen  für  z  -{-  k  ^^^  —  über  in 
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Das  aber  sind  die  Gleichungen  §  5,  d)  für  Z  ^  —  ^,  also  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Kettenlinie.  Ygl.  Mayer,  Math.  Annalen, 
Bd.  13,  1878,  S.  65;  Eneser,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung, 
1 900,  S.  1 42.  Daß  das  so  ermittelte  Extremum  ein  wirkliches  Minimum 
ist,  wenn  wir  die  Form  der  hängenden  Kettenlinie  nehmen,  scheint 
an  sich  einleuchtend,  denn  es  muß  eine  tiefste  Lage  für  den  Schwer- 
punkt vorhanden  sein,  die  sicher  um  weniger  unter  dem  höheren 
Aufhängepunkt  liegt,  als  die  halbe  Länge  des  Fadens  beträgt,  denn 
dies  wird  die  Höhe  des  Schwerpunktes,  wenn  wir  den  Faden  an  dem 
tieferen  Aufhängepunkt  abschneiden,  so  daß  er  heronterfHUt  und  an 
dem  anderen  Aufhängepunkt  frei  hängt,  wobei  sein  Schwerpunkt 
notwendig  sinken  muß.  Der  exakte  analytische  Nachweis  erfordert 
die  Untersuchung  der  zweiten  Variation.  Die  hier  in  Betracht  kom- 
menden Theorien  findet  man  in  dem  Kn  es  ersehen  Buche  und  in  dem 
neuen  Werke  von  Bolza,  Vorlesungen  über  Variationsrechnung,  aus- 
führlich erörtert. 

18.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichishedingungen  eines  atisdehnbaren 
Fadens  aufzustellen, 

Anflösting.  Wir  setzen  das  Hookesche  Gesetz  voraus,  nach 
dem  ein  Stück  des  Fadens  von  der  Länge  /q  unter  dem  Einfluß  einer 
auf  den  senkrechten  Querschnitt  a  des  Fadens  wirkenden  Spannung  x 
die  durch  die  folgende  Gleichung  gegebene  Länge  l  annimmt 

indem  E  eine  Konstante  bezeichnet.  Berechnen  wir  aus  dieser  Glei- 
chung Z,  so  ergibt  sich 

X  *—  Ec  ist  dann  der  Elastizitätsmodul.  Insbesondere  wird  ein  Linien- 
element ds^  durch  die  Spannung  vergrößert  zu 


ds  =  dSr 


(• + i) 


Es  wirkt  nun  auf  das  Massenelement  fids  eine  Elraft,  die  wir  mit 
fiFds  bezeichnen,  indem  wir 

(ids  ^  fi^dsQ 

annehmen  (Konstanz  der  Masse).  Die  Gleichgewichtsbedingung  nimmt 
dann  die  etwas  kompliziertere  Form  an 

('^+-ds'^^' 
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Im  Falle  konstanter  Kräfte  wird 

woraus  durch  Integration  folgt 

Fffi^ds^  +  rt  =  a, 

wenn  a  einen  konstanten  Vektor  bezeichnet.  Hieraus  erhalten  wir  r 
in  der  Form 

t  =  mod  [a  —  FJ i^odsQ] , 

indem  fi^  als  Funktion  von  s^  bekannt  sein  muß.    Das  Resultat  ist 
also  von  der  Form 

und  demnach  wird 


ds 


-(i+^Vv 


woraus  sich  durch  eine  neue  Integration  s  als  Funktion  von  ^0  ergibt. 
Wollen  wir  die  kartesischen  Koordinaten  der  Kurvenpunkte  finden, 
so  leiten  wir  z.  B.  aus  der  Gleichung 

^  57  ^  »1  —  ^Jn^^o 
die  folgende  ab 

dx  =  (aj  -  xjfi^ds^)  (  J  +  ^^y  ds^ 

usw.  Im  Falle  eines  nur  der  SchwerJB  unterworfenen  Fadens  lassen 
sich  die  Integrationen  leicht  ausftlhren.  Vgl.  Minchin,  A  Treatise 
on  Statics,  vol.  1,  p.  383. 


Viertes  Kapitel. 
Hydrostatik. 

1.   G-leiohgewiohtBbedingnngen  der  Flflsslgkelten. 

Wo  uns  bis  jetzt  kontinuierlich  ausgebreitete  Massen  begegnet 
sind,   handelte   es   sich   um   starre  Körper^  d.  h.  um  Körper, 
deren  Teile  gegeneinander  keine  Verschiebung  erleiden  können. 
Wir  wollen  nun   auch   die  Flüssigkeiten   in  Betracht  ziehen, 
d.  h.  solche  Körper,  bei  denen  die  Entfernung  zweier  Teilchen 
Yoneinander  beliebig  vergrößert  oder  verringert  werden  kann. 
Für  die  Behandlung  der  Flüssigkeiten  grundlegend  ist  der 
Begriff  des  Druckes.     Wir  haben  bei  einem  Seil  oder  Faden 
von  Spannung  gesprochen  und  gesehen,  daß  wir  darunter  zwei 
entgegengesetzt   gleiche   Kräfte   zu   verstehen   haben,    die    an 
jeder  Stelle  des  Fadens  tangential  zu  der  Linie,  die  er  bildet^ 
also  normal  zu  seinem  senkrechten  Querschnitte  wirken.   Lassen 
wir   diese  Kräfte   an   einem   unendlich  kurzen  Stückchen  des 
Fadens  angreifen,  so  sind  sie  stets  voneinander  weg  gerichtet, 
sie  ziehen  das  kleine  Stückchen  des  Fadens  auseinander  und 
man   redet   deshalb    von   einer  Zugspannung.     Eine  Druck- 
spannung erhält  man  in  genau  entsprechender  Weise  z.B.  bei 
einem  vertikalen  Pfeiler,  der  ein  Gebäude  trägt.    Um  die  Ana- 
logie mit  dem  Faden  vollständig  zu  machen,  müßte  man  sich 
freilich  den  Pfeiler  unendlich  dünn  denken.    An  irgend  einem 
sehr  kurzen  Stück  des  Pfeilers  wirken  dann  in  der  Vertikalen, 
also  normal  zu  dem  Querschnitte  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte,  die  eine  an  der  oberen,  die  andere  an  der  unteren  Be- 
grenzungsfiäche  des  Pfeilerstückes.     Die  Kraft  an  der  oberen 
Fläche   ist   nach    abwärts,   die  Kraft   an    der    unteren   Fläche 
nach  aufwärts  gerichtet,  die  Kräfte  wirken  also  aufeinander  zu, 
und  deshalb  redet  man  von  einer  Druckspannung. 
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In  einer  Flüssigkeit,  die  nach  allen  Seiten  hin  ausgedehnt 
ist,  haben  wir  keine  bestimmt  orientierten  Querschnitte,  wir 
können  eine  sehr  kleine  Probefläche,  die  wir  uns  materiell 
denken  dürfen,  an  eine  gewisse  Stelle  in  der  Flüssigkeit 
bringen  und  dort  auf  alle  mögliche  Weise  orientieren.  Die 
beiden  Seiten  der  Fläche  erfahren  dann  von  der  Flüssigkeit 
einen  Druck,  d.  h.  zwei  entgegengesetzt  gleiche  und  zu  der 
Flache  normale  Kräfte,  die  aufeinander  zu  gerichtet  sind,  und 
es  gilt  der  wichtige  von  Blaise  Pascal  entdeckte  Erfahrungs- 
satz, das  die  Größe  dieser  Druckkräfte  Yon  der  Orien- 
tierung der  Fläche  unabhängig,  d.  h.  nach  allen  Rich- 
tungen dieselbe  ist.  Ferner  werden  wir  annehmen  dürfen,  daß 
die  Druckkräfte  sich  nur  unendlich  weoig  ändern,  wenn  man 
die  Probefläche  unendlich  wenig  verschiebt,  d.  h.  daß  der  Druck 
eine  stetige  Funktion  des  Ortes  ist 

Die  ursprüngliche  Bedeutung  der  Spannungskräfte  war 
die,  daß  man  einen  Faden  an  einer  beliebigen  Stelle  durch- 
schneiden kann,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  stören,  wenn  man 
nur  an  dieser  Stelle  eine  der  Spannungskraft  gleiche  Kraft 
anbringt.  Ebenso  kann  man  bei  dem  Pfeiler  den  unteren  Teil 
entfernen,  wenn  man  nur  die  durch  diesen  unteren  Teil  aus- 
geübte Druckkraft  auf  andere  Weise  ersetzt,  wie  man  es  tät- 
sächlich tut,  wenn  man  z.  B.  den  schadhaft  gewordenen  unteren 
Teil  einer  Säule  herausnehmen  und  erneuem  will. 

Das  gleiche  muß  nun  auch  für  eine  Flüssigkeit  gelten. 
Man  kann  irgend  ein  Stück  aus  der  Flüssigkeit*  heraus- 
greifen. War  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewichte,  so 
muß  auch  das  herausgegriffene  Stück  im  Gleich- 
gewichte sein,  wenn  man  die  auf  seine  Oberfläche 
wirkenden  Druckkräfte  hinzufügt. 

Aus  diesem  Prinzip  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 
der  Flüssigkeiten  leicht  abzuleiten.  Zunächst  beachten  wir, 
daß  der  Druck  auf  eine  sehr  kleine  Fläche,  etwa  ein  sehr 
kleines  Rechteck,  der  Größe  dieser  Fläche  proportional  ist. 
Denn  zerlegen  wir  die  Fläche  in  eine  Anzahl  kongruenter  Teile, 
so  wird  der  Druck  für  alle  diese  Teile  derselbe,  und  somit 
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wird  der  Gesamtdmck  der  Anzahl  der  Teile  proportional.  Wir 
werden  daher  die  auf  ein  Oberflächenelement  wirkende  Dmck- 
kraft  mit  pdö  bezeichnen  können  und  p  heißt  dann  einfach 
der  an  der  betreffenden  Stelle  herrschende  Druck.- 

Wir  greifen  nun  aus  der  Flüssigkeit  ein  Stück  r  heraus 
und  benutzen  das  Axiom  1  auf  S.  190^  wonach,  wenn  Gleich- 
gewicht besteht,  dies  Gleichgewicht  dadurch  nicht  gestört  wird^ 
daß  wir  das  ganze  Stück  r  der  Flüssigkeit  erstarren  lassen. 
Wir  werden  also  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  der 
Flüssigkeit  finden,  indem  wir  das  beliebige  Stück  r  als  einen 
starren  Körper  behandeln  und  dafür  die  Gleichgewichts- 
bedingungen aufstellen. 

Wir  haben  uns  dabei  irgend  ein  Element  dt  des  Stückes  t 
unter  der  Einwirkung  einer  Kraft  iiFdx  zu  denken,  wenn  wir 
mit  ft  die  Dichtigkeit  an  der  betreffenden  Stelle  bezeichnen 
und  die  Kraft  auf  die  Masseneinheit  verrechnen.  Zu  diesen 
„Volumkraften"  kommen  die  „Flächenkräfte"  prfcJ  hinzu,  welche 
den  Druck  auf  die  einzelnen  Elemente  dö  der  Oberfläche  ö 
des  Raumstückes  r  repräsentieren.  Diese  Druckkräfte  haben 
die  Richtung  der  nach  innen  gehenden  Normalen;  bezeichnen 
wir  daher  den  nach  innen  gehenden  Einheitsvektor  auf  der 
Normalen  mit  n,  so  wird  der  Vektor  der  Druckkraft  pndö. 

Die  erste  Gleichgewichtsbedingung  ist  nun  die,  daß  die 
Resultante  aller  wirkenden  Kräfte  verschwindet,  also  die  Vektor- 
gleichung ,  , 

j^Fdx+jpndö^O,  (1) 

*  a 

Diese  Gleichung  genügt,  um  das  Gleichgewicht  der  Flüssig- 
keiten darzustellen.  Um  sie  aus  der  Integralform  in  die  Diffe- 
rentialform überzuführen,  verwandeln  wir  das  Oberflächeninte- 
gral in  ein  Raumintegral  mit  Hilfe  der  Formel  (vgl.  Formel  (34) 
auf  S.  40)  ,  ^ 

a  t 

Es  ergibt  sich  also 

({fiF—  gradp)  rfr  =  0 
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fQr  jedes  Stück  der  Flüssigkeit;  daher  mufi  der  Integrand  selbst 
yerschwinden,  und  wir  finden 

^JP-gradi>  (2) 

als  die  allgemeine  Gleichgewichtsbedingung,  die  übrigens  nicht 
blofi  für  ideale,  sondern  auch  für  viskose  Flüssigkeiten  gilt, 
d.  h.  für  Flüssigkeiten,  die  von  Reibung  nicht  frei  sind. 
Nennen  wir  X,  Y,  Z  die  Komponenten  von  T*  nach  den  Ko* 
ordinatenachsen,  so  können  wir  (2)  ersetzen  durch  die  karte- 
sischen  Oleichungen 

^^'%    ^^-%    ^^-Ir  (3) 

Aus  der  Gleichung  (2)  ist  die  Momentengleichung  für 
jedes  Stück  t  der  Flüssigkeit  unschwer  abzuleiten,  und  hierin 
besteht  die  zweite  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  als 
starrer  Körper  behandelten  Stückes.  Wir  multiplizieren  zu  dem 
Zwecke  die  Gleichung  (2)  vektoriell  mit  P—O,  wenn  P  den 
variablen  Punkt  von  r  und  0  einen  beliebigen  festen  Punkt 
bezeichnet.     Wir  benutzen  dann  die  Formel  [(22)  auf  S.  36 J 

rot pu  «jp  rot  li  +  gradjp  A  u, 

wobei  u  ^  P  —  0  zu  setzen  ist.  Nach  der  Definition  der 
Rotation  ist  aber 

rot  (P~  0)  X  dP  A  *P  -  d(P-  0)  X  dP  -  *(P-  0)  x  dP 

^dPxdP-dPxdP^O, 

also  wird  rot  (P  —  0)  ^  rot  M  =  0, 

T0tp{P-  0)  =  gradp  A  (P~  0) 
und  somit 

liFA(P-O)^  Totp  (P  -  0). 

Wir  integrieren  nun  über  den  Raum  t  und  benutzen  die  In- 
tegralformel [(35)  auf  S.  41] 

jvoipudr  =  —  fn  A  puda, 

r  o 

Es  folgt  dann 

J[P  -  0)  A  (iFdt  +f{P  ~  0)  A  pndö  ^  0,        (4) 

r  a 

dies  aber  ist  in  der  Tat  die  gesuchte  Momentengleichung. 
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Wenn  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  jedes  Stück 
der  FIüBsigkeit  als  starren  Körper  erfüllt  sind,  so  sind  sie 
auch  für  die  Flüssigkeit  selbst  erfüllt,  denn  wir  können  sie  in 
80  kleine  Stücke  zerlegen ,  dafi  wir  die  möglichen  Yerschie- 
bangen  der  Teile  eines  solchen  Stückes  gegeneinander  ver- 
nachlässigen können  y  da  sie  unendlich  kleine  Größen  zweiter 
Ordnung  darstellen. 

2.  Niveanflächen.  Aus  der  Gleichung  (2)  folgt,  da  all- 
gemein die  Rotation  eines  Gradienten  verschwindet, 

rot(^l?0-O.  (5) 

Es  wird  aber  nach  (22)  in  Kap.  II 

rot  (^1^  —  ^  rot  JP  +  grad  ii  A  F, 

also  folgt,  wenn  wir  diese  Gleichung  skalar  mit  F  multipli- 
zieren, aus  (5) 

rotJ'xl^'^O.  (G) 

Dies   ist  die  Relation,  welche   die  wirkenden   Kräfte  erfüllen 

müssen.     Aus   ihr   folgt   rückwärts   wieder,    daß    F  von   der 

Form  ist 

F'^  m  •  grsidp, 

wenn  m  und  p  zwei  skalare  Funktionen  des  Ortes  bezeichnen. 
Um  dies  mit  den  gewöhnlichen  Methoden  der  Differentialrech- 
nung zu  beweisen,  beachten  wir  zunächst,  daß  aus  (6)  auch 

•  folgt 

roiiQF)x{QF)^0, 

welches  auch  die  skalare  Funktion  q  sei.  Die  vorstehende 
Gleichung  schreiben  wir  nun,  indem  wir  mit  ^^qX,  t^^qY, 
%^  qZ  die  Komponenten  des  Vektors  qF  bezeichnen, 

s(IM?)+'e!-l3+«(ll-i)-<'-  («•) 

Wir    nehmen   dann   die   Differentialgleichung   erster   Ordnung 

zwischen  x,  y 

dy _|_^ X  I 

dx  "n  Y  I 

und  denken  sie  uns  aufgelöst.    Das  Integral  ist  von  der  Form 
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wobei  f  eine  bestimmte,  qp  eine  willkürlicbe  Funktion  der  da- 
hinter stehenden  Argumente  bedeutet.  Da  |  •-  (»X  noch  die 
willkürliche  Funktion  g  als  Faktor  enthält,  können  wir  f&r 
diesen  Faktor  den  Wert  nehmen 

wird.     Da  aber  weiter 

f/  +  |/:.|?»0,     also     11^  =  ^1'^ 
wird,  ergibt  sich  aach 


und  somit 


ox      cy 


Demnach  folgt  aus  der  Gleichung  (6  a),  von  der  wir  ausgehen, 

dx\dz       V^dyKde       Vdx      ^' 

Hierbei  ist  y  als  eine  durch  die  Gleichung  f{x,y,jg)^q>(js)'^0 
definierte  Funktion  yon  x  und  is  anzusehen.  Die  vorstehende 
Gleichung  zeigt,  daß  der  Ausdruck 

dz     ^ 

auch  von  x  unabhängig,  also  eine  Funktion  if(ji)  yon  z  allein 
ist.  Differenziert  man  aber  die  Gleichung  /'(a;,y,xr)—  9)(je?)-»0 
unter  Voraussetzung  eines  konstanten  x  nach  js,  so  ergibt  sich 

Nehmen  wir  jetzt  fp'{e)  =  ^{si)  und  bestimmen  so  die  noch 
willkürliche  Funktion  fp{z)  bis  auf  eine  Eonstante,  so  folgt 

t=_ii^£»     oder     ^  =  -1 

*  dy  dz  dz  i] 

und  demnach  wird 

Idx  +  Tidy  +  Idz  -^  Q  {Xdx  +  Ydy  +  Zde)  -  0 
oder 

QFx^dP^O, 
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wenn  dP  eine  Differentiation  auf  der  Flache  f(x,y,si)  —  <p{z)  =  0 
bedeutet.  Allgemein  wird^  wenn  der  Differentialyektor  dP  eine 
beliebige  Richtung  hat, 

(,iXdx+  Ydy  +  Zdz)^^£d!C  +  ^^dy  +  ^^dz^dp, 

indem  wir  p  «  f{x,  y^e)  —  (p  (js)  setzen,  also 

QFxdP^dp 
oder 

qI  ^^  gradj>. 

Machen  wir  9  ^^  ft,  so  gelangen  wir  zu  der  Gleichung  (2)  zurück. 

Die  Flächen 

p  =  konst. 

heißen  Flachen  gleichen  Druckes  oder  isobarische  Flächen; 
gewöhnlich  werden  sie  schlechthin  als  die  Niveanflächen 
der  Flüssigkeit  bezeichnet.  Es  ist  nach  der  Bedeutung  dieser 
Flächen,  da  an  jeder  Stelle  ein  bestimmter  Druck  herrschen 
muß,  klar,  daß  zwei  Niveauflächen  sich  innerhalb  der  Flüssig- 
keit nicht  schneiden  können,  daß  yielmehr  durch  jeden  Punkt 
nur  eine  einzige  Niveaufläche  geht. 

Der  Gradient  von  p  und  damit  auch  die  Kraft  F  steht 
senkrecht  auf  der  durch  den  betreffenden  Punkt  P  gehenden 
Niveaufläche,  also  haben  die  -Niveanflächen  überall  eine  be- 
stimmte Normale,  sind  also  frei  von  singulären  Punkten  und 
können  sich  insbesondere  auch  nicht  selbst  durchschneiden. 
Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Niveauflächen  liefern  die 
Kraftlinien.  Man  bezeichnet  ein  solches  Kraftfeld,  bei  dem 
die  Kraftlinien  die  orthogonalen  Trajektorien  einer  Flächen- 
schar sind,  als  ein  lamellares  Feld. 

Ein  spezieller  Fall  des  lamellaren  Kraftfeldes  ist  das 
potentielle  Feld,  bei  dem  die  Kräfte  ein  Potential  U  be- 
sitzen, für  welches  also 

JP=-grad  J7 

ist  Dann  wird  in  der  Tat  rot  J  =  0  und  damit  ist  die  Glei- 
chung (6)  erfüllt.     Die  Gleichung  (2)  wird  in  diesem  Falle 

l»,  grad  U  «=  gradjp . 
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In  dem  besonderen  Falle,  wo  ^  konstant ,  die  Flüssigkeit 
also  homogen  ist,  folgt  daraus 

(lU-p-^c,  (7) 

wenn  c  eine  Eonstante  bedeutet. 

Sind  nun  zwei  homogene  Flüssigkeiten,  die  aneinander 
grenzen,  im  Gleichgewichte  unter  der  Einwirkung  von  Kräften, 
die  ein  Potential  besitzen,  so  müssen  für  alle  Elemente  dö  der 
Trennungsfläche  die  aus  (7)    folgenden  Gleichungen   bestehen 

hierbei  sind  die  Werte,  die  sich  auf  die  erste  und  zweite 
Flüssigkeit  beziehen,  durch  die  Indizes  1  und  2  unterschieden, 
und  wir  haben  zu  beachten,  daß  der  Druck  auf  die  Trennungs- 
fläche von  beiden  Seiten  her  gleich  sein  muß.  Somib  finden 
wir  für  die  Trennungsfläche 

TT  -sa  ^         ^ 


i^i      ih' 


also  ist  ü  konstant,  da  ft^  und  fi^  nach  Voraussetzung  konstant 
sind:  Die  Trennungsfläche  ist  eine  Niveaufläche. 

Im  Falle  zweier  schwerer  Flüssigkeiten  wird  F^  —  gv^ 
wenn  v  einen  vertikal  nach  aufwärts  gerichteten  Einheitsvektor 
bezeichnet,  und  sonach 

wenn  z  die  Höhe  über  einem  Normalniveau  bezeichnet  Die 
Gleichung  U  »=  konst.  verwandelt  sich  daher  in  eine  Gleichung 

z  =  konst., 

d.  h.  die  Trennungsfläche  wird  eine  horizontale  Ebene.  Dies 
gilt  auch  dann,  wenn  die  beiden  Flüssigkeiten  in  einer  irgend- 
wie gestalteten  Röhre  enthalten  sind:  in  allen  Teilen  dieser 
Röhre  muß  sich  das  gleiche  Niveau  einstellen,  so  daß  alle  Teile 
der  Trennungsfläche  einer  horizontalen  Ebene  angehören.  Dies 
ist  das  Prinzip  der  kommunizierenden  Röhren. 

Bestimmt  man  die  Eonstante  c  in  (7)  durch  den  Druck  pg, 
der  in  einer  bestimmten  Höhe  z^  herrscht,  so  ergibt  sich  aus 
den  Gleichungen 

iigz-p  =  c,     ligzQ-Po^c 
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durch  ElimiDation  von  c 

Die  Niyeaudifferenz  z  —  Sq  gibt  sonach  ein  Maß  für  die  Druck- 
differenz Pq  —  p.     Dies  ist  das  Prinzip  des  Barometers. 

8.  Kompressible  und  inkompressible  Flüssigkeiten. 

Im  vorstehenden  ist  die  Dichtigkeit  ^  zunächst  als  eine  un* 
abhängige  Funktion  des  Ortes  behandelt  worden.  In  Wirk- 
lichkeit ist  sie  aber  —  und  dies  ist  als  ein  neu  hinzutretender 
Erfahrungssatz  anzusehen  —  eine  Funktion  des  Druckes  p. 
Nun  folgt  aus  (2)  nach  der  Definition  des  Gradienten 

!iFxdP^dp.  (8) 

Ist  (i  hierin  eine  Funktion  von  p,  so  ergibt  sich,  wenn  wir 
die  Gleichung  durch  ^  dividieren,  auf  der  rechten  Seite  ein 
exaktes  Differential 

^  =  dü  (9) 


und  somit  wird 
also 


FxdP  =  dU, 


F^grsidU,  (10) 

d.h.  %B  ist  in  diesem  Falle  das  Kraftfeld  notwendig 
ein  potentielles. 

Ist  (i  überhaupt  konstant,  so  kann  man 

ü=f  (11) 

wählen,  dann  fallen  die  Flächen  gleichen  Druckes  mit  den 
Flächen  gleichen  Potentials  der  äußeren  Kräfte  zusammen.  Die 
Flüssigkeit  heißt  dann  inkompressibel,  und  in  jedem  anderen 
Falle  kompressibel. 

Die  tropfbaren  Flüssigkeiten  sind  annähernd  inkompres- 
sibel.   Für  die  sogenannten  vollkommenen  Gase  wird 

a^'^p,  (12) 

wenn  a  eine  Konstante  bezeichnet,  es  ergibt  sich  demnach  hier 

a^^dü,    also     J7-alog^,  (13> 

wenn  p^  wieder  eine  Konstante  bezeichnet. 
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Wollten  wir  aach  die  Yeranderung  der  Temperatar  in 
Rücksicht  ziehep,  womit  wir  freilich  das  Gebiet  der  Mechanik 
Terlassen  würden,  so  hätten  wir  a  nicht  als  konstant^  sondern 
a  »  0^(1  +  ai)  Yoranszusetzen,  wo  a^  von  der  Natur  des  Grases 
abhängt,  t  die  Temperatur  in  Grrad  Celsius  und  a  die  Zahl 
1 :  273  bedeutet 

Betrachten  wir  eine  schwere  Flüssigkeit,  die  ein  voll- 
kommenes Gas  bildet,  etwa  die  Erdatmosphäre,  so  wird  wieder 

die  Höhe  e  über  dem  Meeresniveau  genommen;  nach  der  oben- 
stehenden Formel  ergibt  sich  also 

i'-flogf,  (14) 

und  man  sieht  sofort,  daß  für  p  »  Po 

wird,  Pq  bedeutet  also  den  Luftdruck  auf  Meeresniveau  redu- 
ziert.    Ist  2r  =  ;?!  für  |)  =i?i,  also  jeTj  =  —  log  —,  so  folgt 

^-^i^ylogf  •  (15) 

Diese  Formel  bildet  die  Grundlage  der  barometrischen  Höhen- 
'messung. 

4.  Das  Arohimedisohe  Prinsip.  Wenn  eine  Flüssig- 
keit mit  einem  festen  Körper  in  Berührung  steht,  so  erfordert 
das  Gleichgewicht,  daß  der  Druck,  den  an  einer  Berührungs- 
stelle  der  feste  Körper  auf  die  Flüssigkeit  ausübt^  zu  der  Be- 
rührungsfläche normal  und  dem  in  der  Flüssigkeit  an  der 
betreffenden  Stelle  herrschenden  Druck  gleich  ist.  Wenn  daher 
ein  fester  Körper  in  eine  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  so  sind 
die  Druckkräfte,  die  auf  seine  Oberfläche  wirken,  genau  die- 
selben, die  wirken  würden,  wenn  man  den  festen  Körper  durch 
Flüssigkeit  ersetzen  würde,  und  die  entgegengesetzt  gleichen 
Kräfte  übt  der  feste  Körper  auf  die  umgebende  Flüssigkeit 
aus.  Dies  ist  sofort  klar,  da  wir  ja  davon  ausgingen,  daß  wir 
uns  einen  Teil  der  Flüssigkeit  erstarrt  dachten,  und  dann  die 
Oleichgewichtsbedingungen  für  diesen  festen  Körper  hinschrieben. 
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Dieselben  Gleichungen  (1)  und  (4)  haben  wir  uns  hier 
wiederholt  zu  denken,  nur  wollen  wir  die  Resultante  R  der 
auf  den  festen  Körper  wirkenden  Kräfte  und  ihr  Moment  M 
für  einen  beliebigen  festen  Punkt  0  als  direkt  gegeben  an- 
nehmen.     Wir  erhalten  dann  die  Gleichungen  in  der  Form 

B  -^fpndö,     M=rf(P  -  0)  A  pndö,  (16) 


CT 


wenn  6  die  eingetauchte  Oberfläche  des  festen  Körpers,  dö  ihr 
Element  und  n  den  nach  außen,  d.  h.  in  das  Innere  der 
Flüssigkeit  gehenden  Einheitsvektor  in  der  Normalen  dieses 
Flachenelementes  bedeutet.  Die  Oberflächenintegrale  können 
wir  aber  auch  durch  Raumintegrale  ersetzen,  die  über  den  von 
dem  festen  Körper  yerdrängten  Raum  zu  erstrecken  sind,  und 
die  Gleichungen  dann  schreiben 

B  -Jgradjorfr,    M froip{P  -  0)  dt.        (17) 


t 


Denken  wir  uns  nun  den  Körper  wieder  ersetzt  durch  die 
verdrängte  Flüssigkeitsmenge  und  führen  die  äußeren  Kräfte 
ein,  die  auf  diese  wirken,  so  ergibt  sich  [vgl.  die  zu  den  Glei- 
chungen (1)  und  (4)  gehörenden  Entwicklungen] 

B  ^fiiFdx,     M ^f{F  -0)  A  iiFdx :  (18) 


t 


das  System  der  auf  den  festen  Körper  tatsächlich 
wirkenden  Kräfte  ist  äquivalent  dem  Kräftesjstem, 
das  auf  die  verdrängte  Flüssigkeitsmenge  wirken 
würde.  Diesem  KrLftesystem  hält  das  System  der  Druckkräfte, 
die  der  feste  Körper  erfährt,  das  Gleichgewicht. 

Ebenso  würde  auch  umgekehrt,  wenn  ein  fester  hohler 
Körper  ganz  mit  Flüssigkeit  gefüllt  ist,  also  der  feste  Körper 
die  Flüssigkeit  umschließt;,  das  System  der  von  dem  Körper 
auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  Druckkräfte  dem  System  der 
auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  äußeren  Kräfte  das  Gleichgewicht 
halten. 

Handelt  es  sich  insbesondere  um  eine  schwere  Flüssig- 
keit, so  ist 
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zu  setzen,  wenn  v  einen  yertikal  nach  aufwärts  gerichteten  Ein- 
heitsvektor bezeichnet,  und  es  ergibt  sich,  wenn  m  die  Gesamt- 
masse der  verdrängten  Flüssigkeit  bedeutet, 

B mgv,  (19) 

d.  h.  die  Resultante  der  auf  den  eingetauchten  Körper 
wirkenden  Kräfte  muß  vertikal  nach  abwärts  gerichtet 
und  gleich  dem  Gewicht  der  verdrängten  Flüssig- 
keitsmenge sein.  Eine  Vertikalkraft,  die  diesem  letzteren 
Gewicht  entgegengesetzt  gleich  ist,  nennt  man  den  Auftrieb, 
den  der  Körper  erfährt. 

Handelt  es  sich  also  um  zwei  homogene  Flüssigkeiten 
von  den  Dichtigkeiten  ft^,  ftj,  wobei  ft^  >  /i^,  und  steht  der 
eingetauchte  Körper  nur  unter  der  Einwirkung  seiner  Schwere  G, 
80  wird  Gleichgewicht  nur  dann  bestehen  können,  wenn  das 
Volumen  r  des  Körpers  der  Bedingung  genügt 

Im  Falle  der  Gleichheitszeichen  wird  der  eingetauchte 
Körper  ganz  innerhalb  der  einen  oder  anderen  Flüssigkeit 
bleiben.     Ist  aber 

[llt>  G>  ß^T, 

so  wird  der  Körper  auf  der  unteren,  schwereren  Flüssigkeit 
schwimmen,  und  die  horizontale  Trennungsfiäche  wird  das 
Volumen  des  Körpers  derart  in  zwei  Teile  Tj,  t^  teilen,  daft 

Ti  +  Tg  =-  T,        /iiTi  +  ^Tj  ^j^M 

wird,  also 


M — fi^r  ^jT  —  M 


'^1  —   ,,  '.,    ;      ^8 


fh  — ^«  Ml  — Ml 

Denkt  man  sich  einen  völlig  eingetauchten  Körper,  dessen 
Gewicht  G  größer  ist  als  das  Gewicht  mg  der  verdrängten 
Flüssigkeitsmenge,  an  das  eine  Ende  des  Wagbalkens  einer 
Wage  gehängt  und  an  das  andere  ein  Gewicht  G\  das  das 
Gleichgewicht  herstellt,  so  wird  nach  (19) 

G  —  G'  ==^  mg,    also     G'  =  G  —  mg, 
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d.h.  jeder  Körper  verliert  in  einer  Flüssigkeit  so  viel 
an  Gewicht,  als  das  Gewicht  der  von  ihm  verdrängten 
Flüssigkeitsmenge  beträgt.  Dies  ist  das  Archimedische 
Prinzip. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (18)  ergibt  sich,   wenn   wir 
F'=  —  gv  einführen, 

M^j\P-  0)  A  fiFdr^gv  AßP-  0)(idt. 

Ist  aber  S  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeitsmenge, 
m  die  Gesamtmasse,  so  wird 

m(S-  0)  ^f{P -  0) lidr 


und  demnach 
d.  h.  wegen  (19) 


M^mgv  A  (S-  0), 


M^-B  A{8-  0). 

Mithin  ist  das  Moment  dasselbe  wie  das  einer  Vertikalkraft  B, 
die  in  dem  Schwerpunkt  S  angreift,  und  diese  Vertikalkraft 
ergibt  sich  als  die  Besultante  des  wirkenden  Eräftesystems. 

Ist  daher  die  Schwere  die  einzige  auf  den  Körper  wirkende 
Kraft,  so  zeigt  sich:  Der  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Körpers  muß  in  derselben  Vertikalen  liegen  wie  der 
Schwerpunkt  der  verdrängten  Flüssigkeitsmenge. 

Lassen  wir  in  diesem  Punkte  die  Auftriebkraft  angreifen, 
so  können  wir  auch  sagen:  Der  Auftrieb  muß  an  dem 
festen  Körper  der  Schwere  das  Gleichgewicht  halten. 

6.  Stabilität  sohwimmender  Körper.  Für  einen 
schwimmenden,  schweren  Körper  hat  der  Begriff  der  Stabilität 
eine  eigentümliche  Ausgestaltung  erfahren,  indem  man  mit 
diesem  Worte  nicht  bloß  eine  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes 
bezeichnet,  sondern  auch  ein  bestimmtes  Maß  für  den  Grad 
der  Stabilität  sucht.  Der  Wert  dieser  Betrachtungen  liegt  in 
ihrer  praktischen  Bedeutung  für  den  Schiffbau. 

Für  den  Begriff  der  Stabilität  hatten  wir  als  grundlegend 
den  Begriff  der  Arbeit  aufgestellt,  die  erforderlich  ist,  um  den 
Körper  auf  eine  bestimmte  Weise  aus  seiner  Gleichgewichts- 
lage zu  entfernen.  Diese  Arbeit  wollen  wir  auch  hier  berechnen. 

21  ♦ 


324  Kap.  IV.  HydrosUtik. 


Zunächst  ist  klar,  dafi  keine  Arbeit  erforderlich  ist,  um 
den  Körper  in  horizontaler  Richtung  parallel  zu  verschieben 
oder  ihn  um  eine  vertikale  Achse  zu  drehen.  Denn  die  wir- 
kenden Kräfte  sind  vertikal,  also  auch  senkrecht  zu  den  Ver- 
schiebungen; welche  die  Punkte  bei  diesen  Bewegungen  erfahren. 

Wenn  wir  aber  den  Körper  in  vertikaler  Richtung  um 
eine  sehr  kleine  Strecke  öz  verschieben,  so  geht  eine  zylin- 
drische Schicht  des  Körpers  von  der  Dicke  djs  aus  der  ersten 
in  die  zweite  oder  aus  der  zweiten  in  die  erste  Flüssigkeit 
über,  es  vermindert  oder  vermehrt  sich  also  der  Auftrieb 
(f^i^i  +  f^2^2)^  um  {jiL^^  iL^göSZy  wenn  6  die  sogenannte 
Schwimmfläche  des  Körpers  bezeichnet,  nämlich  die  Fläche, 
welche  der  Körper  von  der  horizontalen  Trennungsfläche  der 
beiden  Flüssigkeiten,  der  Schwimmebene,  fortnimmt.  In  allen 
Fällen  ist  die  Arbeit,  die  sich  aus  der  Veränderung  des  Auf- 
triebes ergibt,  ob  die  Verschiebung  nach  oben  oder  unten  er- 
folgt, negativ,  nämlich  gleich  —  ^(/^i  —  i^^göÖB^,  Eine  Ent- 
scheidung über  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  ist  also  hier- 
durch nicht  möglich;  das  Gleichgewicht  ist  in  dieser  Hinsicht 
immer  stabil. 

Wir  drehen  jetzt  den  schwimmenden  Körper  um  eine  in 
seiner  Schwimmebene  liegende  Achse.  Dann  geht  ein  prisma- 
tischer Teil  des  Körpers  aus  der  zweiten  in  die  erste  und  ein 
anderer  aus  der  ersten  in  die  zweite  Flüssigkeit  über.  Wir 
bezeichnen  mit  y  den  Abstand  eines  Elementes  d6  der  Schwimm- 
fläche  von  der  Drehachse,  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach 
der  anderen  negativ  gerechnet,  mit  a  den  unendlich  kleinen 
Drehwinkel.  Dann  wird  die  Änderung,  welche  der  Auftrieb 
durch  die  Drehung  erfahrt,  gleich  dem  Integralausdruck 

das  Integral  über  die  ganze  Schwimmfläcbe  erstreckt.  Lassen 
wir  aber  die  Drehachse  durch  den  Schwerpunkt  S  der  Schwimm- 
fläche gehen,  so  wird 

fyd6  =  0, 

der  Auftrieb  bleibt  also  ungeändert. 
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Wir  wollen  nun  den  Arbeitsausdruck  berechnen,  der  sich 
ergibt;  wenn  wir  die  bereits  ausgeführte  Drehung  um  eine 
durch  den  Schwerpunkt  der  Schwimmfläche  gehende  Achse 
noch  um  da  vermebren.  Das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes 
ist  nach  dem,  was  wir  früher  gesehen  haben,  in  der  Tat  maß- 
gebend für  die  Stabilität  des  Gleichgewichts.  Der  gesuchte 
Ausdruck  wird  aber  gleich  3Jtdo,  wenn  SR  das  statische  Mo- 
ment der  nach  der  ursprünglichen  Drehung  um  den  Winkel  cd 
Torhandenen  Kräfte  für  die  Drehachse  bedeutet.  Die  Drehachse 
wollen  wir  zur  a:-Achse  des  Koordinatensystems  wählen  und  auch 
die  y-Achse  in  der  ursprüngh'chen  Schwimmebene  annehmen. 


Fig.  103. 

Um  SIR  zu  finden,  berechnen  wir  zunächst  das  statische 
Moment  der  in  dem  Schwerpunkt  JE  des  schwimmenden  Kör- 
pers angreifenden  Schwerkraft  G.  Sind  |,  ly,  g  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  E  vor  der  Drehung,  so  wird  nach  der  Drehung 
die  zweite  Koordinate 

rj^  =  cos  03  •  1^  —  sin  (D  •  g 

und  somit  der  gesuchte  Beitrag  dieser  Kraft  zum   statischen 
Moment  fQr  die  a;-Achse 

—  G  '  Tiy^  —  G  (cos  CO  •  ij  —  sin  CD  •  g). 
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Was  nun  das  statische  Moment  des  Auftriebes  betrifPt,  so 
haben  wir  den  ganzen  Körper  in  unendlich  schmale  Prismen, 
deren  Seitenlinien  in  der  ursprünglichen  Stellung  des  Körpers 
vertikal  sind,  zu  zerlegen.  Sei  dö  der  senkrechte  Querschnitt 
eines  solchen  Prismas,  e^  und  js^  die  Teile  seiner  Höhe,  die 
bei  der  ursprünglichen  Lage  des  Körpers  in  die  erste  und 
zweite  Flüssigkeit  fallen,  endlich  Xy  y  die  Koordinaten  der 
Stelle,  in  der  es  die  Schwimmebene  trifft,  dann  geht  von  ihm 
bei  der  Drehung  ein  Stück  von  der  Länge  y  •  tang  cd  aus  der 
ersten  in  die  zweite  Flüssigkeit  über  oder  umgekehrt,  je  nach- 
dem y  positiv  oder  negativ  ist.  Es  wird  nun  nach  der  Drehung 
das  statische  Moment  des  Prismas  für  die  :r-Achse  werden 

ftj(4fi  —  y  tang  G))gd6  [cos  o  •  y  —  ^  sin  ©  (jer^  +  y  tang  (o)] 
+  lh{^9  +  y  tang  (D)^rf(y  [cos  oj  •  y  +  ^^sino  (jer,  —  y  tangco)], 

indem  wir  uns  die  Massen  der  Teile  von  gleicher  Dichtigkeit 
in  ihrem  Schwerpunkt  konzentriert  denken.  Der  vorige  Aus- 
druck wird  aber  (wenn  wir  die  zweiten  Potenzen  von  tango 
vernachlässigen)  angenähert  gleich 

gdm  (cos  o  •  y  —  sin  cd  •  4?)  —  (ft^  —  ft,)  ^  sin  o  •  y^dtf, 

indem  wir  mit 

dm  «  (fti^erj  +  fijjEfj)  dö 

die  Masse  des  Prismas  und  mit  z  =  ^(fi^  z^  —  ii^z^^) :  (jüii^i  +  f^i^j) 
die  Ordinate  seines  Schwerpunktes  bezeichnen.  Führen  wir  nun 
die  Integration  über  die  ganze  Schwimmfiäche  aus,  so  haben  wir 

Jydm  ^m  "ri\     J  zdm  «  m  •  g', 

wenn  m  die  verdrängte  Flüssigkeitsmeuge  und  |',  ri\  f  die 
Koordinaten  ihres  Schwerpunktes  bedeuten.     Setzen  wir  noch 

fyH<f  =  J, 
SO  ergibt  sich  demnach 

mg  (cos  03  •  iy'  —  sin  CD  •  g')  —  (ft^  —  yi^g  sin  co  •  J. 

Vereinigen  wir  die  beiden  gefandenen  Bestandteile  von  9R, 
beachten  dabei,  daß  G  =  mg,  ri  =  rf  ist  und  setzen 


5.  Stabilität  schwimmender  Körper.  327 

SO  finden  wir  endlich 

3Ä  =  -  [G  •  8  +  Coi -  11^)9 J]  sincD  (21) 

oder  3Ä  =  •—  ©  •  sin  (D,  wenn  wir 

®^G'i  +  ((i,-(i,)gJ  (22) 

setzen.  Es  ist  nun  sofort  zu  sehen,  daß  solange  @  >  0  ist, 
das  Moment  3Jl  das  umgekehrte  Vorzeichen  hat  wie  sin  cd.  Der 
Wert  der  Arbeit  bei  einer  Vergrößerung  do  des  Ausschlages 
(wobei  da  das  Vorzeichen  von  (o,  d.  h.  auch  von  sin  cd  hat) 
wird  also  immer  negativ,  und  das  Gleichgewicht  ist  nach  der 
früheren  Definition  stabil  Mit  dem  Werte  von  @  wächst 
der  Arbeitsausdruck,  der^  wie  man  sieht,  außerdem  dem  Sinus 
des  Ausschlagswinkels  proportional  ist.  Der  Wert  von  ©  gibt 
also  ein  Maß  für  die  Stabilität  bei  der  betreffenden  Achsen- 
richtung. 

Das  Integral  J=Jy*d6  liefert  das  Trägheitsmoment 
der  Schwimmfläche  für  die  betr.  Achse  durch  ihren  Schwerpunkt 
Wie  man  sieht,  steigt  die  Stabilität  mit  diesem  Trägheitsmoment. 

Wir  haben  nun  noch  die  Drehachse  alle  möglichen  Rich- 
tungen annehmen  zu  lassen.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  daß 
das  Trägheitsmoment  für  eine  beliebig  gerichtete  Achse  aus 
den  Trägheitsmomenten  für  gewisse  zwei  zueinander  senkrechte 
Achsen  linear  zusammengesetzt  werden  kann.  Diese  Achsen, 
die  sogenannten  Hauptträgheitsachsen,  die  wir  im  zweiten 
Bande  noch  weiter  besprechen  werden,  müssen  die  Eigenschaft 
haben,  daß^  wenn  mau  sie  als  Koordinaten  zugrunde  legt,  die 
Gleichung  besteht 

J  xydö  =  0. 

Es  ist  dabei  immer  vorausgesetzt,  daß  die  Achsen  durch  den 
zum  Ursprung  gewählten  Schwerpunkt  der  Schwimmfläche 
hindurchgehen. 

Der  senkrechte  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  von  einer 
solchen  Achse,  die  mit  der  2:-Achse  den  Winkel  a  bilden 
möge,  wird  q  =  cos  a  -  x  —  sin  a  •  y,  also  wird  das  zugehörige 
Trägheitsmoment 
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Jq^d6  = /(cos  a*  •  ar^  +  sin  a*  •  y*  +  2  cos  a  sin a  •  xy)  dö 

weil  jxydö  nach  Yoraussetzung  null  ist,  und  damit  ist  der 
Satz  bewiesen.     Setzen  wir 

'fa?d6^K,    fy^d6^J, 
so  ergibt  sich  für  @  der  allgemeine  Ausdrack 

@  =  ö  .  j  +  (l^^ -  ^^)g  (Kcos  a«  +  Jsin  ««).  (23) 

Bei  den  in  der  Praxis  vorkommenden  schwimmenden  Körpern 
besitzt  die  Schwimmebene  fast  immer  eine  Symmetrieachse. 
Diese  ist  dann  auch  eine  HaupttnLgheitsachse.  Außerdem  wird 
das  Trägheitsmoment  für  die  zweite  Haupttragheitsachse,  die 
durch  den  Schwerpunkt  senkrecht  zur  Symmetrieachse  hin- 
durchgeht^ Yon  vornherein  infolge  einer  großen  Längenausdeh- 
nung des  Körpers  verhältnismäßig  groß.  Man  untersucht  daher 
nur  die  Stabilität  für  die  Symmetrieachse. 

Dann   vereinfacht   man  die  gefundene  Forme]   (22)  noch 
weiter,  indem  man 

macht.     Dadurch  wird 

@  =  G(j  +  8o)-  (25) 

Geht  man  nun   von   einer  aufrecht  schwimmenden,  sehr 

dünnen   Platte  aus,  für  die  nahezu  J^O  ist,  so  ergibt  sich 

zuerst  die  Formel 

©  =  G  •  j, 

hierbei  bedeutet  j  die  Entfernung,  in  der  der  Schwerpunkt  der 
Platte  unter  dem  Mittelpunkt<e  des  Auftriebes  liegt.  Die  For- 
mel (25)  erhält  man  aus  der  vorstehenden,  indem  man  j  durch 

ersetzt.  Durch  die  Einführung  dieser  Größe  wird  also  der 
Fall  eines  beliebigen  schwimmenden  Körpers  auf  den  eines 
unendlich   schmalen   zurückgeführt,   und   der  bei   diesem   sich 
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ergebende  Abstand  %'  zwischen  dem  Schwerpunkt  und  dem 
Auftriebsmittelpunkt  gibt  ein  unmittelbares  Maß  für  die  Stabi- 
lität. Dieser  Abstand  j'  heißt  die  metazeutrische  Höhe, 
und  wenn  man  sich  den  ideellen  Auftriebsmittelpunkt  yertikal 
über  dem  Schwerpunkt  wirklich  aufgezeichnet  denkt,  nennt 
man  diesen  Punkt,  dessen  Lage  die  Stabilität  bestimmt,  das 
Metazentrum  des  schwimmenden  Körpers. 

t}bungsbeispiele. 

!•  Aufgabe.  Eine  sdiwere  Flüssigkeit  rotiert  in  einem  zylindri- 
schen Gefäß  um  eine  vertikale  Achse.  Ihre  Gleichgewichtsfigur  zu  finden. 

Auflösung.    Durch  die  Rotation  treten  Zentrifugalkräfte  auf. 
Diese  Kräfte  sind  auf  die  Masseneinheit  verrechDet 

wenn  oo  die  Rotationsgeschwindigkeit, 
r  den  senkrechten  Abstand  des  betref- 
fenden Massenteilchens  von  der  Rota- 
tionsachse bezeichnet,  sie  fallen  in  die 
Linie  dieses  Abstandes  und  sind  von 
der  Rotationsachse  weg  gerichtet.  Da- 
her haben  sie  ein  Potential,  das 

wird.  Bedeutet  also  U  das  Poten- 
tial  der  wirkenden    äußeren   Kräfte. 


Fig.  104. 

so    muß    für    die   Oberfläche 


ü  -f  4  wV»  =  C 

sein.  Ist  die  einzig  wirkende  äußere  Kraft  die  Schwere,  so  ist 
U^a^gz^  also  wird,  wenn  wir  die  Rotationsachse  selbst  zur  je- Achse 
des  Koordinatensystems  wählen  und  C  =  —  gc  setzen, 

gz  —  ^m^^x^+g^)  =  cg 

die  Gleichung  der  Oberfläche.    Dies  ist  ein  Rotationsparaboloid. 

Ist  nun  das  Gefäß  ein  vertikal  gestellter  gerader  Kreiszjlinder, 
für  dessen  Boden  z  =  0  sei,  ist  dabei  der  Radius  des  Grundkreises  a 
und  die  ursprüngliche  Höhe  der  Flüssigkeit  5,  so  liefert  die  Gleich- 
heit des  Volumens  vor  und  bei  der  Rotation  die  Gleichung 

na^h  ^  2it  j zrdr  =  nj  i^c  —      -\rdr^ 
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woraus 


imd  somit 


6  — 


►«a* 


*9 


'-^fA^-^^-D 


folgt:   c  ist  dabei  die  Höhe  der  Flfissigkeit  an  ihrer  tie&ten  Stelle 
(r  —  0).    Am  Kande,  wo  x*  +  jr*  =  a',  wird  die  Höhe 


»>a* 


^9 


Also  wird  die  Erhebung  des  Randes  über  die  Mitte 

d  —  c  =      —  , 

und  b  ist  die  mittlere  Höhe  zwischen  der  Höhe  am  Bande  and  in 
der  Mitte. 

2.  Anijgabe.     Eine  homogene  Kugel  übt  auf  eine  sdir  dünne 
Flüssigkeitsschidki  an  ihrer   Oberflache  eine  Anziehung  gemäß  dem 

Newtonschen  Gesetze  aus 
und  ist  in  gleuhßrmiger 
Botaiion  begriffen.  Die 
Gleichgetcichtsfigur  zu  be- 
stimmen. 

Auflösung.  Das  Po- 
tential för  die  Anziehung 

der  Kugel  ist  — ,  wenn 

M  die  Masse  der  Kugel 
und  Q  den  Abstand  des 
angezogenen  Teilchens 
von  ihrem  Mittelpunkt 
bezeichnet.  Wählen  wir 
ein  Koordinatensystem 
ähnlich  wie  in  der  vori- 
gen Aufgabe,  so  wird  für 
die  Oberfläche 


^^ 

-^     ■       , 

^•^^ 

"^^^ 

•w^ 

^^ 

a* 

"t^—  - 

-=S 

^ 

r 

'^ 

^^^ 

■  _^v 

^ ^ 

^. ^^ 

^"     —  ^ 

^^p\ 

Mmm    —     J 

\ — Xj* 

/—   —    -f 

g 

■^ 

^ 

Jjpfz^ 

^~~—  -7 

^"^   Y X 

"i 

P^ 

i"L-~ä 

«1 

0 

E3 

j — ' 

w-lr  ~\ 

r # 

^C"       '     ■ 

m                   w 

^r-^"^< 

^ 

Fig.  106. 

M 


+  ^a)»(a;*  +  y»)  =  c. 


(a) 


Haben  die  Punkte  der  Oberfläche,  die  auf  der  Rotationsachse  {x  =  0, 
y  =«  0)  liegen,  von  dem  Kugelmittelpunkt  den  Abstand  a,  so  wird 

«  c  und  mithin,  für  x*  +  y*  =  r*, 


«  aV       23/     / 


Übungsbeiapiele.  33 1 


Hieraus  folgt,  da  ^^  «  r*  +  z^ 

and  in  erster  Annäherung 

r«  +  .*  =  a»  +  ?^'r». 

Diese  Gleichung  können  wir  schreihen 
wenn  wir  mit  demselben  Grade  der  Annäherung 

«1  =  "(!+?£)' 

also 

y  =  _^,. .  =  __  =  ^__     für     ^,  =  _ 

setzen.  Die  gefundene  Gleichung  (b)  ist  die  Gleichung  eines  ab- 
geplatteten Sphäroids.  Der  berechnete  Quotient  y  ist  die  (sehr  kleine) 
Abplattung. 

Für  irgendeinen  Punkt  der  Oberfläche  finden  wir,  da  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (a)  das  Potential  V  des  angezogenen  Punktes  P 
darstellt,  wenn  wir  noch 

r  =  (►  •  cos  q> 

setzen  und  V  nach  q  differenzieren,  die  Größe  der  auf  die  Massen- 
einheit ausgeübten  Kraft 

M         ,         , 

^  «=  -j  —  üTQ  cos"  9. 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  im  ersten  Gliede  ein 

M 
9' 
und  im  zweiten  Gliede  einfach  ^  »=  a,  so  ergibt  sich  angenähert 

3f/.        2a»cD* 


8.  Aufgabe.  Eine  Flüssigkeitsschicht  auf  einer  ruhenden  Kugel 
werde  von  dieser  und  von  einer  seltr  weit  entfernten  anderen  Kugel 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  angezogen.  Die  Gleichgewichtsfigur  zu 
bestimmen. 

AuflÖBiing.  Es  sei  M^  die  Masse  der  hinzukommenden  Kugel, 
d  der  Abstand  ihres  Mittelpunktes  0^  von  dem  Mittelpunkte  0  der 
ersten  Kugel,  0  der  Winkel,  den  der  Radiusvektor  OP=^q  nach 


332 


Kap.  ly.   Hydrostatik. 


Fig.  106. 


einem  Punkte  P  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
mit  OOi  bildet,  dann  wird,  da  d  sehr  groß  gegen  q 
sein  soll,  in  dem  Dreieck  POOy^ 

PO^^d  —  Q  cos  ö,  also  y^  ^  ~dV'  +  4" ®<>8  ö)  • 
Für  die  Oberfläche  muß  aber 

s  +  -      -  =  c 
PO        PO, 

werden,  also  finden  wir 

f+«..(.+i»s»)-.. 

Wir    nennen    nun   a  den   Radiusvektor   eines 
Punktes  an  der  Oberfläche,  der  senkrecht  zu  00^^ 

ist,  sich  also  für  ö  =  ±  ^   ergibt,  und  setzen 

(»  =  a(l  +m), 

wobei  u  einen  sehr  kleinen  Bruchteil  bedeutet.  Im 
ersten  Gliede  auf  der  linken  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  haben  wir  dann 

Q  n.     \  * 


a 


zu  setzen,  im  zweiten  Gliede  können  wir  einfach  a  fOr  q  setzen,  und 

M 


finden  zunächst  für  0 


u 


0 


femer,  indem  wir  diesen  Wert  für  c  einführen 

u  =   Tiffii  cos  ö  =  £  •  cos  ö. 
Hieraus  folgt 

—       (l  —  €  cos  6)     oder     ö  =  ^ ^ 

setzen  wir  dann  ein 

(►*  =  a?*  +  y*  +  ^*,     Q  cos  ö  ■=  jP, 
so  ergibt  sich  in  dem  benutzten  Grade  der  Annäherung 

x^  +  y^  +  {z-  asY  «.  a». 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Kugel  von  dem  Radius  a,  deren  Mittel- 
punkt N  um  die  Strecke  as  gegen  den  Mittelpunkt  Oj^  der  zweiten 
festen  Kugel  zu  verschoben  ist. 
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Durch  die  Anziehung  dieser  Kugel  wird  also  ihrem  Mittelpunkte 
die  flüssige  Schicht,  welche  die  andere  Kugel  umgibt,  einfach  um 
die  Strecke  as  genähert.  In  der  Tat  bleibt  hierbei  das  Gesamt- 
volumen der  Flüssigkeit  ungeändert,  da  man  sie  nach  wie  vor  als 
die  Differenz  derselben  zwei  Kugeln,  einer  äußeren  und  einer  inneren, 
erhält. 

4«  Aufgabe.  Den  Druck  p  der  Atmosphäre  als  Funktion  der 
Höhe  z  darzustellen,  wenn  konvektives  Gleichgewicht  herrscht,  d.  h, 
p^C'  (i^  ist,  wobei  y=  1,41,  c  eine  Konsfante  ist  und  (i  die  Dichtig- 
keit an  der  betreffenden  Stelle  bedeutet  Dies  ist  der  FaU,  wenn  kein 
Wärmeübergang  durch  Leitung  zwischen  den  einzelnen  leüen  der 
Atmosphäre  stattfindet, 

AuflÖBung.  Bezeichnet  a  den  Erdradius,  so  wird  die  Ent- 
fernung des  betrachteten  Punktes  vom  Erdmittelpunkt  a  -\-  z  und 
die  Kraft  der  Schwere  pro  ^asseneinheit  an  dieser  Stelle  ga^i{a-\'  z)^. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen  lauten  dann 


dx         '       dy         '       dz  {a  +  z)* 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  drücken  aus,  daß  p  nur  eine  Funk- 
tion der  Höhe  z  ist.  Die  letzte  Gleichung  ergibt,  wenn  wir  p^==  Cfi^ 
einführen, 

Y-ij  ga*dz 

und,  wenn  wir  integrieren, 

7        v-i   I     '         /    «*  \  9^^ 

y  —  l'^  '  ^  \a  -{-z  I  a  +  z 

Um  die  Konstante  c  auszuwerten,  nennen  wir  j?q,  /Hq  Druck  und 
Dichtigkeit  auf  dem  Meeresniveau,  so  daß  p^  »  Cfi^^  und 

y-^i\nj        "T"     p^  Po^  +  z' 

Man  sieht  dann,  wenn  man  fi »  ^Iq,  z='0  macht,  daß  c  —  ~ ^^TT 

wird,  und  erhält  somit  ^ 

oder 

^    r      Po   o,'\'Z 


© 


VgL  Lord  Kelvin  (W.  Thomson),   Mathem.  and  Physical   Papers, 
vol.  3,  1890,  p.  256;  Greenhill,  Hydrostatics,  p.  314,  491. 
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5.  Aufgabe.  Denkt  man  sich  etnem  schwimmenden  Körper  dOe 
möglichen  Lagen  gegeben,  in  denen  der  Auftrieb  dem  Gewicht  des 
Körpers  gleich  ist,  so  umhüllen  in  dem  Körper  die  verschiedenen 
Schmmmcbenen  eine  Oberflädte,  welche  die  Bupinsäie  Schwimmober- 
fläche  Jieißt  Man  soll  beweisen,  daß  dieselbe  Oberfläche  auch  vofi 
den  Schwerpunkten  der  Sdiwimmflächen  erfüllt  wird. 

Auflösung.  Wir  haben  gesehen,  daß,  wenn  der  Körper  um 
eine  durch  den  Schwerpunkt  S  seiner  Schwimmfläche  gehende  Achse 
unendlich  wenig  gedreht  wird,  der  hierbei  austauchende  Teil  an 
Volumen  gleich  dem  neu  eintauchenden  Teile  ist.  Also  geht  bei 
dieser  Drehung  die  alte  Schwimmebene  in  eine  neue  Schwimmebene 
über,  und  wir  erkennen,  daß  zwei  unendlich  benachbarte  Schwimm- 
ebenen sich  immer  in  einer  durch  den  erwähnten  Schwerpunkt  S 
gehenden  Geraden  schneiden.  Die  Gerade  ist  aber  als  Schnitt  zweier 
unendlich  benachbarten  Tangentialebenen  eine  Tangente  der  Schwimm- 
oberfl&che  und  bleibt  es,  wenn  wir  sie  um  den  Schwerpunkt  S  in 
der  Schwimmebene  beliebig  drehen,  denn  alles  was  wir  gesagt  haben^ 
bleibt  dann  gültig.  Also  ist  S  der  Berührungspunkt  der  Schwimm- 
ebene mit  der  Schwimmoberfläche,  w.  z.  b.  w. 

6.  Aufgabe.  Eine  ebene  Fläche  ist  in  eine  schwere  Flüssigkeit 
eingetaucfit.    Den  Druckmittelpunkt  zu  finden. 

Auflösung,  unter  Druckmittelpunkt  verstehen  wir  den  Mittel- 
punkt des  Systems  paralleler  Kräfte,  welches  der  Druck  der  Flüssig- 
keit auf  den  festen  Körper  darstellt. 
Wir  führen  in  der  Ebene  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem  ein,  des- 
sen X-Achse  in  die  Schnittlinie  der 
Ebene  mit  der  freien  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  fällt  und  dessen  y- Achse 
in  die  Flüssigkeit  hineingeht.  Ist  dann 
a  der  Winkel,  den  die  Ebene  mit  der 
Vertikalen  bildet,  z  die  Tiefe  eines 
Punktes  der  Ebene  unter  der  freien 
Oberfläche,  so  wird 
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1      "^                                " 
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Pig.  107. 


jer  =  y  •  cos  a . 

Für  die  Koordinaten  des  Druckmittel- 
punktes    ergeben    sich    nun,     wenn 
da  =  dx  '  dy  das  Flächenelement  in  der  Ebene  bedeutet,  die  Aus- 
drücke 


1  = 


fpxdi 
fpdc 


V^ 


fpda 
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Es  wird  aber 

P'^Po  +  9t^^  "^Po  +  fft^  cos  ay, 
also  wenn  insbesondere  der  Druck  Pq  an  der  freien  Oberfläche  =  0  ist^ 

fxyda  fy*da 

Jyde  Jyda 

Dieser  Punkt  ist  also  unabhängig  von  der  Neigung  der  ebenen  Fläche. 
Er  ist  der  sogenannte  Perkussions-  oder  Oszillationsmittelpunkt  der 
ebenen  Fläche. 

7.  Aufgabe.  Die  Gleichgewichtslage  eines  homogenen  dreiseitigen 
Prismas  zu  finden,  das  unter  dem  Einfluß  der  Schwere  auf  einer 
homogenen  Flüssigkeit  schwimmt  derart,  daß  sevne  Kanten  der  Schwimm- 
ebene  paraUel  sind. 

Auflösung.  Wir  betrachten  einen  senkrechten  Querschnitt  ABC 
des  Prismas,  von  dem  ein  dreieckiges  Stück  AB^C^  untergetaucht 
sein  wird.    Es  verhalten  sich  ß 

dann   die  Inhalte  der  beiden  T*^ ■*■*-— -^^ 

Dreiecke  wie  die  zugehörigen  \  y^^.  """""^ 

Dichtigkeiten  fi,  fij,  wenn  wir  \        /      j!       "^-^       / 

die    Dichtigkeit    der    oberen  \P/ |l^ '^G/ 

Flüssigkeit  als  verschwindend    ^^^33l           *^\\              >^^^3f 
gering  ansehen  (wie  es  z.B. bei   -^^^~^-^^~^^\           //           /o^^~^~ 
der Lufk  dem  Wasser  gegenüber                      W      \}ßi     / 
der  Fall  ist).   Setzen  wir  dann X       1/       W- 

AB^a,     AG  =h,  — .\J^/. 

ABj^^x,     AG^^y,  \T7 

so  ergibt  sich  sofort  ^ 

xy  -  ^  ah.  (a) 

Es  müssen  femer  die  Schwerpunkte  5,  S^  der  beiden  Dreiecke  in 
einer  Vertikalen  liegen.  Vermehren  wir  aber  die  Abstände  dieser 
Schwerpunkte  von  A  um  die  Hälfte,  so  erhalten  wir  die  Mitten  2> 
und  Dl  der  Seiten  BG  und  B^G^^  und  auch  D  und  D^  müssen  in 
einer  Vertikalen  liegen.  Also  ist  D^D  die  Mittelsenkrechte  von  B^G^ 
und  es  wird  B,D^C,B. 

Setzen  wir  noch  AD  =- m^  -^  DAB  =  or,  <^  DA  (7  =  (3,  so  wird 
demnach 

X*  —  2mx  cos  a  +  w*  =  y*  —  2 wy  cos  /3  +  w* 
oder 

X*  —  y*  =»  2  w  (x  cos  a  —  y  cos  /3) .  (b) 
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Durch   (a)   und  (b)  sind  x,  y  bestimmt,   wenn  sich  zwei  den  Un- 
gleichungen 

genügende  Lösungen  jener  Gleichungen  finden  lassen. 

8.  Aufgabe.  Die  Stabilität  eines  geraden  Kreiszylinders,  der 
mit  vertikaler  Ädtse  schwimmt,  zu  untersucfien ,  und  die  gleiche  Auf- 
gabe für  einen  geraden  Kreiskegel,  der  mit  der  Spitze  nach  unten 
schwimmt,  zu  lösen. 

Auflösung.  Wir  nehmen  ^^^^1,  fif  »  0  an,  dann  wird,  wenn 
h  die  Höhe  des  Zjlinderschwerpunktes  über  der  Grundfläche,  a  der 
Badius  des  Grundkreises,  2  h'  die  eingetauchte  Höhe,  also  h'  die  Höhe 
des  Auftriebsmittelpunktes  über  der  Grundfläche  ist,  das  Gewicht 
des  Zylinders 

G  =  2nh'a*g, 

Das  Trägheitsmoment  der  Schwimmfläche,  die  hier  ein  Kreis  mit 
dem  Radius  a  ist,  wird  (vgl.  unten  Aufg.  9) 

J^^Tca^, 

Es  ergibt  sich  also  als  Maß  der  Stabilität 

©  =  27i;Ä'aV(Ä'—  h)  +  {jta^g 
und  die  metazentrische  Höhe  wird 

Für  den  Kegel  ergibt  sich,  wenn  a  der  Radius  der  kreisförmigen 
Schwimmfläche,  -^h'  die  Tiefe  der  Spitze  unter  dem  Wasserniveau, 
h  die  Höhe  des  Kegelschwerpunktes  über  der  Spitze  ist,  das  Gewicht 
des  Kegels  gleich 

i7ta*h'g, 

und  h'  ist    die  Höhe    des   Auftriebszentrums   Ä    über   der  Spitze. 
Somit  wird 

g  «  -^Tta^h'gQi—h)  +ina*g, 

and  die  metazentrische  Höhe 

Ist  aber  a  der  Achsenwinkel  des  Kegels,  so  wird 

a  =  ■^h'io.nga 
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und  somit 
l  "^li  —  Ä  +  ä'  tang*  a 


K 


J--^^' 


Fig.  109. 


COB"a 

Daraus  sieht  man,  daß  man 
das  Metazentmm  findet,  in- 
dem man  ans  dem  Auftxiebs- 
zentrum  A  eine  Horizontale 
zieht,  bis  sie  in  B  den  Kegel 
trifft.  In  B  errichtet  man 
dann  auf  der  Tangential- 
ebene des  Kegels  das  Lot, 
dieses  schneidet  aus  der  Achse  des  Kegels  das  Metazentrum  M  aus. 

9.  Aufgabe.  Bie  Stabilität  einer  auf  dem  Wasser  schwimmenden 
Kugel  zu  untersucfien, 

Auflösung.  Es  ist  sofort  klar,  daß,  wenn  die  Kugel  homogen 
ist,  also  ihr  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt,  und 
sie  aus  ihrer  anfänglichen  Lage  entfernt  wird  derart,  daß  die  Wasser- 
verdrängung dieselbe  bleibt,  sie  auch 
in  der  neuen  Lage  im  Gleichgewicht 
ist.  Das  Gleichgewicht  ist  also  indiffe- 
rent und  die  Stabilität  null.  Dies  läßt 
sich  aber  auch  aus  der  Formel  für 
die  Stabilität  verifizieren.  Der  Schnitt 
der  Kugel  mit  der  Schwimmebene  ist 
eine  Kreisfläche,  deren  Badius  wir  r 
nennen.  Das  Trägheitsmoment  dieser 
Kreisfläche  für  einen  Durchmesser  d 
wird,  wenn  g>  der  Winkel  ist,  den  die  Radien  nach  den  Endpunkten 
einer  zu  dem  Durchmesser  d  parallelen  Sehne  mit  diesem  Durch- 
messer einschließen, 


Fig.  110. 


8 


=  4f*  j  shi  g>^  cos  <p  d  sin  q>  ^  -^  j  (sin  2  g))*  d  (2  g))  = 


nr* 


Um  die  Entfernung  des 
punkt  M  zu  finden,  hat 
Kugelsegmentes  für  die 
zu  berechnen.  Zu  dem 
zontalen   Schnittes    des 


Aufthebsmittelpunktes  von  dem  Kugelmittel- 
man  das  statische  Moment  des  eingetauchten 
horizontale  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  M 
Zwecke  bezeichne  z  den  Abstand  eines  hori- 
Kegelsegmentes    von    dem  Mittelpunkt   J/, 
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a 

«0 


a  den  Kugelradios,  dann  wird  das  zu  berechnende  Moment  für 
a*  —  «!*  =  rr*,  a^  —  r*  =  Zq^ 

«0  ö 

r 

Es  wird  also  in  der  Tat  das  Maß  der  Stabilität 

Ist  die  Kugel  nicht  homogen  und  liegt  ihr  Schwerpunkt  im 
Abstände  h  unter  dem  Mittelpunkt  Jf,  ist  ferner  G  ihr  Gewicht,  so 
wird  das  Maß  der  Stabilit&t  gleich 

G  -h, 

10.  Aufgabe.  Die  Gleidigewichtsfigur  einer  um  ehie  feste  Acfise 
gleicfißrmig  rotierenden,  homogenen,  ifücompressiheln  Flüssigkdt,  denen 
Teile  sidi  nach  dem  Neivfonschen  Gesetze  anziehen,  ist  in  der  Weise 
zu  untersuchen,  daß  man  fragt,  ob  ein  Ellipsoid  als  GleichgeuichtS' 
figur  auftreten  kann. 

Auflösung.  Wenn  ein  Ellipsoid  die  Gleichgewichtsfigur  ist, 
so  hat,  wie  wir  im  zweiten  Bande  sehen  werden,  das  Potential  för 
einen  Punkt  P  der  Obei-fläche  die  Form 

wobei  rr,  y,  z  die  Koordinaten  des  Punktes  P  sind.  Die  z- Achse  sei 
die  Rotationsachse  und  <a  die  Rotationsgeschwindigkeit,  dann  muß 
für  die  Punkte  der  Oberfläche  die  Gleichung  erf&llt  sein 


w« 


V,  -  (Äx*  +  By'  +  Cz')  +  y  (x»  +  g^)  «  konst.  (a) 

Dies  ist  also  die  Gleichung  des  Ellipsoids,  das  die  Oberfläche  bildet, 
und  schreibt  man  seine  Gleichung  in  der  Form 

^*  +  y'  +  f! « 1 

so  ergeben  sich  die  zu  erfüllenden  Bedingungen 

oder 

CO«       Äa^-Cc*       Bb^—Cc^  ,,x 
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Setzt  man  nnn  die  für  Aj  J9,  C  sich  ergebenden  Werte 

OD  OD  OD 

0  0  0 

ein,  wobei,  wenn  fi  die  Dichtigkeit  bezeichnet, 

q  =»  TCfiahc,     17  «  (a*  +  u)  {h^  +  u)  (c'  +  tt), 
so  ergibt  sich  aus 


die  Gleichung 


^-■B-^  .M-      C-O 


OB 


(b        a^J  [^-^i  _^  ^^  (6*  +" m)      a«fe«  *  c«  +  m J  yu       ^ 


00 


d.  h.  es  ergibt  sich  entweder  a  «»  &,  also  ein  Rotationsellipsoid, 
oder  OD 

Uli  l"]t«c/tt  ^ 

.a'«F  "^  ^  "^  6*  ~  ?J  (^^7)3  "  "• 

0 

Dieser  sogenannten  Jacob ischen  Gleichung  (s.  Jacobis  Werke,  Bd.  2, 
S.  19)  entspricht  ein  Ellipsoid  mit  drei  ungleichen  Achsen. 
Zu  beachten  ist  zunächst,  daß,  damit  das  Integral  verschwinden  kann, 
der  Integi*and  zum  Teil  negative  Werte  annehmen  muß;  damit  dies 
aber  möglich  sei,  muß,  da  stets  u  >  0, 

A  +  A  -  A  <  0 

a'        6*        c* 

sein,  woraus  c<Ca  und  c<2>  folgt,  so  daß  das  Ellipsoid  stets 
um  seine  kleinste  Achse  rotiert. 

Ferner  ist  mit  dem  Volumen  des  Ellipsoids  auch  das  Produkt 

als  gegeben  anzusehen. 

Wir  wollen  nun  bloß  die  erste  Art  der  Lösung  a  »  &,  die  ein 
Rotationsellipsoid  ergibt,  behandeln.  Es  folgt  dann  auch  ^  —  J9 
und  wir  finden  aus  (b) 

00 

Co'         /  «        ox  /*  cudu 

Da  der  Integrand  dieses  Integrals  immer  positiv  ist,  wird  das  In- 
tegral notwendig  positiv,  die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  aber  auch 
positiv,  also  ergibt  sich  ebenfalls  a*  —  c*  >  0,  d.  h.  es  ist  c  <  «, 
das  Sphäroid  ist  ein  abgeplattetes. 

22* 
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Setzt  man 

so  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 


m*  2  /•  vdv 

«*^"     j/(l  +  I«  +  i,)«(l  +  r)^ 


2n 

Es  ist  die  GröBe  auf  der  linken  Seite  also  eine  Funktion  der  Ex- 
zentrizität k  des  Sph&roids,  und  wir  wollen 

setzen.    Wir  benutzen  nun  die  später  noch  zu  gewinnenden  Besul- 
täte,  wonach  wir  in  diesem  besonderen  Falle  erhalten 

.         n  008  y  ^  X 

A  ^^  B  ^^  Ttu  ,-   .  (y  —  sm  y  cos  r ), 

'    81D  y*   ^'  '  ' '  ' 

wenn  wir  setzen 

tangy  =«  A,     also     ^^^,  =  14-;«,  arctg  y  =  A. 

Es  wird  also 

^  -  ^[(1  +  ;»)  arctgX-A]  ,     C  =  27tfi  ^=^  [X  -  arctg A]. 

Daraus  ergibt  sich 

,  .  1    r  1-1       (3  +  A«)arctgX~3A 


Ersetzen  wir  hierin  arctg  A  durch  seine  Reihenentwicklung 

A»    ,    A' 

y  +  y 


A»        A* 
arctgA  =  A  — ^  +  — — 


so  wird 

Daraus  ist  zu  sehen ,  daß  tp  (A)  mit  A  verschwindet.    Für  A  =  +  00 

wird  arctg  A  «=  —  ,  also  9>(A)  *=  0.  Dazwischen  ergeben  sich  für  y(A) 

immer  endliche  positive  Werte. 

um  den  Verlauf  der  Funktion  näher  zu  untersuchen,  haben  wir 
ihre  Derivierte  zu  bilden,  es  ergibt  sich 
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Das  Verbalten  der  Denvierten  ist  also  bestimmt  durch  das  Verhalten 
der  neuen  Funktion  9>i(A). 

Differenzieren  wir  auch  diese,  so  finden  wir 

Vi  W  -  (i«  _}.  1)  (1«  4.  9)1  ' 

Diese  Derivierte  verschwindet  zwischen  0  und  +  00  nur  für  k  =  yS , 
ist  positiv  fOr  kleinere  und  negativ  für  größere  Werte  von  l.  Hier 
hat  also  (piQi)  ein  Maximum,  es  wächst  mithin,  da  es  für  X  »  0 
verschwindet,  von  0  ausgehend  bis  zu  dem  Maximum  und  nimmt 

dann  beständig  ab,  bis  es  für  il  =  +  00  gleich  —       wird.  Es  muß 

daher  für  einen  Wert  A'  von  k^  der  >y3  ist,  verschwinden.  Durch 
ein  Näherungsverfahren  findet  man 

A'=  2,5293 

und  der  zugehörige  Wert  von  tpQi)  wird 

Ä  =  ^(r)=.  0,22467. 

So  zeigt  sich,  daß,  wenn  k  von  0  bis  +  00  geht,  tp  (k)  von  0  an- 
fangend zunimmt,  bis  es  für  X  — >  X'  den  Maximalwert  h  erreicht,  und 
dann  beständig  abnimmt,  bis  es  für  X  =  00  wieder  gleich  0  wird. 

Daraus  ergiht  sich,  daß 


(«• 


<  h     oder    co^  <  1,4117  •  fif 


sein  muß  (wenn  man  auf  der  rechten  Seite  wieder  die  bisher  =  1 
angenommene  Gravitationskonstante  hinzufügt),  damit  überhaupt 
eine  solche  Gleichgewichtsfigur  existiert.  Im  anderen  Falle  würde, 
wie  man  sich  vorstellen  kann,  die  Flüssigkeit  zerfließen  und  eine 
nicht  mehr  drehrunde  Gestalt  annehmen. 

Genügt  aber  a  dieser  Ungleichung,  so  sind  immer  zwei  Gleich- 
gewichtsfiguren vorhanden,  diese  gehören  zu  zwei  Werten  k^  und  k^ 
von  A,  für  die 

0<Ai<r<Aj<oo. 

Nur  für  (0*  =  1,4117  fi/*  ergibt  sich  ein  einziges  Sphäroid,  das  eine 
Greozlage  und  den  Übergang  zu  nicht  rotatorischen  Formen  bildet. 
Für  die  Botationsgesch windigkeit  und  mittlere  Dichtigkeit 
der  Erde  wird  w*  :  2:«^*/'=  1  :  436.  Es  ergeben  sich  also  zwei 
Gleichgewichtsfiguren.  Bei  der  einen  würde  die  Abplattung  sehr 
groß  sein^  die  andere  Lösung  finden  wir,  indem  wir  nähe rungs weise 

9^W""Ä^*  ^^  dies  «-^le 
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setzen.  Hieraus  folgt  ^^  *  ne  ^°^)  ^^  (ebenfalls  angenähert) 
a  «  c(l  +  ^A*)  wird,  fiir  die  Abplattung 

a  —  c 1 

~c~    ""  232 ' 

während  der  \virkliche  Wert  fOr  die  inhomogene  Erde  1  :  293 
beträgt. 

Die  Untersuchung  eines  gravitierenden  und  rotierenden  Sphäroids 
stammt  von  MacLaurin.  Er  gab  die  Gleichung,  welche  die  Ab- 
hängigkeit der  Abplattung  von  der  Botationsgeschwindigkeit  aus- 
drückt (vgl.  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  vol. 2,  p.  326). 
Das  Ziel  war  die  Anwendung  auf  die  Gestalt  der  Erde,  und  die 
wirkliche  Feststellung  der  Erdabplattung  bildete  ein  entscheidendes 
Moment,  für  die  Durchsetzung  der  Newtonschen  Gravitationstheorie. 
Aus  diesen  Gesichtspunkten  heraus  hat  Laplace,  Mecanique  Celeste, 
tome  2,  1799,  die  Maclaurinschen  Sphftroide  ausfElhrlich  behandelt. 
Das  zunächst  paradoxe  Resultat,  daß  auch  ein  dreiachsiges  Ellipsoid 
als  Gleichgewichtsfigur  auftreten  kann,  fand  Jacobi,  Annalen  der 
Physik  und  Chemie,  Bd.  33,  1834,  in  den  Ges.  Werken  Bd.  2,  S.  19. 
Mit  dem  Jacobischen  Resultat  in  engem  Zusammenhange  stehen  die 
hydrodynamischen  Untersuchungen  von  Dirichlet,  die  nach  seinem 
Tode  von  Dedekind  mit  wesentlichen  Zusätzen  veröffentlicht  wurden 
in  den  Göttinger  Abhandlungen  Bd.  8,  1860  und  dem  Journal  für 
Math.  Bd.  58,  1861  (Werke  Bd.  2,  S.  263).  Diese  fanden  ihre  Fort- 
setzung in  Biemanns  Arbeit,  Göttinger  Abhandlungen  1861,  in  den 
Ges.  Werken,  2.  Aufl.,  S.  182. 

In  eine  neue  Phase  trat  das  Problem  durch  die  Untersuchungen 
von  Poincare,  Acta  mathematica,  Bd.  7  (1885).  Er  fand,  daß  auch 
das  Jacobische  Ellipsoid  nur  eine  mögliche  Gleichgewichtsfigur  unter 
vielen  anderen  ist.  Er  fährte  außerdem  die  Betrachtung  über  die 
Stabilität  der  Gleichgewichtsfiguren  durch,  dabei  ergeben  sich  ge- 
wisse kritische  Figuren,  in  denen  zwei  verschiedene  Beihen  ver- 
schiedenartiger Gleichgewichtsfiguren  zusammentreffen;  dazu  gehört 
das  obenerwähnte  besondere  Maclaurinsche  Sphäroid.  Er  diskutierte 
dann  ferner  die  Störungen  des  Gleichgewichts,  die  in  der  Form  von 
Wellen  auf  der  Oberfläche  auftreten.  Diese  Methode  benutzte  dann 
Bryan,  Philosophical  Transactions  (A),  vol.  180  (1889)  und  Pro- 
ceedings  of  the  London  Roy.  Society,  vol.  47  (1890),  zum  vollstän- 
digen Nachweis  der  Stabilität  des  Maclaurinschen  Sphäroids. 

Man  vgl.  Todhunter,  History  of  the  math.  Theories  of  the 
Attraction  and  Figure  of  the  Earth,  London  1873,  und  die  Ab- 
schnitte über  Hydrodynamik  von  Love  in  der  Mathematischen  Enzy- 
klopädie, Bd.  IV,  Teil  3. 
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mosuhSre  383. 

KonzyKlische  Flächen  2.  Ordnung 
174. 

Koordinaten  eines  gebundenen  Vek- 
tors und  eines  Vektorsystems  21, 
einer  endlichen  Schraubung  106, 
einer  momentanen  Bewegung  111, 
einer  Kraft  204,  eines  Kräfte- 
systems 201,  205,  astatische  227. 

Koppel  18. 

Kraft  187  ff. 

Kräftefunktion  264. 

Kräftepaar  (Poinsot)  203. 

Kräftesystem  201  ff.,  System  paral- 
leler Kräfte  208  ff. 

Kraftlinien  317. 

KuHssensteuerung  153. 

Kurbelgetriebe  151. 

Kürzeste  (geodätische)  Linie  288. 

Labiles  Gleichgewicht  265. 

Lagenbeziehungen  bei  einem  mate- 
riellen System  247  ff. 

Lagran gescher  Beweis  des  Prinzips 
der  virtuellen  Verschiebungen 
258  ff. 

Lamellares  Vektorfeld  (Kraftfeld) 
317. 

Lissajousche  Kurven  65  f. 

Logarithmische  Spirale  als  Bahn- 
kurve 58,  70,  als  Seilkurve  300. 

Lozodrome  69. 

Metazentrum  und  metazentrische 
Höhe  329. 

Mittelpunkt  paralleler  Kräfte  209. 

Moebiussche  NuUinien  eines  Kräfte- 
systems 216. 


AlphabetischeB  Register. 


345 


Moebiusscher  Mittelpunkt  eines 
ebenen  Erftftesystems  225. 

Moment  (für  einen  Punkt)  eines 
Vektors  16,  eines  Vektorsystems 
16,  einer  Koppel  18,  einer  Kraft 
201,  eines  ^rftftesystems  201, 
206,  216,  eines  Kräftepaares 
205. 

Moment  (für  eine  Gerade)  eines 
Vektors  21,  28,  eines  Vektor- 
systems 28,  eines  Kräftesystems 
206,  215  f. 

Moment  (für  eine  Ebene)  paralleler 
Kräfte  241,  eines  allgemeinen 
Kräftesystems  232. 

Moment,  quadratisches,  eines  Mas- 
sensystems für  einen  Punkt  240. 

Momentane  Translation  75,  Rota- 
tion 77,  Schraubung  78. 

Momentonp  i  A  (Momentanzentrum) 
bei  der  ebenen  Bewegung  182. 

Momentanflächen  eines  Kräfte- 
systems 282  ff. 

Natürliche  Gleichungen  der  Kurven- 
krümmung  80  ff.,  der  krumm- 
linigen Bewegung  eines  Punktes 
56,  der  Seilkurven  287. 

Niveauflächen  einer  skalaren  Funk- 
tion 84,  bei  einer  Flüssigkeit  815, 
als  Trennungsfläche  zweier  Flüs- 
sigkeiten 818. 

Noimalbeschleunigung  56. 

Parallelogrammregel  für  die  Addi- 
tion xweier  Vektoren  5,  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  199  f. 

Parameter  einer  Schraubenbewe- 
gung 78,  einer  Rotation:  kom- 
plexe 98,  reelle  94. 

Pascalschc  Schnecke  (Lima^on)  158, 
280. 

Pascalsches  Druckgesetz  812. 

Philipps,  Satz  tou,  158. 

Poinsotsche  Bewegung  166,  178  ff. 
Poinsotsche  Spirale  180. 

Polarkoordinaten  bei  ebener  Be- 
wegung 67. 

Polbahnen  bei  ebener  Bewegung  184. 

Polhodie  (Poinsot)  161. 

Postulat  der  Reaktionskraft  258. 

Potential  264,  291. 

Potentielles  Vektorfeld  (Kraftfeld) 
817. 


Prinzipe  des  Gleichgewichtes  191. 
Prinzip    der    ▼irtueUen    Verschie- 
bungen 252. 

Quatemionenkalkül  (Hamilton)  22. 

Radiusvektor  65. 

Reaktionskraft  (allgemeine  Bedeu- 
tung) 260. 

Rechtsaystem  10. 

Relatiybewegnng,  Relativgeschwin- 
digkeit,  Relativbeschleunigung 
114  f. 

Resultante  mehrerer  momentanen 
Bewegungen  117  ff.,  mehrerer 
Kräfte  190,  195. 

Reuleauxsche  Fahrtkurve  152. 

Reyescher  Achsenkomplez  28. 

RobervaLsche  Wage  270. 

Robervals  Methode  der  Tangenten- 
konstruktion 59. 

Rodriguessche  Parameter  171. 

Rodri^uesscher  Satz  108. 

Rotation  einer  Vektorfanktion  86, 
Rotationstheorem  41. 

Rotation  als  endliche  Verrückung 
eines  starren  Systems  75,  konti- 
nuierliche Rotationsbewegung  76, 
momentane  Rotation  77. 

Rotationspaar  (Poinsot)  88. 

Rotationspol  189,  160. 

Rotationsvektor  77. 

Rückkehrkreis  bei  der  ebenen  Be- 
wegung 142. 

Savarysche  Konstruktion  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte  bei  der  ebenen 
Bewegung  141. 

Schraubenbewegung  (Schraubung) 
78  f.,  momentane  122  ff. 

Schwerpunkt  (Massenmittelpunkt) 
210,  240  ff. 

Schwimmebene  und  Schwimmfläche 
824. 

Schwingungen  64  ff. 

Seilkurve  283,  unbestimmte  Glei- 
chungen und  Grenzbedingungen 
285. 

Seilpolygon  272. 

Sinusspiralen  71. 

Skalare  1,  skalare  (innere)  Vektor- 
produkte 9. 

Spannung  286,  Zug-  und  Druck- 
spannung 811. 
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Sphäroid  als  GleichgewichtsGgur 
3S1,  839. 

Springseilkurve  (courbe  ä  sauter) 
299. 

Stabilität  des  Gleichgewichts  264  ff., 
für  den  starren  Körper  288  f., 
281  f.,  schwimmender  Körper 
828  ff.,  Beispiele  dafür  836  ff. 

Stabilitätekreis  282. 

Starres  System  74,  191,  sein  Gleich- 
gewicht 192 f.,  203,  aus  dem  Prin- 
zip der  virtuellen  Verschiebungen 
abgeleitet  266  ff. 

Statik  (ihre  Aufgabe)  188. 

Statisches  Moment  241. 

Stereographische  Projektion  95, 105. 

Stokesscher  Satz  42. 

Strahlenkomplex  (linearer)  26  f. 

Stropholde  148. 

System  Ton  Vektoren  15 ff.,  von 
Kr&ften  191  ff.,  materielle  Systeme 
246  ff. 

« 
Tangente  einer  Kurve  30. 
Tangentialbeschleunigung  56. 
Tomcellisches  Schwerpunktsprinzip 

266,  bei  der  Kettenlinie  308. 
Torsion   und   Torsionsradiue    einer 

Raumkurre  31. 
Trägheitsmoment     (einer     ebenen 

Fläche)  327. 
Translation  74. 

Umkehrbare  und  nicht  umkehrbare 

Verschiebungen  245  f. 
Umwendungen  84. 
Unfreie  Systeme  246. 


Tektoranalysis  29. 

Vektoren  3,  ihre  Addition  5,  Mul- 
tiplikation mit  einer  Zahl  6,  Sub- 
traktion 6;  gebundene  V.  15; 
V.  als  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen 55,  als  Kräfte  199. 

Vektorfunktionen  35. 

Vektorgeometrie  3. 

Vektormoment  15. 

Vektorprodukte  9  ff. 

Vektorsysteme  15  ff. 

Verfolgungskurve  67. 

Verrüäungen,  endliche,  eines  star- 
ren Systems  78  ff. 

Virial  223  f. 

Virtuelle  Arbeit  251. 

Virtuelle  Verschiebungen  245. 

Wattsche  Kurve  155. 
Wattsches  Parallelogramm  156. 
Wendekreis  137. 
Winkelgeschwindigkeit  76. 

Zentralachse    eines   Vektorsystems 

19,  27,  eines  Kräftesystems  206. 
Zentralbewegung  60. 
Zentralebene    eines    Kräfbesystems 

(Minding)  227. 
Zentralkräfte  292. 
Zentralpunkt    eines   Kräftesystems 

(Minding)  228. 
Zentrifugalbeschleunigung  115. 
Zeunersches  Diagramm  152. 
Zirkulation  einer  Vektorfunktion  42. 
Zusammensetzung     der    endlichen 

Verrückungen  88  ff.,  89. 
Zykloide  45,  143. 
Zylindroid  129  ff.,  222. 
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Meohaniky  unter  Mitwirkung  von  M.  Abraham,  C.  Cranz,  P.  u.  T.  Ehren- 
fest, S.  Finsterwalder,  0.  Fischer,  Ph.  Forchheimer,  Ph.  Purtwangler, 
M.  Grübler,  L.  Henneberg,  K.  Heun,  G.  Jung,  A.  Kriloff,  H.  Lamb, 
A.  E.  n.  Loye,  R.  t.  Mises,  L.  Prandtl,  H.  Reißner,  A.  Schoenflies, 
P.  Stackel,  0.  Tedone,  E.  Timerding,  A.  Timpe,  A.  Voss,  G.  T.  Walker, 
G.  Zempl^n,  herausgegeben  yon  F.  Klein -Göttingen  und  C.H.Müller- 
Göttingen.  A.  u.  d.  T.:  Encjklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen.    Band  IV,  in 

4  Teilbänden.     Man  verlange  Prospekt  I 

Fuhrmann )  Geheimer  Hofiat  Dr.  A.,  weiland  Professor  zu  Dresden. 
Aufgaben  aus  der  analytischen  Mechanik.  Übungsbuch  und 
Literaturnachweis  für  Studierende  der  Mathematik,  Pbysik,Technik  usw. 
In  2  Teilen.    Mit  Holzschnitten,   gr  8.    Geb. 

I.  TeiL     Aufgaben   aas  der  analytischen  Statik  fester  Körper.     S.  yer- 
besserte  und  vermehrte  Anfluge.  Mit  34  Figuren.  [XII  u.  206  S.]  1904.  ^^3.60. 
II.    —      Aufgaben  aus  der  analytischen  Dynamik  fester  Körper.    8.  ver- 
besserte und  vermehrte  Auflage.   Mit  Figuren.   [VI  u.  S2S  S.]  188S.  JCA.%0, 

Hamely  Dr.  Q,j  Professor  an  der  Techn.  Hochschule  zu  Brunn,  elemen- 
tare Mechanik,    [ca.  300  S.]    gr.  8.    1910.   Geb.   [Unter  der  Presse.] 

Heun.  Dr.  K.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe, 
diekinetischenProbieme  der  wissenschaftlichenTechnik. 
Mit  18  Figuren.    [VI  u.  123  S.]    gr.  8.     1900.     Geh.  JC  ^.— 

Jellety  John  F.,  B.  D.,  weil.  Senior  Fellow  am  Trinity  College  zu 
Dublin,  die  Theorie  der  Reibung.  Deutsch  bearbeitet  von  Geh. 
Rat  Dr.  J.  Lüroth,  Professor  an  der  Universität  Freiburg  i.  Br., 
und  A.  Schepp,  weil.  Oberleutnant  a.  D.  in  Wiesbaden.  Mit  zahl- 
reichen Figuren.     [X  u.  239  S.]  gr.  8.  1890.  Geh.  ^fC  6.— 

Kirohhoff,  Dr.  G.,  weilaml  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Berlin, 
YorlesungenübermathematischePhysik.  4Bände.  Mit  Figuren, 
gr.  8.     Geh.  JC  89. — ,  in  Leinwand  geb.  JC  ^T  .— 

Einzeln : 
I.Band.    Mechanik.    4.  Auflage  von  Dr.  W.Wien,  Professor  an  der  Unlversit&t 
Warzburg.    [X  u.  464  8]    1897.  Geh.  ^fi  19.—,  in  Leinwand  geb.  J(  15  — 

Klein,  Dr.  F.,  Geh.  Kegierungsrat,  Professor  an  der  Universität  Göttingen, 
und  A.  Sommerfeld,  über  die  Theorie  des  Kreisels.  4  Hefte, 
gr.  8. 

I.Heft    Die  kinematischen  und  kinetischen  Grundlagen  der  Theorie. 

[lY  u.  196  S.]     1897.    Geh.  ^A:  5.60,  geb.  »^6.60. 
U.    —       Durchführung  der  Theorie   im  Falle   des  schweren  symme- 
trischen Kreisels.   [iyu.ftl5S.]  1898.  Geh.  ^  10.— ,  geb.  ..^11.— 
IXI.    —       Die  störenden  Sinfltlsse.     Astronomische  und  geophysikalische  An- 
wendungen.   [lY  u.  817  8.]     1908.    Geh.  ^  9.—,  geb.  ^/(L 10.— 
IV.    —       Die  technischen  Anwendungen  der  Kreiseltheorie.    Für  den 
Druck  bearbeitet  und  ergftnzt  ron  Frits  Koether.    [IV  u.  S.  761—966.] 
1910.    Geh.  JC  8.-,  in  Leinw.  geb.  JC  9.— 

Itorens,  Dr.  H.;  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig 
Dynamik  der  Kurbelgetriebe  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  Schiffsmaschinen.  Mit  66  Figuren.  [V  u.  166  S.]  gr.  8.  1901. 
Geh.  JC  b.— 

Minkowski.  H.,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  Raum  und 
Zeit.  Vortrag,  gehalten  auf  der  80.  Naturforscher-Versammlung  zu 
Göln  a.  Rh.  am  21.  September  1908.  Mit  dem  Bildnis  Hermann  Min- 
kowskis sowie  einem  Vorwort  von  A.  Gutzmer.  [IV  u.  14  S.]  gr.  8. 
1909.     Geh.  JC  —.80. 
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Terry  y  Dr.  J.,  F.  R.  S.,  Professor  der  Mechanik  und  Mathematik  am 
Royal  College  of  Science  zu  London,  Drehkreisel.  Deutsche  Aus- 
gabe besorg^  von  A.  Walzel.  Mit  68  Abbildungen  und  1  Titelbild. 
[Vm  u.  125  S.]    8.     1904.    In  Leinwand  geb.  .^  2.80. 

Routh,  Ed.  J.y  Sc.  D.,  LL.  D.,  F.  R.  S.,  usw.,  weiland  Professor  an  der 
Universität  Cambridge,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Körper.  In  2  Bänden  mit  zahlreichen  Beispielen.  Autorisierte  deutsche 
Ausgabe  von  AdolfSchepp,  weiland  Oberleutnant  a.  D.  in  Wies- 
baden. Mit  einem  Vorwort  von  F.  Klein,  gr.  8.  1898.  In  Lein- 
wand geb.  JC  24. — 

L  Band:  Die  Elemente.    Mit  57  Figuren.    [Xn  u.  478  S.l    JC  10.— 

II.  —      Die  höhere  Dynamik.    Mit  38  Figuren.    [X  u.  544  8.]    Jt  14.— 

Stephan,  Regierungsbaumeister  F.,  Oberlehrer  an  der  Kgl.  Maschinen- 
bauschule zu  Dortmund,  die  technische  Mechanik.  Elementares 
Lehrbuch  für  mittlere  maschinentechnische  Fachschulen  und  Hilfs- 
buch  für  Studierende  höherer  technischer  Lehranstalten.'  2  Teile,  gr.  8. 
In  Leinwand  geb. 

LTeU.    Mechanik  ftarrer  Körper.   Mit  255Fig.    [YHI o. 344 S.]   1904.  v#r  7.— 
n.  —       Festigkeitslehre    und  Mechanik   der    flüssigen   nnd   gas- 
förmigen Körper.    Mit  SOO  Figuren.    [Tm  n.  SS8  9.]    1906.    Ml.— 

Study y  B.y  Professor  an  der  Universität  Bonn,  Geometrie  der  Dy- 
namen.  Die  Zusammensetzung  von  Kräften  und  verwandte  Gegen- 
stände der  Geometrie.  Mit  4G  Figuren  und  1  Tafel.  [XIII  u.  608  S.] 
gr.  8.    1903.    Geh.  JC  21.—,  in  Halbfranz  geb.  UK  23.— 

Tesar.  L.^  Professor  an  der  k.  k.  Staatsrealschule  im  XX.  Bezirk  zu 
Wien,  die  Mechanik.  Eine  Einführung  mit  einem  metaphysischen 
Nachwort.  Mit  111  Figuren.  [XIV  u.  220  S]  gr.  8.  1909.  Geh. 
Uf(  8.20,    in  Leinwand  geb.  JC  A, — 

Tiinerdingy  Dr.  H.  E.«  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in 
Braunschweig,  Geometrie  der  Kräfte.  Mit  27  Figuren.  [XII 
u.  381  S]     gr.  8.     1908.     In  Leinwand  geb.  n.  JC  16.— 

Voß,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Universität  München,  Prinzipien  der 
rationellen  Mechanik,  gr.  8.  In  Leinwand  geb.  [In  Vorbereitung.] 

Weber,  Dr.  H.^  und  Dr.  J.  WellBtein«  Professoren  an  der  Universität 
Straßburg  i.  E.,  Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik. 
Ein  Handbuch  fdr  Lehrer  und  Studierende.  In  8  Banden,  gr.  8. 
In  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Elementare  Algebra  nndAnalysis.     Bearbeitet  Ton  H.  Weber. 

3.  Auflage.     Hit  40  Figuren.     [XYIU  o.  532  S.]      1909.     ^10.— 
IL     —      Elemente  der  Oeometrie.   Bearbeitet  ron  H.Weber,  J.  Wollstein 
und  W.  Jaoobsthal.    2.  Aoüage.     Mit  tSl  Figoron.    [XII  n.  596  8.] 
1907.    M  1«.— 

III.  ->      Angewandte  Elementar-Mathematik.   Bearbeitet  Ton  H.  Weber, 

J.  Wollstein  n.  B.  H.Web  er  (Bostock).  Mit  358  Figuren.  [Xinu.6S6S.] 
1907.    M  14.— 

Webster,  A.  G.,  Ph.  D,,  Professor  of  Physics,  Clark  üniyersity,  Worcester, 
the  Dynamics  ofParticles,  and  of  rigid,  elastic,  and  fluid 
Bodies,  being  Lectures  on  mathematical  Physics.  Mit  zahl- 
reichen  Figuren.     [XII  u.  688  S.]    gr.  8,     1904.     Geb.  .Ä  14.— 

Lehrbuch  der  Dynamik,  als  Einführung  in  die  theoretische 


Physik.    In  2  Teilen.   Deutsche  Ausgabe  von  C.  H.  Müller.   Mit  lahl- 
reichen  Figuren,    gr.  8. 

I.  Teil:    Dynamik    des   Punktes    und   des   starren  Körpers.      [Krsoheint 

Ostern  1911.] 
II.      f,      Potentialtheorie  und  Dynamik  der  deformierbaren  Körper. 
[Erscheint  im  Herbat  1911.] 
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AÜG.  FOFFL:  VORLESUNGEN 

ÜBER 

TECHNISCHE  MECHANIK 

In  6  Bänden,     gr.  8.    In  Leinwand  geb. 

I.  Band.  EinfOhrnng  in  die  Meclianilc.    4.  Auflage.    Mit  103  Figuren.    [XVI  u. 

428  S.]     1910.     ca.  .^10.— 
II.     —      Grapliisolie  Statilc.     2.  Auflage.     Mit  176  Figuren.     [XII  u.  471  S.] 
1903.     U!^  10.— 

III.  —      Featiglceitoiehre.     4.  Auflage.     Mit  86  Figuren.     [XVI  u.  426  S.] 

1909.    JC  10.^ 

IV.  —      DynamilL    3.,  stark  veränderte  Auflage.    Mit  71  Figuren.    [VIII  u. 

422  8.]     1909.     .^10.— 

V.     -—      Die  wiclitigaten  Leliren  der  liolieren  Elaatizitätstlieorie.   Mit  44  Figuren. 

[Xn  u.  391  S.J     1907.     ^10.— 

VI.     —      Die  wichtigsten  Leliren  der  liSlieren  Dynamilc.    Mit  30  Figuren.    [XII 

u.  490  S.J     1910.     US^  12.— 

Föppla  Werk  will  den  Studierenden  an  der  technischen  Hochschule  den  ge- 
samten Stoff  der  technischen  Mechanik  bieten.  Im  großen  und  ganzen  hält 
es  sich  an  das  auch  in  den  Vorlesungen  gebotene  Material,  doch  geht  es  an  ge- 
eigneten Stellen  über  dieses  Ziel  hinaus,  so  daß  es  sich  infolge  dieser  Ergän- 
zungen auch  für  den  Techniker  von  Beruf  hervorragend  zum  Nachschlagen 
über  Probleme,  die  er  bei  seinen  Arbeiten  notwendig  hat,  eignet.  Zahlreiche 
musterhafte  Übungsbeispiele,  die  aus  der  Praxis  des  Maschinen-  und  Bauingenieurs 
entnommen  sind,  lehren  die  Anwendung  der  vorgetragenen  Theorien  und  tragen 
am  besten  dazu  bei,  deren  Verständnis  zu  vertiefen.  Besonderen  Wert  legt  der 
Verfasser  auf  eine  für  den  Leser  recht  eindringliche  Erörterung  grundsätzlicher 
Fragen.  Schwierige  Untersuchungen  werden  in  klarer,  leicht  verständlicher 
Sprache  geführt,  i^irgends  wird  das  Ziel  durch  eine  Häufung  von  Formeln  und 
Rechnungen  erreicht,  steht  Verfasser  doch  auf  dem  Standpunkt,  daß  die  Mathematik 
für  die  Lehrer  der  technischen  Mechanik  nur  Mittel  zum  Zweck  ist.  Es  ist  hier 
nicht  möglich,  auf  den  reichen  Inhalt  des  jetzt  auf  6  Bände  erweiterten  Werkes 
einzugehen.  Die  rasche  Folge  der  Auflagen  spricht  am  besten  für  die  praktische 
Brauchbarkeit  des  Werkes. 

„Mit  Becht  sfthlen  die  Föpplichen  LehrbQcher  ttber  Mechanik  bu  den  beliebteaten  in  der 
teehniichen  Literatar.  Der  Grund  ist  wohl  der,  daß  der  Verfasser  es  versteht,  sich  gans  in  den 
Geift  des  Lernenden  hineinzuversetsen,  mit  ihm  gemeinsam  an  Jede  neao  Aufgabe  heranzutreten, 
und  dies  nicht  nur  ron  einer  Seite  zu  fassen«  von  der  aus  die  formale  analytische  Durchrechnung 
möglich  ist,  sondern  von  einer  solchenf  die  den  Lernenden  bereits  vor  der  genauen  LOiung 
befkhjgt,  sich  einen  abschAtsenden  Überblick  Ober  die  auftretenden  Einzelerscheinungen  zu  ver- 
schaffen. Demgem&B  nimmt  die  an»chauliche  Beschreibung,  xind  aus  gleichem  Grunde  auch  die 
Bejprechnng  der  erhaltenen  Ergebnisae,  einen  breiten  Baum  neben  der  mathematischen  Fassung 
ein.**  (Zeitschrift  de«  Vereins  deuttoiier  Ingenieure.) 

„FOppl  versteht  die  Kunst,  mit  klaren  und  interessanten  Worten,  gestützt  auf  geistreich 
gewählte  Beispiele,  auseinanderzusetzen,  was  die  Formel  kurz  aber  trocken  zusammenfaflt.  Man 
gewinnt  daraus  auf  die  angenehmste  Art  Einsichten,  die  sich  sonst  hinter  langen  Formelentwick- 
langen  verbergen.  Die  Auseinandersetzungen  werden  bei  Föppl  zwar  ftuBerlioh  Iftnger  als  in 
der  knappen  Formelsprache  anderer  Bücher,  die  zum  Verständnis  nötige  Zeit  wird  aber  kürzer. 
Das  sind  Vorzüge,  die  für  den  Praktiker  schwerer  ins  Gewicht  fallen,  als  die  bei  früheren  Auf- 
lagen ans  mathematischen  Kreisen  geftußerten  Bedenken  gegen  die  Korrektheit  mancher  Ent- 
wieklungen.««  (Elclttroteolinlsolie  Zelttoiirlft.) 
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besondere  Gebiet,  das  ihn  gerade  interessiert,  einzufahren.  —  Diese  Lflcke  will  vorliegende  Samm- 
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100  Seiten  far  ein  eng  begrenztes  Gebiet  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfafilich 
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VOBWORT. 

Dem  Vorwort^  das  dem  ersten  Bande  Torangestellt  ist,  sind 
nur  wenige  Bemerkungen  hinzuzufügen,  die  sieh  insbesondere 
auf  den  Inhalt  des  vorliegenden  zweiten  Bandes  beziehen.  Es 
ist  bei  diesem  ^ie  Tätigkeit  des  Übersetzers  durchweg  weit 
mehr,  als  es  beim  ersten  Bande  der  Fall  war,  gegen  die  Ar- 
beit des  Verfassers  zurückgetreten.  Die  meisten  Kapitel  sind 
nämlich  gegen  den  Wortlaut  der  italienischen  Ausgabe  von 
dem  Verfasser  einer  völligen  Umarbeitung  unterzogen,  die  drei 
letzten  Kapitel  sogar  ganz  neu  hinzugefügt^  und  dann  aus  dem 
Manuskript  meist  wortgetreu  übersetzt  worden.  Es  fällt  so 
das  Verdienst  und  die  Verantwortung  fast  ausschliefilich  dem 
Verfasser  zu.  Der  Übersetzer  hat  selbständig  nur  einige  wenige 
Übungsbeispiele  hinzugefügt,  mit  der  Absicht,  die  Darstellung 
noch  in  einigen  Punkten  zu  er^nzen  und  abzurunden. 

An  eine  Vollständigkeit  irgendwelcher  Art  konnte  bei 
diesem  Bande  noch  weniger  wie  beim  ersten  Bande  gedacht 
werden.  Im  Gegenteil  gebot  die  große  Ausdehnung  und  die 
zum  Teil  recht  bedeutende  Schwierigkeit  des  zu  bewältigenden 
StoiSes  die  sorgfältigste  Auswahl  und  vorsichtigste  Beschrän- 
kung. Manches,  was  hier  in  einem  kurzen  Kapitel  abgemacht 
werden  mußte,  würde  zu  einer  einigermaßen  erschöpfenden 
Behandlung  allein  für  sich  einen  umfangreichen  Band  erfor- 
dern. Das  gilt  vornehmlich  für  die  vier  letzten  Kapitel.  Es 
sind  daher  bei  der  Mechanik  der  deformierbaren  Körper  nur 
die  allgemeinen  Grundlagen  der  Theorie  entwickelt  worden, 
insbesondere  konnten  von  der  Hydrodynamik  nur  einige  wenige 
Hauptsachen  gebracht  werden;  bei  der  Potentialtheorie  hat  der 
Verfasser  es  vorgezogen,  die  allgemeinen  Fragen  nur  kurz  zu 

streifen,  dagegen  ein  besonders  bedeutsames  Problem,  die  An- 

a» 


IV  Vorwort. 

Ziehung  der  Ellipsoide,  ausführlicher  zu  besprechen.  Ein  weiteres 
wichtiges  Gebiet,  die  Ereiseltheorie,  konnte  nur  in  den  Grund- 
Zügen  gekennzeichnet  und  in  einigen  Übungsbeispielen  etwas 
weiter  ausgeführt  werden.  Ahnlich  ist  überall  das  herausge- 
griffen worden,  was  besonders  wichtig  schien  und  sich  leicht 
verständlich  machen  ließ.  Hoffentlich  wird  die  getroffene  Aus- 
wahl als  zweckmäßig  befunden  werden! 

Auch  in  diesem  Bande  ist  auf  die  historische  Entwicklung 
der  Probleme  und  ihre  Literatur  besondere  Rücksicht  genommen 
worden.  Es  schien  wichtig,  dem  Lernenden  die  Stellen  nach- 
zuweisen, an  denen  er  weitere  Belehrung  findet.  Das  Maß  der 
vorausgesetzten  mathematischen  Hilfskenntnisse  ist  nach  Mög- 
lichkeit beschränkt  worden.  Es  war  Überall  das  Bestreben  des 
Verfassers,  diese  Kenntnisse  eben  an  den  behandelten  mechani- 
schen Problemen  zu  erweitem  und  zu  vertiefen  und  so  nicht  bloß 
ein  handliches  Lehrbuch  der  Mechanik,  sondern  nebenbei  auch 
ein  nützliches  Übungsbuch  der  Analjsis  zu  liefern.  Möge  sich 
in  dieser  doppelten  Hinsicht  das  nunmehr  zum  Abschluß  ge- 
langte Werk  als  brauchbar  erweisen  und  möge  es  der  schönen 
Wissenschaft;  der  es  gewidmet  ist,  neue  Freunde  erwerben! 

Neapel  und  Braunschweig,  September  1911. 

R.  MARC0L0N60. 
H.  E.  TIMERDING. 


INHALTSVERZEICHNIS. 

Erster  Teil.   Dynamik  des  Punktes. 
Erstes  Kapitel.    Die  Gmodf^esetze  der  Bewegung.  Heite 

1.  Das  Trägheitsprinzip 8 

2.  Das  Wirkongsprinzip 5 

3.  Das  Maß  der  Masse  eines  Körpers 7 

4.  Das  Gegenwirkungsprinzip 9 

6.  Instantankräfte.  Impuls 9 

6.  Kartesische  und  natürliche  Beweg^gsgleichungen  .           ....  12 

7.  Wurfbewegung  im  leeren  Baum 14 

8.  Yertikalbewegung  eines  schweren  Körpers  im  widerstehenden  Mittel  19 

9.  Bewegung  eines  Punktes,  der  yon  einem  festen  Zentrum  im  um- 
gekehrten Verhältnis  zum  Quadrat  der  Entfernung  angezogen  wird  28 

Übungsbeispiele 26 

Zweites  Kapitel.   Besondere  Probleme  der  Bewegang  eines 

Punktes. 

1.  Bewegung  eines  unfreien  Puuktes 87 

2.  Bewegung  eines  Punktes  unter  dem  Einfluß  einer  Zentralkraft    .  40 

3.  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne 46 

4.  Das  einfache  Pendel 49 

5.  Das  sphärische  Pendel 54 

6.  Relative  Bewegung.    Der  freie  Fall  bei  Berücksichtigung  der  Erd- 
rotation   68 

7.  Das  Foucaultsche  Pendel 62 

Übungsbeispiele 64 

Zweiter  Teil.   Dynamik  der  Punktsysteme. 

Drittes  Kapitel.    Das  d'Alembertsche  Prinzip  and  die  allge- 
meinen Gleichungen  der  Dynamik. 

1.  Das  d'Alembertsche  Prinzip 91 

2.  Die  Stoßbewegung  eines  allgemeinen  Massensystems 97 

3.  Die  zweite  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen 98 

4.  Die  Hamiltonschen  Gleichungen 106 

Übungsbeispiele 109 


VI  Inhalts  veneichnis. 


VierteB  Kapitel.    AUgemelne  Prinzipien  der  Bewegnng  eines 

materiellen  Systems.  B«ita 

1.  Arbeit.    Potentielle  Energie 117 

2.  Beispiele  konservativer  Systeme 121 

8.  Die  kinetische  Enbrgie.    Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie.    .  126 

i.  Stabilität  des  Gleichgewichts 181 

6.  Der  Impals  eines  Systems.    Schwerpunkt-  und  Fl&chensats .    .    .  188 

6.  Die  Aktion  eines  materiellen  Systems 140 

7.  Die  Grundeigenschaft  der  Aktion.    Das  Jacobische  Theorem    .    .  143 
Übungabeispiele 145 

Fünftes  Kapitel.    Dynamik  der  starren  Systeme. 

1.  Axiale  Trägheitsmomente 161 

2.  Kinetische  Energie  und  Impulskoordinaten 166 

3.  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste  Achse 170 

4.  Kräflefreie  Bewegung.    Physisches  Pendel 173 

6.  Der  Stoß  bei  einem  um  eine  feste  Achse  drehbaren,  starren  Körper. 

Perkussionszentrum 177 

6.  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  E^lnkt.    ...  178 

7.  Bewegung  eines  schweren,  an  einem  festen  Punkte  aufgehängten 
starren  Körpers 182 

8.  Bewegung  eines  freien,  starren  Körpers 187 

9.  Stoßbewegung  eines  freien  oder  an  einem  Punkte  aufgehängten 
starren  Körpers 190 

10.  Über  den  Stoß  zweier  Körper 191 

Historische  Bemerkungen 196 

Übungabeispiele 196 

Sechstes  Kapitel.    Das  Newtonsclie  Potential. 

1.  Begriff  und  Bedeutung  des  Potentials 226 

2.  Anziehung  einer  Kugelschale 229 

3.  Anziehung  eines  unendlich  dünnen  Homöoids 238 

4.  Die  Chaslesschen  Sätze 286 

6.  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids 240 

Historische  Bemerkungen 244 

6.  Allgemeine  Lehrsätze  über  das  Potential 246 

Übungsbeispiele 260 

Dritter  Teil.   Mechanik  der  deformierbaren  Korper. 

Siebentes  Kapitel.    Kinematik  der  deformierbaren  Körper« 

1.  Infinitesimale  Deformation  eines  unendlich  kleinen  Bereichs.    .    .  268 

2.  Linearer  DilatationskoefBzient.    Ausweitung  zweier  Richtungen  .  266 


InhaÜBverzeiclinis.  VII 

Seite 

3.  Die  sechs  Deformationskomponenten 266 

4.  Zerlegung  der  Deformationen 268 

6.  Räumlicher  Dilatationskoeffizient 273 

Übungsbeispiele 274 

Achtes  Kapitel.    Statik  der  deformierbaren  Körper. 

1.  Innere  Druckkräfte 278 

2.  Der  Cauchysche  Fundamentalsatz 280 

8.  Die  unbestimmten  Gleichgewichtsbedingungen  eines  deformier- 
baren Körpers 283 

4.  Druckflächen.    Lam^sches  Ellipsoid.    Hauptebenen 286 

6.  Die  speziellen  Druckkomponenten  als  Funktionen  der  Hauptdrucke  288 

6.  Elastische  Körper.    Hookesches  Gesetz.    Die  Elastizitätsmoduln  289 

7.  Beziehungen    zwischen   Druckkomponenten    und  Deformations- 
komponenten bei  einem  isotropen  Körper 292 

8.  Das  elastische  Potential 296 

9.  Das  elastische  Potential  kristallinischer  Körper.    Der  Bettische 
Beziprozitätssatz « 298 

10.  Die  Gleichgewichtsbedingungen  für  isotrope  elastische  Körper  .  300 
Übungsbeispiele 801 

Neuntes  Kapitel.    Grandzflge  der  Hydrodynamik. 

1.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit 810 

2.  Die  Eulerschen  Gleichungen 813 

3.  Das  Zirkulationstheorem 314 

4.  Wirbelfreie  Bewegung 317 

6.  Stationäre  Bewegung 318 

6.  Wirbelbewegung 320 

7.  Die  Lagrangeschen  Gleichungen 323 

8.  Die  Cauchyschen  Integrale  der  Bewegungsgleichungen 829 

Übungsbeispiele 332 

Alphabetisches  Register 340 


ERSTER  TEIL 


DYNAMIK  DES  PUNKTES 


Erstes  Kapitel. 

Die  Grundgesetze  der  Bewegung. 

1.  Das  Trägheitsprinzip.  In  der  Kinematik  wurde  die 
Bewegung  rein  für  sich  betrachtet,  in  der  Statik  wurde  der 
Begriff  der  Kraft  eingeführt,  die  Dynamik  vereinigt  beides,  in- 
dem sie  Bewegung  und  Kräfte  in  ihrer  gegenseitigen  Ab- 
hängigkeit untersucht.^) 

Diese  Untersuchung  knüpft  an  den  Begriff  des  materiellen 
Punktes  an.  Ein  solcher  ist  zu  definieren  als  ein  Punkt,  der 
als  beweglich  und  als  Angriffspunkt  von  Kräften  angesehen 
wird.  Sucht  man  den  Übergang  von  dieser  rein  theoretischen 
Definition  zu  der  Erfahrung,  so  wird  man  zunächst  sagen 
können:  ein  wirklicher  Körper  läßt  sich  als  ein  materieller 
Punkt  auffassen,  wenn  man  den  Unterschied  der  Bewegung 
seiner  einzelnen  Teile  gegen  ein  bestimmtes  Bezugssystem  als 
verschwindend  gering  annehmen  kann.  Darauf  beruht  z.  B. 
die  Möglichkeit,  unter  Umständen  die  Himmelskörper  als  ma- 
terielle Punkte  anzusehen. 

Die  Auseinandersetzung  der  Beziehungen  zwischen  Kraft 
und  Bewegung  kann  nun  so  geschehen,  daß  man  erstens  die 
Bewegung  festlegt,  die  eintritt,  wenn  an  dem  materiellen  Punkte 
keine  Kraft  angreift,  zweitens  die  Bewegung,  die  eintritt, 
wenn  an  dem  Punkte  eine  Kraft  angreift,  und  drittens  die 


1)  Für  den  ganzen  ersten  Teil  vgl.  man  die  beiden  Werke:  Euler, 
Meehanica  sive  motus  scientia  analytice  exposita,  Petropoli  1786  und 
Routh,  A  Treatise  on  the  dynamies  of  a  partkle,  Cambridge  1898.  Jenes 
bildet  die  erste,  dieses  die  letzte  zusammenfassende  Darstellung  der 
Ponktmechanik.  Man  kann  so  leicht  die  Entwicklung  dieser  Disziplin 
erkennen,  wird  aber  auch  finden,  wie  viel  schon  bei  Euler  in  seiner  end- 
gültigen  Gestalt  auftritt. 


Kap.  I.   Die  Gnmdgesetze  der  Bewegung. 


Bewegung,  die  man  erhält,  wenn  der  Punkt  Angriffspunkt 
mehrerer  Erafte  ist. 

Die  erste  Regel  ist  sonach  das  folgende  Trägheits- 
prinzip, Newtons  erstes  Gesetz  der  Bewegung: 

Jeder  materielle  Punkt,  auf  den  keine  Kraft  wirkt, 
ist  entweder  in  Ruhe  oder  in  gleichförmiger  gerad- 
liniger Bewegung  begriffen.  Die  klassische  Formulierung 
Newtons  lautet:  Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  quie- 
scendi  yel  morendi  uniformiter  in  directam  nisi  quatenus  a 
Tiribus  impressis  cogitur  statum  illum  mutare  (Philosophiae  natura- 
lis principia  mcUh.,  1687,  Einleitung.^))  Die  eigentümliche  Aus- 
drucksweise ist  zu  erklaren  aus  metaphysischen  Vorstellungen, 
nämlich  dem  scholastischen  Gegensätze  zwischen  dem  lebendi- 
gen Wirken  des  Geistes  und  der  toten  Trägheit  der  Materie, 
die  nur  widerwillig  einer  ihr  aufgezwungenen  Kraft  nachgibt. 

Die  exakte,  von  metaphysischen  Bestandteilen  freie  Aus- 
deutung des  Trägheitsprinzips,  das  sich  im  Beginne  der  Neu- 
zeit gegen  die  aristotelische  Physik  nach  und  nach  durchgesetzt 
bat  und  durch  Galilei  und  seine  Schule  zur  endgültigen  An- 
erkennung gebracht  ist,  hat  in  der  jüngsten  Zeit  große  Schwierig- 
keiten bereitet,  erstens  weil  es  eine  absolute  Bewegung  vor- 
aussetzt, indem  es  mit  einer  Drehung  des  Bezugskörpers  seine 
Geltung  verliert,  und  zweitens,  weil  es  die  Messung  der  Zeit 

1)  Über  die  Geschichte  des  Trägheitsprinzipes  vergleiche  vor  allem 
Wohlwill,  Die  Entdeckung  des  Beharrungsgesetees ,  Zeitschrift  für 
Völkerpsychologie  und  Sprachwissenschaft,  Bd.  14,  S.  365,  Bd.  16,  S.  70, 
887  (1884),  ferner  Biblioteca  Math.  (2)  Bd.  2,  S.  19  (1888).  Als  wissen- 
schaftliches Prinzip  hat  es  in  zielbewußter  Weise  [zuerst  Galilei  aus- 
gesprochen {Discorsi  e  dimostrazioni  matematiche  intorno  a  due  nuove 
scienee,  1636,  Edizione  nazionale  Vol.  8,  GiomataIV:  De  motu  projecto- 
mm,  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern  Nr.  11).  Man  sehe  außerdem 
Mach,  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwicklung^  Leipzig  1883  (sp&ter  viele 
Auflagen);  Vailati,  Le  spectdazioni  dt  Giovanni  Benedetti  sul  moto  dei 
gravi,  Atti  della  R.  Accademia  di  Tgrino,  Vol.  33  (1898)  p.  559;  Masci, 
Sul  concetto  di  movimento,  Atti  della  R.  Accademia  di  Scienze  morali  di 
Napoli,  VoL  25  (1892)  Parte  2\  p.  169;  Duhem,  De  Vacceleration  pro- 
duite  par  une  force  constante,  Comptes  rendus  du  !!"*•  Congres  inter- 
national de  Philosophie,  Geneve  1904,  p.  869. 
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als  von  yomherein  gegeben  annimmt^  während  diese  doch  erst 
durch  eine  Bewegung,  die  wir  als  gleichförmig  voraussetzen^ 
ermöglicht  wird. 

In  dieser  Hinsicht  ist  es  von  Bedeutung,  daß  Galilei  das 
Prinzip  als  eine  Abstraktion  aus  der  Erfahrung  zunächst  für 
die  Körper  an  der  Erdoberfläche  und  die  Relativbewegung 
gegen  die  Erde  ausgesprochen  hat.  Newton  begleitet  seine 
allgemeine  Formulierung  mit  der  energischen  Betonung  der 
Existenz  eines  absoluten  Raumes  und  einer  absoluten  Zeit. 
Doch  hat  es,  was  auch  zu  beachten  ist,  bei  Newton  den  Cha- 
rakter einer  Aussage  im  Irrealis^  einen  Körper,  auf  den  keine 
Kraft  wirkt,  gibt  es  in  der  Wirklichkeit  nicht,  das  Prinzip  ist 
so  nur  die  Vorbereitung  auf  das  zweite  Prinzip,  das  die  Be- 
wegung beim  Vorhandensein  einer  Kraft  charakterisiert. 

2.  Das  Wirknttgsprinsip.  Dieses  zweite  Gesetz  New- 
tons lautet  wörtlich:  Mutationem  motus  proportionalem  esse 
vi  motrici  impressae  et  fieri  secundum  lineam  rectam,  qua  vis 
iUa  imprimitur,  oder  auf  Grund  unserer  Begriffe  einfach:  die 
Beschleunigung  des  materiellen  Punktes  ist  der  an 
ihm  angreifenden  Kraft  gleichgerichtet  und  propor- 
tional. Ist  also  die  Beschleunigung  durch  den  Vektor  w,  die 
Kraffc  durch  den  Vektor  JF'  gegeben,  so  haben  wir  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

mtv  =  JP', 

wobei  m  einen  Zahlfaktor  bedeutet.  Dieser  Zahlfaktor  heiBt 
die  Masse  des  materiellen  Punktes.  Zur  weiteren  Erläuterung 
sei  noch  folgendes  bemerkt: 

a)  In  der  Formulierung  des  Prinzipes  liegt,  daB  die  Masse 
dem  bewegten  Punkte  als  einem  Individuum  eigentümlich  und 
sowohl  von  der  Bewegung,  die  er  ausführt,  als  auch  von  den 
Kräften,  die  an  ihm  angreifen,  unabhängig  ist.  Dagegen  ist 
durch  die  Aussage  des  Prinzipes  noch  nicht  ausgeschlossen, 
daß  m  eine  Funktion  der  Zeit  ist,  es  ist  vielmehr  eine  neue 
Aussage,  daß  der  Quotient  der  beiden  gleichgerichteten 
Vektoren  F:w,  d.h.  des  Kraftvektors  und  der  gleich- 
zeitigen   Beschleunigung,    für    einen    und    denselben 
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materiellen  Punkt  von  der  Zeit  unabhängig  sein  solL 
In  dieser  neuen  Aussage  liegt  die  mathematische  Formulierung 
des  als  Erhaltung  der  Materie  bekannten  Erfahrungssatzes. 

b)  Das  Prinzip  setzt  die  Begriffe  des  absoluten  Baumes 
und  der  absoluten  Zeit  voraus,  doch  ist  klar,  daß  bei  einer 
gleichförmigen  Translationsbewegung,  der  man  den  materiellen 
Punkt  mitsamt  dem  Bezugssystem  unterwirft,  die  Beschleuni- 
gung  ungeändert  bleibt.  Die  Aussage  des  Prinzipes  ist 
also  unabhängig  von  einer  gleichförmigen  Traus- 
lationsbewegung  des  ganzen  zugrunde  gelegten  Bau> 
mes,  nicht  aber  von  irgend  einer  Rotationsbewegung. 

c)  Der  Gedanke  einer  ursächlichen  Verknüpfung  liegt  wohl 
in  Newtons  Meinung,   nicht    aber  in   der  Aussage  des  Satzes, 
wenn  man  von   dem  Terminus  vis   motrix,   bewegende   Kraft, 
absieht,  der  in  der  Zeit  des  noch  nicht  fixierten  Krafbbegriffes 
zur  näheren  Präzisierung  notwendig  war.     Was  der  Satz  wirk- 
lich liefert,  ist  eine  funktionale  Beziehung  allereinfachster  Art 
zwischen    der   Kraft   und   der  Bewegung.     Den  Wunsch   nach 
einer  einfachen  Definition  des  Begriffes  Kraft  muß  man  hierbei 
freilich  unterdrücken,   ebenso  die   gleich   naheliegende  Frage, 
ob  die  Kraft  als  etwas  Wirkliches  oder  als  eine  bloße  Fiktion 
anzusehen  ist.     Vom  rein  theoretischen  Standpunkte  ist  dazu 
zu  sagen,  daß,  wo  es  sich  um  eine  mathematische  Entwicklung 
handelt,   auch   die   benutzten  Begriffe   mathematische   Begriffe 
sein  müssen.     So  ist  auch  der  Begriff  des  materiellen  Punktes 
ein  mathematischer  Begriff  und  mit  einem   wirklichen  Körper 
nicht  ohne  weiteres  zusammenzuhalten.     Es  schwebt  also  die 
Entwicklung  nicht  etwa  in  der  Luft,  weil  die  Frage  nach  der 
B/Calität  ihrer  Grundbegriffe  nicht   entschieden  ist.     Was  mit 
der  Erfahrung  verglichen  wird,  sind  nicht  diese  Begriffe,  son- 
dern gewisse  Beziehungen,   zu   denen   die   mathematische  Ent< 
Wicklung  führt.     Aus  dem  Grade  der  Übereinstimmung  dieser 
Beziehungen  mit  den  analogen  Beziehungen,  wie  sie  unmittel- 
bar aus  der  Erfahrung  hervorgehen,  schließen  wir  darauf,  wie 
weit  die  theoretische  Betrachtung  sich  als""  nützlich  für  die  Er- 
forschung  und  Beherrschung  von  Vorgängen  in  der   äußeren 
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Natur  erweist^  ein  Maßstab  fülr  ihre  Wahrheit  oder  Falschheit 
erwächst  aber  daraus  nicht,  dieser  liegt  yielmehr  aUein  in  ihrer 
eigenen  inneren  Folgerichtigkeit.  — 

Das  Prinzip  bedarf  einer  wesentlichen  Ergänzung  für  den 
Fall,  daß  mehrere  Kräfte  auf  den  materiellen  Punkt  wirken. 
So  gelangen  wir  zu  einem  dritten  Prinzip,  das  die  Festlegung 
des  Zusammenhanges  zwischen  Kräften  und  Bewegung  für  den 
materiellen  Punkt  yeryoUständigt  und  folgendermaßen  formuliert 
werden  kann:  Greifen  an  einem  materiellen  Punkte 
mehrere  Kräfte  an,  so  ist  die  Beschleunigung  dieselbe, 
als  ob  an  dem  Punkte  die  Resultante  dieser  Kräfte 
allein  angriffe.  Dieses  Prinzip,  das  wir  als  das  Prinzip 
der  Resultante  bezeichnen  können,  ist  in  der  Newtonschen 
Formulierung  des  Parallelogrammgesetzes  enthalten.  Aus  ihm 
folgt,  wenn  JP^,  JP^, . . .,  JP^  die  wirkenden  Kräfte  sind,  daß 

mtv  ^  F 

wird,  wenn  wir  JP«  JPj  +  I^  +  -  -  -  +  F^  setzen. 

3.  Das  KaB  der  Kasse  eines  Körpers.  Nach  der 
im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten  Grundgleichung  muß  sich 
ergeben,  wenn  auf  zwei  verschiedene  materielle  Punkte  mit 
den  Massen  m  und  m'  dieselbe  Kraft  F  wirkt, 

mw  =  F,    m'w'^F 

und  sonach,  wenn  w  und  w'  die  Größen  der  beiden  Beschleuni- 
gungen w  und  tv'  bezeichnen, 

mim'  ^  w'  i  Wy 

d.  h.  die  Massen  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  zu- 
gehörigen Beschleunigungen.  Hierin  liegt  eine  Möglich- 
keit, die  Massen  zu  bestimmen. 

Wenn  anderseits  den  beiden  materiellen  Punkten  dieselbe 
Beschleunigung  w  durch  zwei  verschiedene  Kräfte  F  und  F^ 
deren  Größen  F  und  F'  seien,  erteilt  wird,  so  ergibt  sich 

mim'  ^FiF*. 

Dies  wird  von  besonderer  Bedeutung  durch  die  Tatsache,  daß 
an  der  Oberfläche  der  Erde  sich  alle  Körper  mit  der  gleichen 
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Beschleunigong  vertikal  nach  abwärts  bewegen.  Die  an  ihnen 
angreifenden  Kräfte  der  Schwere  lassen  sich  aber  bestimmen 
durch  die  Wage^  und  so  findet  man  das  Resultat: 

Die  Massen  der  Körper  an  der  Oberfläche  der 
Erde  verhalten  sich  wie  ihre  an  einem  bestimmten 
Orte  mit  Hilfe  der  Wage  gemessenen  Gewichte. 

Die  Beschleunigung  gj  welche  die  Schwere  den  Körpern 
(im  leeren  Raum)  erteilt^  ist  in  unseren  Breiten  im  Meeres- 
niveau etwa  gleich  981  cm.  Als  die  Einheit  fQr  das  Maß  der 
Masse  legt  man  das  Gramm  fest,  nämlich  die  Masse  von  einem 
Kubikzentimeter  reinen  Wassers  bei  4^  Celsius  unter  760  mm 
Barometerdruck.  Auf  Grund  dieser  Einheit  ist  die  Masse  eines 
beliebigen  Körpers  sofort  zu  bestimmen. 

Das  Gewicht  ist  nicht  in  einfacher  Weise  für  die  Fest- 
legung der  Krafteinheit  zu  benutzen,  da  es  mit  der  Breite 
wechselt  und  auch  bei  der  Festsetzung  einer  bestimmten  Nor- 
malbreite immer  noch  die  genaue  Ermittlung  der  Schwerebe- 
schleunigung erfordern  und  einen  unbequemen  Zahlfaktor  mit 
sich  bringen  würde.  Dieser  Übelstand  wird  in  dem  abso- 
luten Maßsystem  (c.  g.  s.)  vermieden.  Hiemach  wird  als  die 
Einheit  der  Kraft,  das  Djn,  die  Kraft  festgelegt,  welche  der 
Masse  1  Gramm  die  Beschleunigung  1  Zentimeter  pro  Sekunde 
erteilt.  Die  Kraft,  welche  die  Schwere  eines  Gramms  darstellt, 
beträgt  g  Dyne;  deshalb  ist  das  Dyn  der  98 1***  Teil  von  dem 
Gewicht  eines  Gramms,  d.  h.  1,02  Milligramm.  Sie  ist  daher 
sehr  klein,  und  um  sie  praktisch  brauchbar  zu  machen,  leitet 
man  aus  ihr  die  Megadyne  ab,  die  gleich  10^  Dyn,  also  un- 
gefähr gleich  dem  Gewicht  eines  Kilogramms  ist 

Die  Dimensionen  der  Beschleunigung  fanden  wir  gleich 
[i,  i"  ^].     Für  die  Kraft  ergeben  sich  also  die  Dimensionen 

KU-*]- 

Würde  man  von  Krafteinheiten  (Ic)  anstatt  von  Masseneinheiten 
ausgehen,  so  ergäben  sich  für  die  Masse  die  Dimensionen 

Dies  müßte  eigentlich  als  der  natürliche  Weg  erscheinen,  wenn 
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man,  wie  wir  es  tnn^  durch  die  Statik  hindurch  zu  der  Dyna- 
mik gelangt.  Es  ist  nur  die  leichte  Vei^leichbarkeit  der 
Massen  mit  Hilfe  der  Wage  auf  der  einen  Seite  und  die  Un- 
abhängigkeit der  Masse  von  Kaum  und  Zeit  auf  der  anderen 
Seite^  was  das  umgekehrte  Verfahren  angebrachter  erscheinen 
läßt. 

4.  Das  Ctogenwirkungsprinzip.  Newton  hat  den 
beiden  ersten  Bewegungsgesetzeu  das  dritte  Prinzip  an  die 
Seite  gestellt:  Zu  jeder  Kraft  gehört  eine  entgegen- 
gesetzt gleiche  Kraft,  die  an  einem  anderen  mate- 
riellen Punkte  angreift.  Auf  Grund  dieses  Prinzipes  kann 
man  jede  Kraft  mit  einem  anderen  materiellen  Punkte  in  Ver- 
bindung bringen  und  sie  als  die  Wirkung  (Actio)  dieses 
Punktes  auf  den  ersten  Punkt  bezeichnen,  während  man  um- 
gekehrt die  an  dem  zweiten  Punkte  angreifende  Kraft  die 
Gegenwirkung  (Reactio)  des  ersten  Punktes  auf  den  zweiten 
nennt.  Dann  gelangt  man  zu  der  Newtonschen  Formulierung: 
actioni  contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem,  sive 
corporum  duorum  actiones  in  se  mutuo  semper  esse  aequales 
et  in  partes  contrarias  dirigi.  Doch  ist  eine  solche  rein  mathe- 
matische Woi*tdefinition  keineswegs  Newtons  Meinung,  er  sieht 
vielmehr  den  Begriff  von  Wirkung  und  Gegenwirkung  al«  von 
vornherein  feststehend  an.  Es  handelt  sich  für  ihn  demnach 
durchaus  um  einen  metaphysischen  Satz. 

Das  Prinzip  besitzt  auch  offenbar  nicht  dieselbe  Allgemein- 
heit wie  die  beiden  ersten  Gesetze,  welche  die  methodische 
Grundlage  für  die  dynamische  Beschreibung  aller  Bewegungen 
bilden.  Dem  gegenüber  muß  das  dritte  Gesetz  als  eine  bloße 
Erfahrungstatsache  gelten,  deren  Allgemeingültigkeit  nicht  un- 
angezweifelt  geblieben  ist.  Als  ein  rein  theoretisches  Prinzip 
kann  es  auf  keinen  Fall  angesehen  werden,  z.  B.  würde  ihm 
die  Konstruktion  eines  von  einem  festen  Zentrum  angezogenen 
materiellen  Punktes  widersprechen.  Demgemäß  wird  es  auch 
für  die  folgenden  allgemeinen  Entwicklungen  ohne  Bedeutung 
bleiben. 

6.  Instantaukr&fte.    Impuls.    Nennen  wir  P  den  be- 
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wegten  Punkt,  so  können  wir  to  ^  P  setzen  und  haben  dem- 
nach die  Grundgleichung 

mF^F,  (1) 

an  die  wir  alles  weitere  anknüpfen  wollen. 

Zunächst  integrieren  wir  die  Gleichung  nach  der  Zeit  Ton 

t^  bis  t  und  finden 

t 

mP-mPo^fFdt  (2) 

Nehmen  wir  nun  insbesondere  an,  die  Zeitdauer  von  Jq  bis  t  sei 
sehr  gering.  Dann  muß,  damit  die  entsprechende  Geschwindig- 
keit P  trotzdem  einen  nicht  sehr  kleinen  Wert  erhält,  JP  von 
einer  höheren  Größenordnung  sein,  derart,  daß  das  Produkt 
F{t  —  t^)  die  Größenordnung  von  P  erhält.  Im  extremen  Fall 
kann  man  sagen,  der  Wert  von  l^*  wird  derart  unendlich,  daß 
der  Grenzwert  des  Produktes  F(t  —  ^0)  für  ^  —  if q  einen  end- 
lichen Wert  behält.     Den  Grenzwert  des  Integrals 


Fdt 

für  t  ^  t^  bezeichnet  man  dabei  als  eine  Instantankraft  oder 
einen  Stoß,  und  die  Gleichung  (2)  zeigt  dann,  daß  wir  als 
Maß  dieser  Kraft  das  Produkt  aus  der  Masse  und  der  Ge- 
schwindigkeitsänderung des  bewegten  Punktes  anzusehen  haben. 
Die  Dimensionen  der  Größe,  dieses  Vektors  sind  also 

[m,  l,  tr »]. 

Nehmen  wir  speziell  die  Anfangsgeschwindigkeit  Pq  des 
bewegten  Punktes  gleich  Null  an,  so  nennen  wir  die  zugehörige 
Instantankraft  den  Impuls  des  Punktes.  Wir  finden  dem- 
nach für  diesen  Impuls  ^ 

^^mP,  (3) 

er  ist  gleich  dem  Produkt  aus  Masse  und  Geschwin- 
digkeit. Die  Größe  des  Impuls vektors  heißt  auch  die  Be- 
wegungsgröße des  materiellen  Punktes. 

Der  Gleichung  (2)   können  wir  die  Deutung   geben:  das 
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Zeitintegral  der  Kraft  ist  gleich  der  Änderung  des 
Impulses.  Die  Grundgleichung  (1)  aber  können  wir  auch 
schreiben 

^-%  (4) 

d.  h.  die  Kraft  ist  die  Derivierte  des  Impulses  nach 
der  Zeit.  In  diesem  Satze  ist  das  Wirkungsprinzip  enthalten. 
Wenn  insbesondere  auf  den  Punkt  keine  E^nlfte  wirken,  so 
ergibt  sich 

^®  =  0     oder  ff  =  const. 

Bei  der  kräftefreien  Bewegung  ist  der  Impuls  konstant 
der  Größe  und  Richtung  nach.  Diese  veränderte  Formu- 
lierung des  Trägheitsgesetzes  wird  später  noch  besondere  Be- 
deutung gewinnen. 

• 

Wir   wollen   nun   die  Grundgleichung  (1)   skalar   mit  P 
multiplizieren,  dann  ergibt  sich 

mP X  P ^  ^^(^mP*)  '^^  JP  X  P 

oder,  wenn  wir  wieder  nach  der  Zeit  yon  t^  bis  t  integrieren, 

t 

iwP»  -  ^-mPo*  -f^x  ^-P-  (5) 

Wir  wollen  nun  mit  t  den  Einheitsvektor  in  der  Bahntangente 
bezeichnen  und  mit  ds  das  Element  des  Weges  s,  so  wird 

Pdt^tds, 

außerdem  wird  die  Größe  der  Geschwindigkeit 

ds 
""-dt 

und  damit   läßt  sich  die  Gleichung  (5),   wenn    wir   noch   mit 

Vq  =»  -j^  den  Anfaugswert  der  Geschwindigkeit  bezeichnen, 
schreiben  wie  folgt 

^mv*  —  iwi7o*  =-JFx  tds.  (6) 
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Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  die  von  der  wir- 
kenden Kraft  während  des  betrachteten  Zeitintervalles  geleistete 
Arbeit. 

Um  auch   die  linke  Seite  zu  deuten^  bezeichnen  wir  den 

Ausdruck 

T^^mv^  (7) 

als  die  kinetische  Energie  oder  lebendige  Kraft  des  be- 
wegten Punktes  und  können  dann  sagen:  die  von  der  wir- 
kenden Kraft  geleistete  Arbeit  ist  gleich  der  während 
derselben  Zeit  erfolgenden  Änderung  der  kinetischen 
Energie. 

6.  Kartesisohe  nnd  natfirliohe  Bewegimgcrglei- 
ohnngen.  Um  von  der  Vektorgleichung  der  Bewegung  zu 
Zahlgleichungen  überzugehen,  können  wir  zunächst  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x,  y,  g  des  bewegten  Punktes  P  und 
die  zugehörigen  Komponenten  X,  Yj  Z  der  wirkenden  Kraft 
einführen  und  finden  dann  die  Bewegungsgleichungen 

m'i^X,    m'y^Y,    mz  ^  Z,')  (8) 

Die  Kraftkomponenten  X,  Y,  Z  können  hierin  Funktionen  der 
Zeit,  ferner  des  Ortes  und  der  Geschwindigkeit  von  P  sein. 
Es  sind  demnach  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  Funk- 
tionen von  tf  X,  y,  g,  X,  y,  k  und  es  handelt  sich  um  die  Inte- 
gration dreier  simultaner  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung, die  X,  y,  e  als  Funktionen  von  t  bestimmen.  Wenn  X, 
y,  Z  analytische  Funktionen  ihrer  Argumente  sind  und  in 
einem  bestimmten  Bereich  sich  regulär  verhalten,  wenn  femer 
die  Anfangslage  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  bewegten 
Punktes  gegeben  sind,  so  existieren  drei  Funktionen  x,y,e 
der  Zeit  t,  die  den  Differentialgleichungen  genügen  und  die 
Anfangsbedingungen  erfüllen.*)     Über  die  Lösung  dieses  Pro- 


1)  Diese  Gleichungen  sind  zum  ersten  Male  von  Maclaurin  auf- 
gestellt worden:  A  complete  Treatise  oti  FJuxions,  Art.  466,  469  und  884 
(1742). 

2)  Gauchysches  Exiätenztfaeorem.  Vgl.  Picard,  Trait^  d' Analyse, 
Tome  2,  p.  308  ff. 
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folems  läßt  sich  allgemein  nichts  weiter  sagen^  als  daß  es  sich 
auf  die  Integration  einer  einzigen  Differentialgleichung  sechster 
Ordnung  zurückführen  läßt.  In  der  Tat  braucht  man  nur  die 
drei  Gleichungen  (8)  viermal  nach  t  zu  differenzieren  und  aus 
den  so  entstehenden  15  Gleichungen  y  und  a  mit  ihren  sechs 
ersten  Dirivierten  zu  eliminieren,  um  eine  Differentialgleichung 
sechster  Ordnung  für  x  als  Funktion  von  t  zu  erhalten.  Die 
Integration  dieser  Differentialgleichung  involviert  sechs  Eon- 
stanten, die  sich  aus  der  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindig- 
keit  des  Punktes  bestimmen. 

Hat  die  Kraft  eine  konstante  Richtung,  so  können  wir 
diese  Richtung  zur  jer-Achse  wählen.  Dann  werden  die  Glei- 
chungen (8) 

5  =  0,     y  =*  0,     m'i  =»  Z. 

Die   ersten    beiden    ergeben   integriert   zwei    Gleichungen  von 

der  Form 

X  '^  at  +  Cy    y  =  it  +  d, 

imd   wenn  man  aus   diesen  beiden   Gleichungen   t  eliminiert, 

folgt  eine  Gleichung 

ccx  +  ßy^  y, 

d.  h.  die  Bewegung  geht  in  einer  zur  ^er- Achse  parallelen  Ebene 
vor  sich.  Setzt  man  die  gefundenen  Werte  für  x  und  y  in 
die  dritte  Gleichung  ein,  so  wird  sie  von  der  Form 

m'£  =  Z(z,  Zy  t). 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung und  auf  deren  Integration  ist  sonach  das  Problem  zurück- 
geführt. 

Hat  femer  die  Bewegung  anfänglich  die  Richtung  der  Kraft, 
wird  also  i  =  0,  y  =»  0,  d.  h.  a  =  0,  6  =  0,  so  ergibt  sich 
x  ^  Cy  y  ^  d,  also  erfolgt  die  ganze  Bewegung  in  einer  geraden 
Linie,  welche  die  Richtung  der  Kraft  hat.  Das  Gleiche  gilt 
auch,  wenn  der  Punkt  anfanglich  in  Ruhe  ist.  — 

Wenn  wir  nun  auch  die  Kraft  in  ihre  Komponenten  F^, 
F^y  Ff,  nach  der  Tangente,  der  Hauptnormale  und  der  Binor- 
male der  Bahnkurve  zerlegen,  so  ergeben  die  im  ersten  Band 
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aufgestellten  Gleichungen  fQr  die  zugehörigen  Komponenten 
der  Beschleunigung  sofort  die  Gleichungen 

F,~mv,    J^, --•;-,    F,-0,  (9) 

die  von  Euler  (Mechanica  sive  motus  scientia,  1736^  Vol.  1^ 
p.  65;  Prop.  XXI)  aufgestellt  sind  und  die  wir  als  die  natür- 
lichen Gleichungen  der  Bewegung  bezeichnen  können.  Ihnen 
können  wir  noch  eine  andere  Form  geben^  wenn  wir  durch 
(7)  die   kinetische  Energie  T  einführen.    Dann   erhalten  wir, 

datnt;  =  mt;t;:^^-^:j^«^  wird, 

^^-'dJ^    ^--7'    ^^  =  0.  (10) 

7.  Wnrfbewegimg  im  leeren  Banm.  Als  einfachstes 
Beispiel  einer  krummlinigen  Bewegung  wollen  wir  die  Bewe- 
gung eines  Geschosses  ohne  Rücksicht  auf  den  Luftwiderstand 
behandeln.  Wir  nehmen  an,  das  Geschoß;  d.  h.  der  bewegte 
Punkt  gehe  Yom  Eoordinatenursprung  0  aus;  da  wir  wissen, 
daß  die  Bewegung  in  einer  Ebene  vor  sich  geht,  können  wir 
die  ganze  Betrachtung  von  vornherein  auf  die  vertikal  ange- 
nommene xZ'Iihene  beschränken,  in  der  die  x- Achse  die  hori- 
zontale Richtung,  die  j?- Achse  die  vertikale  Richtung  vorstellen 
soll.     Wir  haben  dann  die  Bewegungsgleichungen 

X  =  0,    m2  =  —  m^r;  (11) 

daraus  finden  wir  durch  Integration 

i  «  a,    i  ^h  —  gt  (12) 

und  weiter  mit  Rücksicht  auf  die  Anfangsbedingungen 

x^at,    0  =  bt-^gt\  (13) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  wie  sich  die  Wurfbewegung  aus 
einer  horizontal  fortschreitenden  gleichförmigen  Bewegung  und 
einer  vertikal  gerichteten  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung 
zusammensetzt. 

Nennen  wir  v^  die  Größe  der  Anfangsgeschwindigkeit  und 
a  den  Winkel  (Elevationswinkel),  den  ihre  Richtung  mit 
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der  o;- Achse  bildet,  so  erhalten  wir  aus  (12)  für  ^ »  0  sofort 

a  ^  Vf^  cos  a,     b  ^  Vq  sin  a. 
Ist  a»-^,    also   a  =  Oyb  =  VQy    so   haben  wir  die  vertikale 
Wurfbewegung.   Für  die  Zeit  t^^  —  wird  dann  ir=0,  es  erreicht 
also  der  Punkt  seine  höchste  Lage  D  in  der  Höhe  ^  und  nach 

der  Zeit   2L  =  — ^-  wird  wieder  ;ef  —  0,  ist  also  der  Punkt  wie- 

der  in  die  ur- 
sprüngliche Lage 
zurückgelangt.         ^ 

Für  6—0  er- 
gibt sich  insbe- 
sondere die  ein- 
fache FaUbewe- 
gung^  bei  der 

—  ^  —  6'  =  ^gfi 

Fallgeschwindig- 
keit und  Fallhöhe  ^    . 

Pig.  1. 

sind. 

Im   allgemeinen  Falle  erhält  man  aus  (13)  durch  Elimi- 
nation von  t  die  Gleichung  der  Wurfbahn 


Si  ^E 


b  9     % 

a  2a' 


(14) 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel^);  deren  Achse  vertikal 
und  deren  konkave  Seite  nach  unten  zu  gekehrt  ist.    Dies  sieht 


1)  Die  Entdeckung  der  parabolischen  Wurfbahn  rührt  von  Galilei 
her,  der  sie  in  den  Discorsi  e  dimostrctzioni  matematiche  intorno  a  due 
nuave  scienee  (Edizione  nazionale  Vol.  8,  giomata  IV,  p.  268)  i.  J.  1636 
bekannt  gab,  nachdem  sie  schon  vorher  Oavalieri  in  seinem  Speechio 
ustorio  (Bologna  1682)  mitgeteilt  hatte.  Die  daraufhin  von  Caverni 
(Storia  del  metodo  sperimentale  in  Italia,  t.  4,  cap.  9,  §  2,  Firenze  1896) 
angezweifelte  Priorität  Galileis  hat  Wohlwill  verteidigt  (Abhandlungen 
zur  Geschichte  der  Math.,   Heft  9  [Festschrift  für  Cantor],  1899,  S.  677). 
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man  noch  deutlicher,  wenn  man  die  Gleichung  in  die  Form 
bringt 

(--7)"-t('-S)- 

Man  erkennt  so,  daß  die  Koordinaten  x^,  e^  des  Scheitels 
und  der  Parameter  p  der  Parabel  werden: 

ah  5«  a* 

J         g  '        1        2g*      ^        g 

Die  Parabel  trifft  die  o;- Achse  wieder  in  einem  Punkte  B 

mit  der  Abszisse 

2 ab      »0*    .    o 
e  =«  —  =   *   sm  2«. 

9  9 

Diese  Entfernung    heißt    die  Wurf-    oder    Schußweite.     Sie 
wird  ein  Maximum  v^  :  g  für  den  Elevationswinkel  a  ==  45^ 
Die  Leitlinie  hat  die  Gleichung 

sie  ist  der  a;-Achse  parallel  und  liegt  in  der  Höhe,  die  ein  mit 
derselben  Anfangsgeschwindigkeit  vertikal  nach  aufwärts  ge- 
worfener Körper  erreichen  würde.  Der  Brennpunkt  F  der  Pa- 
rabel liegt  so,  daß  OJP^  OD  wird  und  außerdem  OB  und 
OF  mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  t?^  gleiche  Winkel 
einschließen;  danach  ist  F  leicht  zu  bestimmen.  Man  kann  hier 
unmittelbar  schließen,  daß  die  Parabeln,  die  sich  für  dieselbe 
Anfangsgeschwindigkeit  und  verschiedene  Anfangsneigungen  er- 
geben, alle  dieselbe  Leitlinie  besitzen  und  ihre  Brennpunkte 
auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  entfernteste  Punkt  E  der  a; -Achse,  den  man  bei  ge- 
gebener Anfangsgeschwindigkeit  erreichen  kann,  hat  die  Ab- 
szisse v^ :  g.  Jeden  näher  gelegenen  Punkt  B  mit  der  Ab- 
szisse e  kann  man  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  auf 
zwei  Wurfbahnen  erreichen,  für  die  sich  die  Elevationswinkel 
aus  der  Gleichung 

2  9^ 

bestimmen,  diese  sind  also  komplementär. 
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Die  sämtlichen  Wurfbahnen,  die  man  für  gegebenes  Vq 
erhält,  werden  aUe  von  einer  neuen  Parabel  umhüllt.  Um  deren 
Gleichung  zu  finden,  führen  wir  in  (14)  ein 

-^  =  tang  a  =-  u,     Ya*  +  6*  —  t?^, 


dann  erhalten  wir 


e^ux-^^,{l  +  u^)xl 


Diese  Gleichung  liefert,  wenn  x  und  0  gegeben  sind,  zwei  Wur- 
zeln für  u,  nämlich 


gx^  Y   gx*  \2g        2Vo'         / 

Es  ergeben  sich  also,  solange 

ist,  zwei  Wurfbahnen,  auf  denen  der  angenommene  Punkt  M 
mit  den  Koordinaten  x,  z  erreicht  werden  kann. 
Diese  beiden  Bahnen  fallen  zusammen,  wenn 

lg        2ro*  ^      ^ 

wird,  d.  h.  für  die  Punkte  einer  Parabel.  Deren  Scheitel  D 
liegt  auf  der  jgr- Achse  und  ist  der  höchste  Punkt,  der  von  dem 
mit  der  Anfangsgeschw^digkeit  v^  senkrecht  in  die  Höhe  ge- 
worfenen Geschoß  erreicht  wird.  Alle  Punkte,  die  außerhalb 
dieser  Parabel  liegen,  für  die  also 

^g      2»,»''.       ""^^ 

wird,  lassen  sich  mit  der  gegebenen  Anfangsgeschwindigkeit 
nicht  mehr  erreichen.  Die  Parabel  ist  mithin  die  Hüllkurve 
aller  Wurfbahnen,  die  sich  für  die  Anfangsgeschwindigkeit  v^ 
ergeben. 

Sucht  man  den  Berührungspunkt  C  der   beiden  Parabeln 
(14)  und  (15),  so  ergibt  sich  für  seine  Koordinaten 

Vo*  a  Vo*    6*  —  a* 

Maroolongo:  theoret.  Mechanik.  II.  2 
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Anderseits  hat  der  Brennpunkt  jP  der  Parabel  (14)  die  Koordi- 
naten 

ab  p        6*--a" 

Somit  wird 

x^:  0y^  x^ :  z^j 

d.  h.  die  Punkte  jP  und  C  liegen  mit  0  in  einer  Oeraden. 
Für  die  Entfernung  FM  folgt 

™'-(^-)'+(t-«)' 

^flf'  9  9      ' 

und  da  nach  (14) 

2abx  =-  2a*jer  +  ^ä:* 

wird,  finden  wir  einfach 

^^* = (?J  -  ^)^ 

d.  h.  es  liegen  die  Brennpunkte  F  und  F^  der  durch  jlf  gehen- 
den Wurfbahnen  auf  einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  M, 
der  die  Leitlinie  der  Wurfbahnen  in  einem  Punkte  P  berührt. 
Femer  wird 

woraus  man  wieder  schließen  kann^  daß  der  Ort  der  Brenn- 
punkte aller  Wurfbahnen  für  dieselbe 'Anfangsgeschwindigkeit 
ein  Kreis  um  den  Punkt  0  ist,  der  durch  den  Punkt  D  hin- 
durchgeht.^) 


1)  Diese  EigeuBchaft  findet  man  ausgesprochen  bei  Frisi,  Operam 
t.  II  Mechanicam  uniyersam  et  Mechanicae  applicationem  ad  aquarum 
fluentium  theoriani  continens,  Mediolani  1788,  p.  95.  Es  ist  anoh  leioht 
zu  zeigen,  daß  der  Ort  der  Scheitel  aller  Parabeln,  die  den  ver- 
schiedenen Elevationswinkeln  entsprechen,  eine  Ellipse  ist, 
deren  Mittelpunkt  auf  der  ;;-Achse  liegt  und  deren  große 
Achse  horizontal  gerichtet  ist.  Die  geometrische  Theorie  der 
Geschoßbewegung  im  leeren  Raum,  die  Galilei  in  den  bereits  erwähnten 
Discorsi  angebahnt  hatte,  wmde  von  G.  Grandi  in  den  Instituzioni 
meccaniche,  Firenzel789,  Kap.  VII,  vervollständigt. 
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8.  Tertikalbewesfimg  eines  schweren  Körpers  im 
widerstehenden  lUttel.  Wenn  ein  kugelförmiger  Körper 
Bich  in  einem  widerstehenden  Mittel^  z.  B.  in  der  Luft  bewegt, 
80  erfährt  er  einen  Widerstand ,  den  man  sich  über  die  ganze 
Oberfläche  des  Körpers  verteilt  denken  muß.  Ist  die  Bewe- 
gung der  Kugel  eine  einfache  Translation ,  so  liefern  die  auf 
die  einzelnen  Oberflächenelemente  wirkenden  Widerstandskräfte 
eine  Kesnltante,  die  man  im  Kugelmittelpunkte  angreifen  lassen 
kann  und  die  der  Bewegungsrichtung  entgegengesetzt  ist.  Man 
hat  also  nur  nötig,  die  Bewegung  dieses  Mittelpunktes  unter 
dem  Einfluß  gewisser  in  ihm  angreifender  Kräfte  zu  unter- 
suchen. 

Von  der  resultierenden  Widerstandskraft  kann  man,  Yor- 
ausgesetzt,  daß  die  Geschwindigkeit  nicht  aUzu  klein  ^)  und 
nicht  allzu  groß  ist,  nämlich  größer  als  20  Zentimeter  pro 
Sekunde  ist  und  anderseits  240  Meter  in  der  Sekunde  nicht 
übersteigt,  einen  Ansatz  wählen  Yon  der  Form 

wobei  C  eine  (von  einem  Mittel  zum  anderen  wechselnde  und 
von  den  Dimensionen  des  Körpers  abhängige)  Konstante,  /X|  die 
Dichtigkeit  des  Mittels  und  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
bedeutet.*)  Das  Gewicht  der  Kugel  ist  nach  dem  Archimedi- 
schen Prinzip 

wenn  a  den  Radius  der  Kugel,  [i  ihre  Dichtigkeit  bezeichnet. 
Dieses  Gewicht  ist  ebenfalls  eine  Kraft,  die  wir  uns  im  Kugel- 
mittelpunkt angreifend  denken  müssen.  Wir  beachten  außer- 
dem, daß  zunächst  die  Masse  m  des  bewegten  Körpers 

wird,  aber  zufolge  der  bei  der  Bewegung  mitgeführten  Flüssig- 

1)  Bei  sehr  kleinen  Geschwindigkeiten  ist  der  Luftwiderstand  an- 
nähernd der  Geschwindigkeit  einfach  proportional.  Vgl.  Thiesen, 
Annalen  der  Physik  und  Chemie  (2)  Bd.  26,  S.  314  (1S86). 

2)  Vgl.   z.  B.    C.  Cranz,    Äußere   Ballistik,    Leipzig   1896,    S.  61, 

68,  61. 

2* 
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keitsmenge  um  einen  Bruchteil  p  der  verdrängten  Flüssigkeits- 
menge größer  angenommen  werden  muß.  Es  ist  also  die 
Masse  mit  einem  Betrag 

in  Rechnung  zu  setzen,  und  sie  muß  bei  der  Aufstellung  der 
Bewegungsgleichungen  in  dem  Eugelmittelpunkt  konzentriert 
gedacht  werden.    So  ergibt  sich 


dv 

8           C^ 

dt  " 

4  xa^iii  +  pi^) 

v\ 


wobei  das  Zeichen  —  gilt,  wenn  es  sich  um  eine  aufsteigende 
Bewegung  handelt,  und. das  Zeichen  +  ftlr  eine  absteigende 
Bewegung.     Setzen  wir 

so  erhalten  wir 

Nehmen  wir,  indem  wir  mit  c  eine  neue  von  dem  Eugel- 
radius  unabhängige  Konstante  bezeichnen, 

C  =«  cjta^, 

was  für  hinreichend  große  Kugeln  wie  Luftballons^)  erlaubt 
ist,  so  wird 

3    0  ^       IL 

In  der  gefundenen  Differentialgleichung  können  wir  die 
Integration  sofort  ausführen.  Im  Falle  der  absteigenden  Be- 
wegung, wo  das  obere  Zeichen  gilt,  setzen  wir 

V  ^1c  lang  u 


1)  Du  Buat,  Principee  d'Hydrauliqne,  Vol.  2,  p.  229  (1786);  B  es  sei, 
Astron.  Nachrichten  1828,  S.  149;  Baily,  Philos.  Transactions  1882, 
p.  899.  Man  vgl.  außerdem  MoBsotti,  Lezioni  di  Meccanica  razionale, 
p.  184,  Florenz  1851. 

2)  Vgl.  Renard,  Comptes  Rendus  t.  101,  p.  1111    1885). 
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und  finden,  wenn  r  eine  Eonstante  bezeichnet 


^-i:(P  +  ^l 


also 


V  =  Ä;  2;ong  ^{i  +  t). 


Die  Geschwindigkeit  wächst  mit  t  beständig,  bleibt  aber  immer 
kleiner  als  h  und  nähert  sich  diesem  Werte  für  unendlich 
wachsendes  t  asymptotisch.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  zur 
Zeit  «  -  0  ist 

muß  also  ^Ä;  sein. 

Nimmt  man  sie  gleich  hy  so  wird  r  »  cx>  und  es  wird  v  =»k, 
also   beständig  v  =  v^,  die  Bewegung  ist  mithin  gleichförmig. 

Ist  dagegen  Vq  >  Je,  so  genügt  es 

~~  iangu 
zu  setzen,  es  folgt  dann 

und  V  nimmt  beständig  ab,  indem  es  sich  dem  Werte  k  Yon 
oben  her  asymptotisch  nähert. 

Integrieren  wir  die  vorher  für  v  gefundene  Gleichung  noch 

einmal,  indem  wir  ^  ="  ""  j*  eiuführen,  so  ergibt  sich 

Z^Z^-  y  log  eOJ   j(t  +  t) 

wobei  0^  eine  Konstante  bezeichnet. 

Im  Falle  der  aufsteigenden  Bewegung  haben  wir  die  Diffe- 
rentialgleichung 


Setzen  wir  v  =^k  tang  9?,  so  finden  wir 

9_ 

k 


v-i^h-O 


und  somit 


V  =  k  tang  3-  (^1  —  i). 
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Die  Zeit  /^  ist  dabei  dadurch  definiert,  daß  für  sie  r  ==  0  wird, 
der  Körper  also  seine  höchste  Lage  erreicht  Ist  die  An&ngs- 
geschwindigkeit  v^,  die  far  ^  »  0  gilt,  gegeben,  so  finden  wir 
^  ans  der  Gieichong 

ro-itang^/j, 

es  ist  also 

^1  =-  7  arc  tang  J 

Dnrch  Integration  der  Gleichung  für  v  =  dz/dt  finden  wir  for 
die  Entfernung  vom  höchsten  Punkt,  fSr  den  r  »  r^  sei, 

js^^z ^.  log  cos  ^  (/,  -  t\ 

Nehmen  wir  an,  f&r  ^  »  0  sei  auch  z  =  0,  so  folgt  hieraus 
die  Steighöhe 


t*^  9 


^1 y-^ogcosfty 


Schreiben  wir  dies 


so  finden  wir  sofort 


-i  =  Ä^log(l  +  ^^ 


In  dieser  Abhängigkeit  steht  die  Steighöhe  von  der  Anfangs- 

0  0,5  J    U  2  2^  3  3^  4  4.5  6äsc  geschwindigkeit 

^  ^     I      '      '  I      I      I     R  Nehmen  wir  im  Falle 

der  absteigenden  Bewe- 
gung T  =  0,  so  wird  auch 
Vq  =  0  und  jeTj  =  0.  Wir 
erhalten  dann   einÜEU^h 

t?  ==  t  long  y  t, 

z^ ;  log  6of  -|- 1 

Entwickeln  wir  diese  Aus- 
drücke nach  Potenzen  von 
Fig.  2.  t  und   beschranken   uns 
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auf  die  ersten  Glieder  der  Entwicklang,  so  finden  wir  die  für 
sehr  geringen  Widerstand  geltenden  Werte 

.-,■«(1-1»;,.),  .— !,■<.(, -i.»^.). 

Hieraus  folgt  mit  dem  benutzten  Grade  der  Annäherung  die 
von  dem  Widerstände  unabhängige  Relation 

Vernachlässigen  wir  den  Widerstand  und  nehmen  /t^  -•  0, 
so  ergeben  sich  die  gewöhnlichen  FaUformeln 

v^gt,    £f  =  —  ^gt\ 

9.  Bewegnxig  eines  Punktes,  der  von  einem  festen 
Zentnim  im  umgekehrten  Verhältnis  sum  Quadrat  der 
Entfernung  angesogen  wird.  Es  sei  0  das  feste  Zentrum^ 
Pq  die  Anfangslage  des  bewegten  Punktes.  Wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit Null  ist,  oder  in  die  gerade  Linie  P^O  fällt, 
so  geht  die  ganze  Bewegung  auf  der  geraden  Linie  yor  sich, 
welche  die  Anfangslage  P^  des  Punktes  mit  deiu  Zentrum  0 
verbindet;  wir  wollen  diese  Linie  mit  der  Richtung  von  P^ 
nach  0  hin  zur  jer- Achse  wählen.     Die  E^^ft  wird  dann  durch 

einen  Ausdruck  —  ,-  gegeben  und  die  Bewegungsgleichung 
lautet 

z  ^  — 


z*  ' 


die  rechte  Seite  ist  eine  Funktion  von  a  allein.    Man  hat  nun 

dz       dz  • 

und  findet  sonach  durch  Integration  der  Bewegungsgleichung 

z'^h  +  ^^ 


Hieraus   ergibt  sich   insbesondere   fUr   die  Anfangsordinate  0^ 
und  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq 


Wenn   die  Anfangsgeschwindigkeit  Null   oder   auf  *0  zu  ge- 
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richtet  sein  sollte,  muß  bestandig  e  <iz^  sein,  die  Ordinate  b 
nimmt  beständig  ab,  wenn  die  Zeit  t  zunimmt;  die  Geschwin- 
digkeit nimmt,  solange  das  Zentrum  0  noch  nicht  erreicht  ist, 
bestandig  zu.  Wollen  wir  eine  Beziehung  zwischen  z  und  t 
finden,  so  müssen  wir  ausgehen  von 


dz  -1  A    .  2ik* 


Ist  dagegen  die  Anfangsgeschwindigkeit  von   0  weg  ge- 
richtety  so  ist  es  gut,  zunächst  den  Fall  zu  betrachten,  bei  dem 

Ä^O; 

die  Geschwindigkeit  wird  dann  ni<B  Null,  aber  nimmt  bestandig 
ab,  der  Punkt  entfernt  sich  von  der  Lage  P^  nach  der  Ton 
dem  Zentrum  0  abgewandten  Seite,  und  seine  Bewegung  strebt 
der  Gleichförmigkeit  zu.     Ist  dagegen 

A<0 


imd  setzen  wir 


so  wird 


und  mithin 


Ä  = 

a 


V  =  2jfc»(l--L) 


Der  bewegte  Punkt  geht  von  Pq  aus,  indem  er  sich  von  O 
entfernt,  bis  er  in  eine  Lage  A  kommt,  die  von  0  den  Ab- 
stand a  hat;  die  Geschwindigkeit  nimmt  bestandig  ab  und 
wird  NuU  in  A,  Um  die  Bewegung  von  Pq  nach  A  festzu- 
legen, haben  wir  die  Gleichung 


s-+l^'(|-|) 


zu  benutzen.     Der  Punkt  gelangt  von  Pq  nach  A  in  einer  end- 
lichen Zeit,  denn  diese  Zeit  ist 


'-Kj./j£- 


und  das  Integral  erlangt  einen  endlichen  Wert.     In  A  kehrt 
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der  Punkt  die  Rieht iingen  seiner  Bewegung  um    und   bewegt 
sich  nach  0  zu. 

Setzen  wir  schließlich  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich 
Null  voraus,  so  bewegt  sich  der  Punkt  auf  0  zu.  Es  wird 
dann  a  =  Zq,  und  die  Zeit,  die  d^r  Punkt  gebraucht,  um  nach 
0  zu  gelangen,  wird  durch  den  Ausdruck  gegeben 


'-Kl/V^i-,"'- 


Das  Integral  läßt  sich  leicht  ausführen  durch  die  Substitution 


B  —  Zq  sin*  u 

es  wird  dann 

^« 

0 

Wenn  die  Geschwindigkeit  nicht  Null  ist  und  eine  will- 
kürliche Richtung  hat,  so  ist,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel 
zeigen  werden,  die  Bahnkurve  ein  Kegelschnitt  und  die  Bewe- 
gung periodisch.  Ist  T  die  Periode  des  Umlaufes,  so  wird 
die  Beschleunigung  im  Punkte  Pq,  der  in    der  Entfernung  z^ 

von   0  liegt,  gegeben  durch  den  Ausdruck  —„,^  ^ ,  andererseits 
wird  aber  diese  Beschleunigung  gleich  —^  ,  mithin  ist 


^0 


,2       4««2ro» 

so  daß  der  oben  für  t  gefundene  Ausdruck  wird 

<  =  ^^T-0, 176.T. 

Z.  B.  ist  für  die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  T  =  27  Tage, 
mithin  würde  er,  um  direkt  auf  die  Erde  herunterzufallen, 
ungefähr  4%  Tage  gebrauchen. 
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ÜbuBgsbeispiele. 

L  Anf^be.  Kaehiuweisen,  daß  die  Kraß,  die  hei  hmtitmier'- 
licher  und  gleichßrmiger  Wirkung  dieselbe  Belegung  erzeugt  tcie  eine 
große  Anzahl  van  Impulsen,  die  während  derselben  Zeit  wirken,  gleich 
ist  der  von  den  Impulsen  in  der  Zeiteinh^  gelieferten  Bewegungs- 
menge, 

Aoflösniig.  Wir  nennen  J^,  J^^ .  .  .^  J^  äie  Impulse,  r^,  r^, 
^sv  '  *  "»  ^a  ^^  Geschwindigkeiten  des  Körpers ,  dessen  Masse  m  sei, 
Tor  dem  ersten  Impuls  und  nach  dem  ersten,  zweiten  usw.  Impuls, 
dann  wird 

Ji  -  m(v^  -  ro),  J.  -  m(r,  -  r^),  •  -  •  J.  =  m{v^  -  r.^J, 

also 

mt„  —  mv^  «  /^  +  J,  + f-  J^. 

Nennen  wir  nun  F  die  Größe  der  kontinuierlich  wirkenden  Kraft, 
so  wird 

"^dt-^ 
und  durch  Integration 

•"(f.-«o)=./V<f<  =  F.t 
Daraus  folgt 

w.  z,  b.  w. 

2.  Aufgabe.  Die  Bewegung  eines  Punktes  zu  uniersuchen,  der 
von  einem  festen  Zentrum  proportional  der  Entfernung  angezogen  und 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit  freigegeben  wird. 

AoflösuDg.  Die  Bewegung  erfolgt  in  der  Geraden,  welche  die 
Anfangslage  mit  dem  festen  Zentrum  Terbindet.  Die  Beschleunigung 
ist  der  Entfernung  Ton  dem  Zentrum  proportional,  also  ist  die  Be- 
wegung eine  harmonische. 

Dieser  Fall  liegt,  wie  wir  noch  sehen  werden,  vor,  wenn  ein 
schwerer  Körper  in  einem  durch  die  £rde  längs  einem  Durchmesser 
durchgegrabenen  Kanal  fiLllt  Ist  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
an  der  Erdoberfläche,  in  der  Entfernung  B  vom  Erdmittelpunkt,  so 
wird  die  Periode  der  harmonischen  Bewegung  in  Sekunden 

/B       1  /  ~    2» 2? 


r»2«y^-]    2:r. 


Ubungsbeispiele. 
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Nun  ist  aber  angef&hr 


2nB 


4  .  10»        2  .  10« 


49 


g  980 

und  mithin  in  Stunden  ausgedrückt 


2 .  10* 
7 


3.  Aufgabe.  Ein  Punkt,  auf  den  keine  Kraft  toirkt^  bewegt 
sich  in  einem  widerstehenden  Mittel,  in  dem  der  Widerstand  detn 
Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  ist.  Die  Bewegung  zu 
untersuchen, 

Auflösung.     Es  ergibt  sich  die  Bewegungsgleichung 


dt  *  *"  ' 


(a) 


in  der  v  die  Geschwindigkeit,  1(^v^  die  Größe  des  Widerstandes  für 
die  Masseneinheit  bezeichnet.     Durch  Integration  folgt 


^-^=.hH 


V 

oder 


V, 


71 


Setzen  wir  hierin 
V  =■  dx/dt  und  in- 
tegrieren aufs  neue, 
so  folgt 

.Alog(l+Ä».oO.(c)*" 

wenn  die  Integra- 
tionskonstante so 
bestimmt  wird,  daß 
far^»0auch2;»0 
ist.  Die  Geschwindigkeit  nähert  sich  für  unendlich  wachsendes  t  der 
Grenze  0,  der  Weg  aber  w&chst  wie  ein  Logarithmus,  d.  h.  er  nimmt 
unbegrenzt  zu,  jedoch  schließlich  ungeheuer  langsam.  Die  beistehende 
Figur  stellt  die  Bewegung  graphisch  dar,  indem  t  als  Abszisse,  x  als 
Ordinate  aufgetragen  ist. 

4.  Aufgabe.  Das  Problem  der  kräftefreien  Bewegung  im  wider- 
stehend n  Mittel  für  den  Fall  zu  behandeln,  daß  der  Widerstand  der 
GeschwindigJceit  einfach  proportional  ist, 


aee 


Plg.  5. 
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Auflösung.     Es  wird  dann  die  Bewegungsgleichung 

dv 


und  integriert 
log  V  —  log  Vq  =  —  k^t 
oder 


V  =  Vo^"**^ 


woraus 


X 


!ki -«-*"')• 


Pig.  4. 


Hier  nähert  sich  x 
für  uo endlich  wachsendes 

.den«  Grenzwert  ^=V, 

05    1    is  2   ^^  3   d^  4  4ö  5^c  SO  daß  der  bewegte  Punkt 

selbst  sich  einer  Grenze 

asymptotisch    nähert   (s. 

Fig.  4). 

5.  Aufgabe.    Ein  Punkt  heicegt  sich  in  gerader  Linie  unter  dem 

Einfluß  einer  Jconstunten  Kraft  gegen  einen  Widerstand,  welcher  der 

Geschwindigkeit  proportional  ist     Die  Bewegung  £u  untersuchen. 

Auflösung.  Die  Masse  des  Punktes  sei  1,  seine  Abszisse  x, 
seine  Geschwindigkeit  t;  =»  ö;,  die  wirkende  Kraft  f^  die  Widerstands- 
kraft  ^  k^v^  dann  ergibt  sich  die  Bewegungsgleichung 


dt 


(a) 


Ihre  Integration  liefert  sofort 

-l-^\og{f-k^v)^t  +  c, 
Soll  fElr  f  =  0  auch  v  =  0  sein,  so  wird  die  Eonstante 


—  ii  log  f 


und  es  folgt 


oder 


h* 


(b) 


dx 


Wir  setzen  nun  ^  —  -ri  tind  integrieren  aufs  neue,  dann  wird 
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-  =  f('  +  f.  «-"'  +  ''') 


Soll  für  ^  =•  0  auch  a?  =  0  sein,  so  folgt  für  die  Konstante  c' 


C    =-p 


met 

90 
8(A 


und  wir  finden 

^=-|i(*  +  f.(e-*"'-l))-    (c) 

Aus  (b)  folgt,  daß  die  Geschwin- 
digkeit sich  dem  Endwert  filf  Asym-    '^' 
ptotisch  nähert.     Nehmen  wir  insbe-  gQ 
sondere  J^  sehr  klein  an  und  setzen 

so  ergibt  sich  angenähert  ftbr  nicht  zu  4a- 
großes  t 

und  «ö 


x^yi'(l-^t) 


10 


0     10     20     30     40     50     OOaec 

Fig.  5. 


Diese  Funktion  ist  in  Fig.  5  durch 
die  ausgezogene  Kurve  dargestellt,  die 
punktierten  Linien  geben  die  Teilwerte 
x^  =  \fi^  und  rr,  ^  ifk^^. 

6.  Aufgabe.  Die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  zu  tmier- 
suchen,  der  von  zwei  festen  PuiMen  seiner  Geraden  im  umgekehrten 
Verhältnis  zum  Quadrate  der  Entfernung  angezogen  wird. 

Auflösung*  Für  den  einen  festen  Punkt  0  sei  die  Abszisse 
»  0,  für  den  anderen  A  gleich  a,  dann  ergibt  sich,  solange  der  be- 
wegliche Punkt  zwischen  0  und  A  liegt,  also  0  <C  a;  <  a  ist,  die  Be- 
wegungsgleichung 

■      -^+,„-^.-  (a) 


X 


X*       {a  —  a?)* 


Da  ^  **  jT  =  j~  ^  ist,  können  wir  sofort  integrieren  und  finden 


V 


2 


v+^Hl-z)+2vCi-^-«_y 


(b) 


Aus  (a)  ergibt  sich  eine  Gleichgewichtslage  Pj  für  i  =»  0,  d.  h. 
wenn  die  Abszisse  x^  der  Proportion  genügt 

X4  •  a  '""'  X*  ***  A«  *  K*  , 
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woraos 

folgt     Der  zugehörige  Wert  toh  r'  wird 

r.'-r.«-2^^^^~)  +  |(t  +  *.)«  (d) 

und  zwar  wird  hier     j  ^^  0,  also  v^  ein  Minimum,  wihre&d  für 

or  »  0  und  x  »»  a  r'  unendlich  groß  ist  Daraus  ist  zu  sehen,  daß 
solange  9|'  >  0  ist,  ffir  keine  Lage  zwischen  O  und  Ä  die  Geschwin- 
digkeit Terschwinden  kann.  Der  Punkt  bew^  sich  also  nachdem 
er  die  Lage  P^  erreicht  hat,  nach  der  Seite,  nach  der  er  sich  anfangs 
bewegt,  weiter,  bis  er  auf  einen  der  Punkte  O  oder  Ä  stößt. 
Wird  dagegen  r^'  »»  0,  so  ergibt  sich 

r  ^ z •         • 

ax(a  —  X) 

Daraus  ist  zu  sehen,  daß  der  Punkt  sich  der  Lage  P|  asymptotisch 
nähert. 

Wird  endlich  t7|'  <  0,  so  ist  die  Lage  P^  unerreichbar.  Es  gibt 
dann  zwei  Lagen  P'  und  P'^  zwischen  0  und  J,  für  die  r  °«  0  wird. 
Zwischen  diese  Punkte  P'  und  P"  kann  der  bewegliche  Punkt  nicht  ge- 
langen, er  kehrt  vielmehr,  sowie  er  einen  tou  ihnen  erreicht  hat,  um. 

7.  Anf^be.  Ein  Punkt  P  hetcegi  sidi  auf  einer  Geraden  nach 
einem  festen  Punkte  dieser  Geraden  hin,  t?an  dem  er  umg^ehrt  pro- 
partUmal  dem  Quadrat  der  Entfernung  angesogen  wird.  Die  Bewe- 
gung geometrisch  zu  hesehrdhen. 

Aoflösmiig.  Wir  lassen  die  ganze  Bewegung  auf  der  x- Achse 
eines  ebenen  Koordinatensystems  vor  sich  gehen,  so  daß  x  die  Ent- 
fernung des  beweglichen  von  dem  festen  Punkte  bedeutet.  Durch 
einmalige  Litegration  der  Bewegungsgleichung  ergibt  sich  (vgL  §  9) 


\x       xj 


Ftlr  a:  =*  ^0  wird  v*  =  0.     Die  ganze  Bewegung  erfolgt  in  dem  Liter- 
valle  0  <  a:  <  Xq.     Ziehen  wir  aus  der  vorstehenden  Gleichung  die 

Wurzel  und  setzen  r  =   ,  - ,  so  finden  wir 


V. 


2  ,  ,    _        xdx       \x^dx  (^jTp -S-rc)d« 

^0  l/x(Xo  —  x)       '^x^x^  —  x)        yx(Xf^  —  x) 
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Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  setzen  wir  ^Xq —  a;  =  ^Xq  cos  o>, 

dx 
dann  wird  dx  =«  ^x^  sin  o  c2fi>,  also  dm  =  —:=^-—-z=zzr  und 


yx(x^—x) 


^XQd  sin  09 


(^Xf^ — x)dx 
Vx{Xo  —  x) 


So  finden  wir 


X, 


K^  —  ^o)  ^  9  ("  ""  s^°  ®)» 


wobei  6  =  1/  -  -  Ä.  Setzen  wir  nun  y  «  6  (^  —  (q) 

und  tragen  diese  Werte  über  der  o; -Achse  als 
Ordinaten  auf,  so  erhalten  wir  durch  die  Glei- 
chungen 


X 


2 


x^ 


(1  —  cos  co),     y  ^  -^  (ß>  —  sin  (o) 


Vig.  6. 


eine  Zykloide  dargestellt,  bei  welcher  der  rol- 
lende Kreis  den  Durchmesser  OÄ  =  Xq  hat  and 
durch  welche  die  Bewegung  völlig  bestimmt 
wird,  wenn  die  zu  a?  =  0,  d.  h.  co  =»  0  und 
y  »  0  gehörige  Zeit  ^ »  /^  bekannt  ist. 

8.  Aufgabe.  Die  geradlinige  Bewegung  zweier  PimMe,  die  sich 
proportional  der  Entfernung  (anziehen,  zu  untersuchen, 

Auflösung.  Wir  nennten  x  und  x^  die  Abszissen,  welche  die 
Lage  der  beiden  Punkte  festlegen,  dann  ergeben  sich  zwei  Bewegungs- 
gleichungen Ton  der  Form 

X  '^~  A»   \X\  **'yi       •*'l  ""-  "'i    V      """      \J 9 

woraus 

k^^x  +  k^x^  -  0, 
oder  integriert 

k^^x  +  k^x^  ^ct  +  d.  (a) 

Für  k^  +  k^*  =  a*  wird  ferner 

d*(x  —  rc,)  «/  V 

dt' «X^-o?,). 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

X  —  x^  =  Ä  cos  at  +  B  sin  at  (b) 

Die  gefundenen  Gleichungen  (a)  und  (b)  bestimmen  x  und  x^ .  Sind  die 
Punkte  anfänglich  in  Buhe,  so  muß  "ti  =  0,  -^  =  0  sein  fftr  ^  =«  0, 
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also  B  "»  0,  ferner  wird  auch  o  «  0,  und  sind  die  Anfangsabszissen 
a  und  a^ ,  so  ergibt  sich 

X  —  x^  ==  (a  —  dl)  cos  at,     k^x  +  h^x^  =»  h^a  +  Ä^a^. 
Nach  einer  Zeit  t  =  —  treffen  die  beweglichen  Punkte  in  der  Abszisse 

^^"k*  +  \^' 
zusanimen. 

0.  Aufgabe.  Die  geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  zu  unter- 
suchen^ der  von  einem  festen  Zentrum  proportional  der  Entfernung  an- 
gezogen wird  und  sicli  gegen  einen  der  Geschwindigkeit  proportionalen 
Widerstand  bewegt  (Problem  der  gedämpften  Schwingungen), 

AnflÖBung.  Die  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprechen  unge- 
flLhr  der  sehr  langsamen  Bewegung  eines  Pendels  unter  dem  Einfluß 
der  Schwere  und  des  Luftwiderstandes  oder  auch  den  Schwingungen 
einer  Magnetnadel  im  Innern  einer  Messingschale.  Die  Differential- 
gleichung der  Bewegung  wird  hier 

X  +  2/ii  +  Ifx  =  0.  (a) 

Dies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  kon- 
stanten Eoefßzienten.  Ist  h^  ^  A;^,  so  haben  wir  eine  aperiodische 
Bewegung.     Interessanter  aber  ist  der  Fall,  wo 

h^  <  Ä*. 

Setzen  wir 

^«  -  Ä*  =  w«, 

so  wird  das  allgemeine  Integral  von  (a) 

x  =  -4e~*'  cos  {mt  —  y) 

X  «  c~*'(a  cos  mt  +  b  sin  mt\ 

A  cos  y  «=»  a,     A  siny  =  b 


oder 


wenn  wir 


setzen. 

Wir  bestimmen  die  Konstanten  a  und  b  so,  daß 

für  ^  =  0:     a?  =  jTq,  i  =  0 
wird.     Wir  finden  dann  sofort 

h 


jr  =  o^Q c~*Mcos  mt  -\ sin  mi\ , 


-ht 


sin  mt. 


(b) 
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Der  bewegliche  Punkt  verläßt  den  von  dem  Zentrum  0  um  Xq 
entfernten  Punkt  Äq  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  0  und  nähert 
sich  0,  weil  x  abnimmt;  er  gelangt  in  0  an  nach  einer  Zeit  r,  die 
sich  aus  der  Gleichung 

h  fii 

cos  mz  H sin  wir  «  0     oder  tang  mr  =« i- 

m  n 

bestinmit.    Nach  der  Zeit  —  ist  der  Punkt  in  einer  Lage  A^  auf  der 

m  . 

anderen  Seite  von  0  angelangt,  wobei  die  Strecke  OÄ^ 

hn 

wird,  so  daß  |  ^i  |  <C  |  ^o  I  ^^'  ^  dieser  Lage  ist  die  Geschwindigkeit 
vrieder  0,  der  Punkt  kehrt  am,  geht  wieder  durch  0  hindurch  und 

gelangt  nach  der  Zeit  —  in  die  Lage  A^ ,  die  von  0  die  Entfernung 

Jl/Q     *~^     lA/Q  C 

hat  und  in  der  die  Geschwindigkeit  wieder  verschwindet.  So  bewegt 
sich  der  Punkt  hin  imd  her,  wobei  sich  die  Grenzlagen  ^q,  J., ,  ^, 
J^  ...  in  geometrischer  Progression  dem  Zentrum  0  nähern,  während 
die  Schwingungsdauer  unverändert  dieselbe  bleibt. 

Man  kann  der  Bewegung  auch  eine  elegante  geometrische  Deu- 
tung  geben.  Wir  betrachten  eine  logarithmische  (gleichwinklige) 
Spirale,  deren  Polargleichung  laute 

und  denken  sie  uns  von  einem  Punkte  durchlaufen  derart,  daß  der 
Winkel  d,  den  der  Radiusvektor  q  mit  der  Achse  OA^  einschließt, 
proportional  der  Zeit  zunimmt,  und  zwar  werde 

e^mt 

Der  konstante  Winkel  a,  den  die  Tangente  der  Spirale  mit  dem 
Radiusvektor  einschließt,  wird  durch  die  Gleichung  gegeben 

cotff  a  = • 

®  m 

Ziehen  wir  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Spirale  die 
Parallele  zu  der  Tangente  in  A^  und  sei  M  der  Schnittpunkt  dieser 
Parallelen  mit  der  Achse  OA^.    Setzen  wir  dann  OM  =*  x^  so  wird 

Maroolongo;  theoret.  MeobAnlk.  II.  8 
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X  ^»  Q  — ^^ «  x^e  *'(co8  mt  —  cotg  a  sin  mt) 


Bin  a 
oder 

h     . 


X  «  iCoC'"*'(cos  iwf  H sin  »im 


Dies  ist  wieder  die  erste  Gleicbung  (b).    Die  Bewegung  des  Punktes 

M  ist  also  genau  die  betrieu^htete  Bewegung.  Für  a  <»  -r-  oder  /i  »  0 

erhalten  wir  statt  der  Spirale  einen  Kreis  und  die  gewöhnliche  har- 
monische Bewegung  (vgl.  Maxwell,  A  Treatise  on  Electricitj  and 
Magnetism,  1873,  ?  731). 

10.  Aufgabe.     Das  PrMem  der  Schwebungen. 

Auflösung.  Wir  lassen  die  Bedingungen  der  vorigen  Aufgabe 
ungeftndert,  nur  fägen  wir  eine  Ki*aft  Ton  der  Größe  me  cos  j>^  hin- 
zu, so  daß  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  nunmehr  lautet 

Bei  der  Integration  dieser  Differexitialgleichnng  verfahren  wir 
so,  daß  wir  zunftchst  eine  partikuläre  Lösung  suchen.  Eine  solche 
ist 

Xq  =  c  cos  {pt  —  s) ,  (a) 

wenn  wir  hierin  c  und  e  noch  geeignet  bestimmen.  Zu  dem  Zweck 
führen  wir  in  die  Differentialgleichung  für  x  die  Funktion  x^  ein  und 

erhalten 

c(J(?  —  !>*)  cos  {pt  —  c)  —  2hcp  sin  (jpt  —  «)  —  c  cospt 
Da  wir  hierin  die  rechte  Seite 

=«  c  { cos  c  cos  (j?<  —  f)  —  sin  £  sin  (pt  —  e) } 
setzen  können,  sehen  wir,  daß  wir 

c(k^  —  p*)  ==  c  cos  £,     2hcp  ^  esin  6 

anzunehmen  haben,  also 

e  .  2hp 

c  = -;-     - — ,     tang  g  =  ,,        ,* 

y{k*  -  py  +  ^h*p* '  *«—/)» 

Nun  ergibt  sich  aber,  daß  die  Differenz  a;'  =  a;  —  ^Cq  der  Diffe- 
rentialgleichung 
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genügt,  welcbe  von  der  in  der  vorigen  Aufgabe  betracbteten  Form 
ist.     Wir  können  also  wieder  den  Ansatz  machen 

x'  =  Äe"^*  cos  {mt  —  y)  (b) 

und  finden  das  aUgemeine  Integral 

X'^ccos  {pt  —  0  +  -^c"*'  cos  [Yk^  —  Ä*  •  <  —  y},         (c) 

in  dem  Ä  und  y  die  Integrationskonstanten  sind.  Das  erste  Glied 
repräsentiert  die  erzwungene  Schwingung,  das  zweite  Olied  die 
Eigenschwingung.  Sind  die  Eigenschwingungen  ungedämpft,  also 
A  *=  0,  so  setzen  wir 

m  =jp  +  k 
und  schreiben 

-4  cos  { (p  +  il)<  —  y }  =  ti  cos  (p#  —  c)  —  t;  sin  (^f  —  c), 

wobei 

u  =  -4  cos  (A<  +  €  —  y),     V  =^  Ä  sin  {Xt  +  e  —  y), 

dann  wird 

flj  «  (c  +  tt)  •  cos  {pt  —  f)  —  t;  •  sin  {pt  —  e) 
oder 

x^  CcoB{pt'-€  +  e).  (d) 

Dabei  wird 

C«  =  c«  +  ^8  +  2cÄ  cos  {Xt  +  s  —  y) 
und 

■T7  sin  (A^  +  €  —  y)  =-  sin  0. 

Die  resultierende  Schwingung  läßt  sich  also  ansehen  als  eine 
gewöhnliche  Sinusschwingung  mit  veränderlicher  Amplitude  C  und 
Phase  d    Es  schwankt  die  Amplitude  zwischen  Ä  +  c  und  Ä  —  o,  und 

zwar  mit  der  Periode  -r-'  ^^^s^  Periode  ist  sehr  groß  gegen  die 
Periode  —  der  Eigenschwingungen,  wenn  die  Periode  der  erzwun- 

genen  Schwingung  —  der  Periode  der  Eigenschwingung  sehr  nahe 

gleich  ist.  Dann  tritt  das  Phänomen  der  Schwebungen  auf,  das  durch 
die  untenstehende  Figur  veranschaulicht  wird.    Ist  m  ein  ganzes  Yiel- 
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faches  Yon  X,  so  ist  die  Erscheinung  periodisch  mit  der  Periode  der 
Schwebungen.  Das  ist  in  der  Figur  angenommen.  Sind  die^ Eigen- 
Schwingungen  gedämpft,  also  h^O^  so  wird  in  dem  Ausdruck  (c) 
das  zweite  Glied  infolge  des  Faktors  e"^*  kleiner  und  kleiner,  wäh- 
rend das  erste  Glied  periodisch  wechselt  Es  sterben  also  die  Eigen- 
schwingungen allm&hlich  ab  und  nur  die  erzwungenen  Schwingungen 
bleiben  übrig.  Vgl  Lord  Rayleigh,  Theoty  of  Sound,  1877,  §  30, 
Webster,  The  Dynamcs  of  Pariides  etc.,  Leipzig  1904,  Art.  44« 


Zweites  Kapitel. 

Besondere  Probleme  der  Bewegung  eines  Punktes. 

1.  Bewegung  eines  nnfreien  PnnkteB.  Ist  ein  be- 
wegter Punkt  gezwungen  auf  einer  Fläche  zu  bleiben,  so  kann 
man  diese  kinematische  Bedingung  dynamisch  so  formulieren, 
daß  man  sagt,  auf  den  Punkt  wirke  eine  Kraft,  die  normal  zur 
Fläche  gerichtet  ist,  also  bei  jeder  Bewegung  des  Punktes  auf 
der  Fläche  keine  Arbeit  leistet  und  bewirkt,  daß  der  Punkt 
bei  seiner  Bewegung  die  Fläche  nicht  verläßt.  Wenn  wir  also 
den  in  die  Flächennormale  faUenden  Einheitsvektor  mit  n  be- 
zeichnen, so  wird  die  Bewegungsgleichung  hier  von  der  Form 

mP-^F+Bn,  (1) 

wobei  jß  die  Größe  der  Reaktionskraft  bezeichnet. 
Lautet  die  Gleichung  der  Oberfläche 

f{x,y,ß,t)^0,  (2) 

so  finden  wir  ftir  n 


wenn  wir 


'  -  m+ 0+ m 


setzen.    Nehmen  wir  ferner 

P  =-  ie^  +  ye,  +  'ie^,    -F—  Xe^  +  Ye^  +  Ze^, 

80  zerlegt  sich  die  Yektorgleichung  (1)  in   die   drei  Zahlglei- 
chungen 


»S  =  Z  +  Ag,  »ly-r+Ag,  m-i^Z+d^'     (3) 


indem  wir  A  =  —  setzen. 

V 
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Ist  ein  Punkt  gezwungen  auf  einer  Eorve  zu  bleiben,  die 
dnrch  zwei  Gleichungen 

/i(^,y,^,0  =  o  r2(^,y,^,0-=o  (4) 

dargestellt  wird,   so   werden   wir   auf  analoge  Weise  zu   den 
Gleichungen  geführt 

m-x  ~  X  +  k,i!i  +  X,^t 


cx    *     ^  dx 


my-r+A,f^  +  X,||, 


(5) 


Deuten  wir  die  hier  zu  X,  Y,  Z  hinzutretenden  Ghrößen  als  die 
Komponenten  einer  Kraft,  so  ist  diese  Kraft  normal  zu  der 
Kurve.  Sie  ergibt  sich  als  die  Resultante  zweier  Kräfte,  die 
normal  sind  zu  zwei  durch  die  Kurve  hindurchgehenden  Flächen. 
Nennen  wir  jR  die  Größe  dieser  Kraft,  so  gilt  auch  für  die 
Bewegung  auf  der  Kurve  eine  Gleichung  von  der  Form  (1). 

Zerlegen  wir  nun  die  Beschleunigung  und  die  Kräfte  in 
drei  Komponenten  nach  Tangente,  Hauptnormale  und  Binor- 
male der  Kurve,  so  wird  die  Komponente  B^  —  0,  es  ergibt  sich 
also  (vgl  S.  14) 

m^;^^F„    m'j^F^  +  R^,O^F,  +  B,.  (6) 

Dies  sind  die  natürlichen  Gleichungen  der  Bewegung.  Die 
erste  von  ihnen  gilt  auch  für  die  Bewegung  auf  einer  Fläche, 
wobei  die  Tangentenrichtung  t  der  Tangentialebene  angehören 
muß. 

Die  Fläche  oder  Kurve,  an  die  der  Punkt  gebunden  ist, 
sei  fest  und  die  Kraft  besitze  ein  Potential,  es  sei  also 

J'— grad  ü. 

Da  die  Fläche  oder  Kurve  fest  ist,  so  ergibt  sich 

nxdP  =  0; 

multiplizieren  wir  daher  die  Gleichung  (1)  skalar  mit  dP  und 

beachten,  daß 

JxrfP^grad  UxdP^dU 
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isty  80  folgt 

mPxdP^mPxPdt^^mdP^^dU 

und  durch  Integration 

mP^-2U^h 
oder 

mt;*-2tr-Ä.  (7) 

Dies  ist  ein  erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  das  als 
die  Energiegleichung  bezeichnet  wird.  Bewegt  der  Punkt 
sich  auf  einer  festen  Eurve^  so  genügt  diese  Gleichung,  um 
die  Bewegung  zu  bestimmen.  In  der  Tat  ist  dann  U  eine 
Funktion  der  Bogenlänge  s  und  die  Gleichung  (7)  ist  somit 
eine  Differentialgleichung,  die  s  als  Funktion  von  i,  d.  h.  den 
Ort  des  Punktes  auf  der  Kurve  als  Funktion  der  Zeit  bestimmt. 
In  dem  besonderen  Falle  der  Bewegung  eines  schweren 
Punktes  auf  einer  festen  Kurve  wird,  wenn  die  ^- Achse  vertikal, 

U^-mgz,  (8) 

dann  ist  die  aus  (7)  entstehende  Differentialgleichung  und  da- 
mit das  Bewegungsproblem  durch  Quadraturen  lösbar. 

Wenn  nämlich  die  Kurve   gegeben  ist,   so  sind  x  und  y 
als  Funktionen  von  z  bekannt.     Also  wird 

•'-«■+*'+*'-*'M+(S)'+©'l. 

und  es  ergibt  sich  nach  (7)  und  (8) 

(dz\^ h  —  2mgz 


\dt)  {^    ,    /dx\^ 


■"i'+a-n+ 


In  dieser  Gleichung  steht  auf  der  rechten  Seite  eine  Funktion 
von  z  allein,  die  Zeit  t  ergibt  sich  also  in  der  Tat  als  das 
Integral  einer  Funktion  von  z,  wobei  z  die  vertikale  Erhebung 
über  ein  Normalniveau  bezeichnet. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  daß  im  Falle  der  Bewegung 
eines  Punktes  auf  einer  voUkommen  glatten  Fläche,  wenn  die 
wirkende  Kraft  verschwindet  oder  beständig  zu  der  Fläche  nor- 
mal ist,  zufolge  der  Gleichung  (7)  U  =»  konst.  genommen  wer- 
den kann,  so  daß  aus  (7)  v  «>  konst.  folgt:   die  Bewegung  ist 
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also  gleichförmig.  Die  Beschleunigung  ßlllt  daher  in  die  Haupt- 
nonpale  der  Bahn;  andererseits  zeigt  die  Gleichung  (l)y.daß 
sie  zu  der  Fläche  normal  ist,  mithin  föllt  die  Hauptnormale 
der  Bahnkurve  mit  der  Flächennormale  zusammen  und  die 
Bahnkurve  ist  eine  kürzeste  Linie. ^) 

In  dem  Falle,  wo  die  Wirkungslinie  der  Kraft,  die  auf 
einen  frei  beweglichen  Punkt  wirkt,  stets  eine  feste  Achse  trifft^ 
läßt  sich  ebenfalls  sofort  ein  erstes  Integral  der  Bewegung  fin- 
den. Wählen  wir  nämlich  die  feste  Achse  zur  j?-Achse,  so 
werden  in  den  Bewegungsgleichungen 

mx  =  X,  my  =  Y,  m'i  —  Z 

X,  T  von  der  Form  X=^  qx,  F=py;  multiplizieren  wir  dann 
die  erste  Gleichung  mit  —  y,  die  zweite  mit  x  und  addieren 
sie,  so  erhalten  wir 

m  {xy  —  yx)  —  0 

und  durch  Integration 

,  m{xy  —  yx)^mc. 

Setzen  wir  x  ^r  cos  0,  y  =^  r  sin  ö,  so  wird  diese  Gleichung 

r«e  -  c.  (9) 

Sie  wird  als  die  Flächengleichung  bezeichnet 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wollen  wir  dazu 
übergehen,  einige  spezielle,  aber  sehr  wichtige  Aufgaben  zu 
behandeln. 

2.  Bewegung  eines  Punktes  unter  dem  BinfluB  einer 
Zentralkrait.  Der  Punkt  P  von  der  Masse  m  werde  von 
dem  Punkte  0,  dessen  Masse  M  sei,  angezogen  mit  einer  Kraft 
mMf(r),  demnach  ist  die  absolute  Beschleunigung  von  P,  die 
nach  0  hin  gerichtet  ist,  gleich  Mf{r).  Dagegen  soll  nach 
dem  Gegenwirkungsprinzip  auf  0  eine  nach  P  hin  gerichtete 
Kraft  von  derselben  Größe  mMf(r)  wirken,  dann  wird  die  ab- 
solute Beschleunigung  von  0  gleich  mf(r)  und  ist  von  0  nach 
P  gerichtet  Beziehen  wir  nun  die  Bewegung  von  P  auf  ein 
Koordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0  und  Achsen  von  un- 

1)  Euler,  Mechanica  slve  motas  scientia,  1736,  T.  IF,  Gap.  I,  Prop.  7, 8. 
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yeränderlicher  Richtung ,  so  wird  die  Bescfaleanigung  von  P 
in  diesem  Koordinatensystem  gleich  der  absoluten  Beschleuni- 
gung abzüglich  der  Beschleunigung  von  0;  da  diese  beiden 
Beschleunigungen  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  ergibt 
sich  für  die  Relativbeschleunigung  von  P  der  Wert  (M+  ni)f(r) 
oder  fif(r),  wenn  wir  (i^  M  +  m  setzen.  Dann  aber  ist  die 
ganze  Betrachtung  so  zu  führen,  als  ob  der  Punkt  P  von  einem 
festen  Zentrum  angezogen  würde. 

Nun  wissen  wir  aus  der  Kinematik,  daß  die  Bahn,  die 
ein  Punkt  bei  einer  solchen  Zentralbewegung  beschreibt,  eine 
ebene  Kurve  ist  und  daß  die  von  dem  Radiusvektor  durch- 
strichenen  Flächen  der  Zeit  proportional  sind.  Legen  wir  also 
in  der  Ebene  der  Bahn  den  Punkt  P  durch  ein  System  von 
Polarkoordinaten  r,  0,  dessen  Pol  0  ist,  fest,  so  haben  wir 

r«e  =  c.  (10) 

Dabei  ist  ^c  die  von  dem  Radiusvektor  in  der  Zeiteinheit 
durchstrichene  Fläche. 

Femer  ist  die  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Kraft 

F fif{r)  -^ [if(r)  gradr (i  gradyV(r)dr; 

wenn  wir  also  setzen 


//•o 


V)rfr-9)(r),    ü^-iig>(r),  (11) 

ergibt  sich 

l^=grad  U 

und  somit  folgt  aus  (7)  für  m  :==  1 

v^^h  +  2[i(p(r).  (12) 

Die  Gleichungen  (10)  und  (12)  reichen  hin  zur  Lösung 
des  Problems  und  diese  Lösung  ist  durch  Quadraturen  zu  er- 
reichen. 

Zunächst  haben  wir  aus  (10),  da  ^  ^  ^iß'  Ji  "^  jh'  ~if 


t;«  =  f>  +  r*e*  =  c 


2 
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uad  sonach  aus  (12) 


c« 


Ä  +  2fi9(r)-y.«^(r). 
Trennen  wir  dann  die  Yariabelni  so  ergibt  sich 

und   hieraus   durch  Integration   die  Polargleichung  der  Bahn. 

AuSerdem  wird 

dr       c  dr 


also  durch  Integration 


'+'-*/ 


dr 
VV(r)  ' 

Die   vier   auftretenden  Eonstanten  bestimmen  sich   durch  die 
Anfangsbedingungen. 

Um  über  das  willkürlich  gebliebene  Vorzeichen  zu  ent- 
scheiden, beachten  wir^  daß  durch  die  gegebene  Anfangsge- 
schwindigkeit auch  das  Vorzeichen  von  r,  d.  h.  von  Vi^ir), 
für  ^  =  0  bestimmt  wird,  und  dieses  Vorzeichen  halten  wir 
fest  so  lange^  bis  f  =»  0  wird.  Wenn  dann  nicht  auch  r  —  0 
ist,  wechselt  f,  d.  h.  "[/^(r)  sein  Vorzeichen.  Ist  die  gegebene 
Anfangsgeschwindigkeit  senkrecht  zum  Radiusvektor ,  also 
^(r^)  =  0  oder  r^  =  0,  dann  müssen  wir  den  Wert  von  f  be- 
nutzen^ der  durch 

r-fiZ-W  +  p 
gegeben  wird.     In  der  Tat  ist 


1)  Eine  genaue  Diskussion  der  Bahnkurve  findet  man  bei  BoUe- 
mann,  Vorlesungen  über  die  Prinzipe  der  Mechanik^  Leipsig  1898,  1.  Teil, 
S.  78  (§  28). 

Variiert  die  Kraft  allgemein  wie  r",  so  ergibt  sich,  daß  für  n  ==  1, 
—  2,  —  8  die  Integrationen  sich  durch  Ereisfunktionen  ausführen  lassen. 
Für  n  ^=  6,  3,  0,  —  4,  —  6,  —  7  lassen  sich  die  Integrationen,  wenn  man 
für  die  Variable  den  reziproken  Wert  u  des  Radiusvektors  oder  u* 
nimmt,  durch  elliptische  Integrale  ausführen. 
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Ist  nun  r  >  0  für  i^O,  so  ist  r  ein  Minimum  f&r  ^  =  0  und 
wächst  sonach  mit  der  Zeit^  das  Integral  muß  mit  dem  Vor- 
zeichen +  genommen  werden;  ist  dagegen  r  <  0  für  t  =^0,  so 
ist  das  Vorzeichen  ~  zu  wählen.  Ist  aber  r  =  0,  so  folgt,  da 
f  von  der  Form  r  =  x(t)^  ^^^f  durch  emeate  Differentiation 
r*  =  Z  W''  +  z'W^*  "^  ö  ^^^  ^^  verschwinden  alle  Derivierten 
von  r,  d.  h.  r  ist  konstant^  und  der  Punkt  bewegt  sich  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  auf  einem  Kreis. 

Die  Punkte,  wo  f  =  0,  aho  r  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum und  die  Bewegungsrichtung  senkrecht  zum  Radiusvektor 
ist;  heißen  die  Apsiden  der  Bahn.  Verbindet  man  eine  Apsis 
Ä  mit  dem  Zentrum  0,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Bahnkurve 
bezüglich  dieser  Linie  symmetrisch  ist.  Rechnen  wir  nämlich 
von  dem  Radiusvektor  OÄ  ^  a  nach  beiden  Seiten  hin  gleiche 
Winkel  0  und  nennen  r,  r^-  die  zugehörigen  Radien vektoren, 
so  ergibt  sich 


und  sonach 


J 


also 


r  =  ri. 


Wir  nehmen  nun  den  besonders  wichtigen  Fall,  wo 

also  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  ist, 
dann  finden  wir  der  Reihe  nach 

wenn  wir 
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setzen.     Weiter  ergibt  sich 

und  durch  Integration 

p  =»  a  cos  (ö  —  Ö0), 

woraus 

P 

^"^  l  +  ecoB(6  — (9o)' 
wenn  wir 

c*      «       -    ,   he* 

-^        ft  '  1* 

setzen.  Die  so  gefundene  Bahnkurve  ist  ein  Kegelschnitt^), 
Ton  der  0  ein  Brennpunkt  ist^  und  zwar  wird  der  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel^  Parabel  oder  Ellipse^  jenachdem  A  >,  »  oder 
<0  ist.  D^in  dementsprechend  ist  c>,  —  oder  <  1;  die 
Werte  r^,  r,,  die  sich  für  ö  =  ö^^  und  6  ^  0^  +  n  ergeben  und 
die  den  Apsiden  der  Bahn,  den  Endpunkten  der  Hauptachse 
des  Kegelschnittes,  entsprechen,  werden  nämlich  in  den  drei 
Fällen 

l)ri>0,  r,<0,    2)  r,>0,  r,-oo,    3)  r^  >  0,  r,  >  0. 

Im  ersten  Falle  liegen  die  Endpunkte  der  Hauptachse  auf  der- 
selben Seite,   im   dritten   Falle   auf  verschiedenen  Seiten   des 


1)  Bertrand,  Sur  la  possibüUt  de  deduire  d'une  »eule  des  l(n8  de 
Kepler  la  loi  de  Vattractian^  Gomptes  rendus  t.  84,  p.  671  (1877),  and 
ebenda  p.  731,  hat  das  Problem  aufgestellt,  alle  Kraftgesetze  za  be- 
stimmen, die  für  beliebige  Anfangsbedingungen  einen  Kegelschnitt  als 
Bahnkurve  liefern.  Durch  eine  geometrische  Überlegung  bewies  er,  daß 
die  Kraft  durch  einen  bestimmten  Punkt  gehen  oder  einer  bestimmten 
Richtung  parallel  sein  muß.  So  vereinfacht,  fand  das  Problem  seine 
Lösxmg  durch  Darbouz,  ebenda  p.  760,  986  (auch  Note  Xu  zu  der 
Mäcanique  von  Despeyrous)  und  Halphen,  ebenda  p.  989.  Der  letztere 
hat  auf  analytischem  Wege  bewiesen,  daß  eine  Kraft,  die  von  der  Lage 
des  Angriffspunktes  abhängt  und  diesen  bei  beliebigen  Anfangsbedin- 
gungen in  einer  ebenen  Bahnkurve  bewegt,  durch  einen  festen  Punkt 
gehen  oder  einer  festen  Richtung  parallel  sein  muß.  Stephanos,  Sur 
lea  forces  dannant  lieu  ä  des  irajectoires  coniques^  Journal  für  Math. 
Bd.  181,  S.  186  (1906),  hat  den  Fall  einer  beliebigen  Kraft  in  Betracht 
gezogen. 
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Brennpunktes.  Ist  a  die  halbe  Hauptachse,  so  wird  im  ersten 
FaUe 

im  dritten  Falle 

demnach  ergibt  sich  in  den  drei  Fällen 

««■-KI  +  t).    2)^-^,    3)  ..-,(1-1). 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß  die  Größe  der  Hauptachse  a 
nur  von  dem  Radiusvektor  und  der  Geschwindigkeit  zu  Anfang 
der  Bewegung  abhängt.  Wir  beschränken  uns  nunmehr  auf 
die  elliptische  Bewegung  und  geben  für  diesen  Fall  auch  noch 
einmal  die  Ableitung  der  benutzten  Polargleichung.  Wir  neh- 
men auf  dem  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Durch- 
messer AB  =2a  einen  beliebigen  Punkt  Q,  fällen  das  Lot 
Qli  auf  AB  und  teilen  es  durch  einen  Punkt  P  in  dem  ge- 
gebenen Verhältnis  b  :  a.  Dann  ist  P  ein  Punkt  einer  Ellipse 
mit  der  großen  Achse  AB  und  der  kleinen  Achse  2b.  Der 
Winkel  AOQ^u  heißt  die  exzentrische  Anomalie  des 
Ellipsenpunktes  P. 

Wir  fahren  mm  einen  Punkt  F  auf  OA  im  Abstände  ae 
von  0  ein  und  setzen  FP  =  r,  <^  AFP  —  0,  Dann  ergibt 
sich  sofort 

OB  =  a  cos  u^ae  +  r  cos  0, 
BP  —  &  sin  u  »  r  sin  0 

Durch  Differentiation  finden 
wir  hieraus 

asinwdti«rsinörf6— rfrcosö,  ^ 
bcoaudu^rcoaddO+drsmO, 

und  wenn  wir  nun  dr  elimi- 
nieren^ mit  Rücksicht  auf  die 
ursprünglichen  Gleichungen, 

a6  (1  —  6  cos  u)  du  =  r^dO.  Kig.  g. 
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Daraus  folgt 

ab{u  —  c  sin  w)  =»  c  •  ^, 

die  sogenannte  Kepler  sehe  Oleichung. 
Weiter  finden  wir 

a*  ^  (ae  +  r  cos  ö)*  +  ,^r*  sin*  0, 
Diese  Gleichung  aber  wird,  wenn  wir  a*e*="  a* —  6*  annehmen, 

pT*  «  6*  —  2aer  cos  6  +  ^, ^ r*  cos*  ö 
und  wenn  wir  links  und  rechts  die  Wurzel  ausziehen 

—  r  =-  6  —  -=-  r  cos  ß 

0  0 

oder 

P 


1  +  c  cos  d  ' 

für  p  «=  —  •     Dies  ist  die  frühere  Gleichung,  wenn  wir  darin 

00  =»  0  nehmen. 

Setzen  wir  aber  in  die  vorhergehende  Gleichung 

r  cos  ö  =•  a  cos  u  —  ae 
ein,  so  erhalten  wir 

^^«6  +  _ ^.cosu 

oder 

r  =a  a(l  —  e  cos  m). 

So  wird  r  durch  u  ausgedrückt.     Femer  findet  man 

r  —  r  cos  ö  «  a(l  +  c)  (1  —  cos  u), 
r  +  r  cos  ö  «=  a(l  —  e)  (1  +  cos  u) 

und  wenn  wir  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  diyi* 
dieren  und  die  Wurzel  ausziehen, 


tang  ~   «  ]/J  '^l  tang  -J  - 


3.  Bewegung  der  Planeten  um  die  Ek>nne.  Die  drei 
Sätze,  welche  die  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne  be- 
schreiben und  unter  dem  Namen  der  Eeplerschen  Geisetze 
bekannt  sind,  lauten: 
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1)  Die  Bahn  jedes  Planeten  ist  eine  EUipse^  in  deren  einem 
Brennpunkte  die  Somie  steht 

2)  Die  von  dem  Badiusvektor  aus  der  Sonne  nach  dem 
Planeten  durchstrichene  Fläche  wächst  proportional  der  Zeit. 

3)  Die  Quadrate  der  Umlauf szeiien  verhalten  sich  wie  die 
Kuben  der  großen  Achsen, 

Die  zwei  ersten  Gesetze  veröffentlichte  Kepler  1609  in 
der  Astronomia  nova^  welche  die  Bewegung  des  Planeten  Mars 
behandelt,  das  dritte  in  der  Harmonice  mnndi  1619.  Aus  diesen 
Gesetzen  leitete  Newton  die  Existenz  einer  anziehenden  Kraft 
zwischen  der  Sonne  und  den  Planeten  ab. 

Aus  dem  zweiten  Gesetz^  dem  Flächensatz,  folgt  zunächst, 
daß  auf  den  Planet  eine  in  seine  Verbindungslinie  mit  der  Sonne 
fallende  Ej*aft  wirkt  Da  aber  die  Kraft  immer  nach  der  kon- 
vexen Seite  der  Bahnkurve  hin  gerichtet  ist  und  die  Ellipse  dem 
Brennpunkt  ihre  konvexe  Seite  zukehrt,  folgt  auch,  daß  die 
Kraft  auf  die  Sonne  zu  gerichtet  ist.  Daraus,  daß  die  Bahn- 
kurve eine  Ellipse  ist,  ergibt  sich  dann  weiter  nach  dem  im 
vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten,  daß  die  Kraft  dem 
Quadrat  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist.  Die  üm- 
laufszeit  läßt  sich  nun  nach  dem  Flächensatz  sofort  berechnen. 
Der  Flächeninhalt  der  Bahnkurve  muß  nämlich  einerseits  gleich 
^cT  sein,  andererseits  aber  ist  er  gleich  nah.    Daraus  folgt 

27tab 

Hierdurch  aber  läßt  sich  die.  Konstante  (i  in  dem  Ansatz  der 
Kraft 

bestimmen.     Es  wird  nämlich 


tmd  so  Bchliefilich 


f*  -  j,-  =  b*«  "    T« 


Wenn  anderseits  die  Anziehung  von  einer  Masse  M  her- 
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rührt,  die  sehr  groB  gegenüber  der  Masse  der  PlaDeten  ist,  so 
daß  man  M  +  m  durch  M  ersetzen  kann,  so  muß 

werden,  und  es  ergibt  sich 

f  -  -   ^  Tlf 

also  gleich  für  alle  Planeten,  und  dies  wird  durch  das  dritte 
Keplersche  Gesetz  bestätigt. 

Nach  der  vorletzten  Formel  für  F  wird  die  Beschleunigung 
des  Planeten  in  der  Entfernung  a 

Wenden  wir  dies  auf  den  Mond  an,  indem  wir  annehmen,  daß 
er  sich  in  einem  Kreise  bewegt,  in  dessen  Mittelpunkt  die 
Erde  steht,  so  finden  wir  für  die  Beschleunigung^  die  ihm  die 
Anziehung  der  Erde  erteilt,  unter  der  Voraussetzung,  daß 

a  =  60  Erdradien,     T  =-  27  Tagen 
ist,  angenähert 

23ta  =  60  .  40  .  10»  cm,     T  -  27  •  24  •  60  •  60  sec 

und  demnach  wird 

26,12     10*        997,  ,, 

^' "  "262- •  60«  =^  6Ö-«  (^°^' «^^■"  )• 

Gehen  wir  dagegen  von  der  Beschleunigung  g  an  der  Erdober- 
fläche aus,  so  ergibt  sich  aus  dem  Newtonschen  Attraktions- 
gesetze 

und  die  beiden  gefundenen  Werte  stimmen  in  der  Tat  ange- 
nähert überein.  Dies  war  die  erste  Probe,  die  Newton  auf 
sein  Attraktionsgesetz  machte. 

Die  Ausdehnung  des  gefundenen  Anziehungsgesetzes  auf 
irgend  zwei  Teilchen  der  Materie  bildet  das  allgemeine  Gray i- 
tationsgesetz    Newtons;    f  ist   die    allgemeine   Gaußische 
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Gravitationskonstante,  deren  Dimensionen^  da  F  die  Di- 
mensionen [»»,  l,  1r  *J  hat, 

werden.  Um  sie  zu  berechnen,  kann  man  für  Jlf  die  Masse 
der  Erde,  für  m  die  Masseneinheit  an  der  Erdoberfläche  nehmen, 
dann  wird,  wenn  q  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  und  R 
ihren  Radius  bezeichnet,  an  der  Erdoberfläche 

F=^g^f'^nQR 


und  sonach 


f-.i 


9 


ngB 

Setzt  man  für  eine  angenäherte  Berechnung 

2ÄiJ  =  4.10»,    ^-9,81,    ()-5,67, 
so  wird 

f-  ümööö  =  6,67 .  10-»  (cm»,  gr-S  sec"») 

also  außerordentlich  klein.     Genauer  wurde  gefunden 

f^  6,6576  .  10-»  (cm»,  gr-^  sec-«).  *) 

4.  Das  einfiiohe  Pendel.  Unter  einem  einfachen  Pendel 
versteht  man  einen  materiellen  Punkt,  der  sich  imter  dem  Ein- 
fluß der  Schwere  auf  einem  yertikalen  Kreise  bewegt.  Man 
stellt  ein  solches  Pendel  annähernd  her,  indem  man  eine  schwere 
Kugel  durch  einen  Faden  von  verschwindend  geringem  Ge- 
wichte an  einem  festen  Punkte  aufhängt. 

Mit  M  wollen  wir  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  mit  l 
seinen  Radius  (die  Länge  des  Pendels),  endlich  mit  9  den  Winkel, 
den  der  Radius  MF  (oder  der  Faden)  mit  der  durch  M  gehen- 
den Yertikalen  bildet,  bezeichnen.  Die  Größe  der  Geschwindig- 
keit wird  dann 

und  nehmen  wir  die  Ordinaten  js  vertikal  nach  aufwärts  vom 
Niveau  des  Punktes  M  aus,  so  wird 

lf=^  —  mgz  =  mgl  cos  9?. 


1)  Boys,  On  the  Newtonian  Constant  of  Gravitation^  Philosophical 
Transactions,  Vol.  186,  p.  1  (1896). 

Maroolongo:  theoret  Mechanik.  II.  4 
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Die  Gleichung  (7)  liefert  also 

Pq)^  —  2gl  cos  g? 


h 

tn 


Fig.  9. 


oder  wenn  wir  eine  neue  Konstante 
k  =  - — j  einführen, 

g?«  =  2  5  (fc  +  cos  q>).         (13) 

Wollen  wir  nun  die  Reaktions- 
kraft li  bestimmen,  so  haben  wir  zu 
beachten,  daß  die  Normalkomponente 
der  Schwere 

JP^  ==  —  mg  cos  y 


wird-,  es  ergibt  sich  also  aus  (6) 


B 


m 


,  +  mg  cos  g?  =»  mg{2k  +  3  cos  q>). 

Diese  Reaktionskraft  muB  aber  stets  einen  positiven  Wert  haben, 
wenn  der  Faden  immer  gespannt  bleiben  soll.     Es  folgt  also 

2*  +  3  cos  g?i  >  0, 

wenn  (p^  den  größten  absoluten  Wert  bezeichnet,  den  q>  annimmt. 

Wir  haben  nun  drei  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Ist  X;  >  t,  so  kann  in  dem  Ausdruck  für  qp^  die  rechte 
Seite  nie  verschwinden,  der  Punkt  durchläuft  also  den  ganzen 
Kreis.     Die  Winkelgeschwindigkeit  ip  hat  ihren  größten  Wert 

1/  2  ^  (A;  +  1)  im   tiefsten  Punkte  0  des  Kreises,   wo  y  =  0 

ist,  und  ihren  kleinsten  Wert  1/  2  ~  (A;  -—  1)  im  höchsten  Punkte 

des  Kreises,  für  g?  ==  jr. 

2.  Ist  i  =  1,  so  wird 

ip  =  2l/-~  cos  ig? 

und    der    Punkt   erreicht    den   höchsten   Punkt   mit  der    Ge- 
schwindigkeit 0.     Weiter  ergibt  sich 


_d(iqp)_ 
COS  ^9 


Vi-«- 
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Schreiben  wir  die  lioke  Seite  dieser  Gleichung  in  der  Form 

«4-cp    .    ^ -{- w  .         «  4- flp    ' 

cos  —    --  am  —  -'— -  tang  — ^-^ 

4  4  4 

SO  ergibt  sich  sofort  durch  Integration 

logtang*-!"»!/!^, 

wenn  die  Zeit  vom  Durchgange  durch  den  tiefsten  Punkt  0 
an  gerechnet  wird.  Daraus  folgt  aber,  daß  i  unendlich  groß 
wird  für  <p  ^  st,  der  Punkt  erreicht  also  die  höchste  Stelle 
erst  nach  unendlich  langer  Zeit,  d.  h.  nälfert  sich  ihr  asym- 
ptotisch. 

Dies  gilt  aber  nur,  wenn  der  bewegliche  Punkt  P  mit 
dem  Mittelpunkt  M  starr  yerbunden  ist.  Sonst  zeigt  die  vor- 
her gefundene  Gleichung,  daß,  sowie 

2  +  3  cos  ^  =  0 

wird,  also  cos  9?  =  —  ?  und  9  ungefähr  gleich  131®  48',  die 
Kugel  des  Pendels  herunterfällt. 

3.  Nehmen  wir  schließlich  —  1  <  A:  <  1  an,  so  läßt  sich 
ein  Winkel  q)^  so  bestimmen,  daß 

A;  =  —  cos  <pi 

wird,  also  9?^  stumpf  ist,  wenn  ä;  positiv  ist,  ein  Rechter,  wenn 
Ä  =  0,  und  ein  spitzer  Winkel,  wenn  k  negativ  wird.  Dann 
können  wir  die  Gleichung  für  9*  in  die  Form  bringen 


.p«-4^(8inV-8in'^> 


Es  ist  daraus  sofort  zu  sehen,  daß  (p^  der  größte  absolute 
Wert  ist,  den  (p  erreicht,  also  die  Amplitude  der  Schwingung, 
die  P  ausführt.  Die  Zeit,  die  das  Pendel  gebraucht,  um  aus 
der  tiefsten  Lage  in  die  durch  den  Winkel  (p  gegebene  Lage 
zu  gelangen,  ist  gegeben  durch  das  Integral 

4* 
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=|/i  r «. 


Das  Integral  ist  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung.     Man 
bringt  es  auf  die  Normalform  mit  Hilfe  der  Substitution 


sin  1^  =  sin  Y  sin  M  =  X  sin  u, 


dann  wird 


^    9  J    l/l  — x*8in»« 

0      ^ 

Eine  Viertelschwingung  ist  die  Zeit,  die  das  Pendel  gebraucht, 
um  aus  der  tiefsten  Lage  in  die  Lage  der  größten  Ausweichung 
oder  aus  dieser  umgekehrt  in  jene  zurück  zu  gelangen.  Hat 
aber  9  den  Wert  tp^y  so  hat  u  den  Wert  ^n^  man  findet  also 
für  die  Dauer  \T  einer  Viertelschwingung  den  Ausdruck 

iT-l/I  f-j=-^^ (14) 

0 

Um  dieses  Integral  auszufahren^  ist  es,  solange  x  ein  mäßiger 
Bruch  und  demnach  die  Amplitude  9^  nicht  sehr  groß  ist, 
zweckmäßig,  den  Integrand  in  eine  Reihe  zu  entwickeln.  Man 
findet  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

(1  —  X*  sin*  uY^  =«  1  +  -s-x*  sin*  m  +  s--tX*  sin*  u 
Bei  der  Integration  haben  wir  zu  beachten,  daß 


n 
T 

m  —  1)      n 
2m~    *  ^ 


7-  /*      •     8m         J  1  •8-6--(2« 

">       ./  2  •  4  •  6  •  •  • 


wird.     Dies   läßt   sich    durch    partielle   Integration   leicht   be- 
stätigen, denn  auf  diesem  Wege  ergibt  sich 


4.  Das  einfache  Pendel.  53 


oder 


J-„  =  (2m-l)(J-„_,-J-J 

j.         2m—  1  j. 
Es  wird  aber  Jq^  I  du  =  ^n,  und  demnach  findet  man  sofort 

0 

die  Yorstehende  Formel.    Dann  folgt  durch  Integration  der  vor- 
stehenden Reihe  zwischen  den  Grenzen  0  und  -^ 

Die  Reihe  gliedweise  zu  integrieren  ist  gestattet,  weil  sie 
zwischen  den  Grenzen  0  und  ^7t  gleichförmig  konvergiert. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  die  Amplitude  g?^,  also  auch 
X  sei  sehr  klein,  so  können  wir  in  der  Reihe  für.T  alle  Glie- 
der außer  den  ersten  zwei  yemachlässigen  und  finden 

oder,  da  wir  für  sehr  kleines  (p^  auch  x  =  sin  y  =  —-  setzen 
können. 

Für  ganz  kleines  (p^  ergibt  sich  als  erste  Annäherung 

Diese  Formel  kann  man  auch  direkt  daraus  gewinnen,  daß  für 
sehr  kleines  (p^ 


fy 


d>p  _or      ^f 2rarc8m-'^-T'-« 

9xJ0 


Bin» '^>- Bin    2 


1)  DaB  Behr  intereisante  Problem  eines  Pendels  von  yeränderlicher 
Länge  behandelten  Lecornu,  Memoire  Bur  le  pendnle  de  longaenr  va- 
riable, Acta  math.,  Bd.  19,  S.  201  (1896)  und  Peano,  Sul  pendolo  di 
Innghezza  variabile,  Rendic.  del  circolo  matem.  di  Palermo,  t.  10,  p.  86 
(1896). 
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wird.  Es  zeigt  diese  Pendelformel,  da  sie  von  (p^  unabhängig 
ist,  den  Ton  Galilei^)  entdeckten  Isochronismus  kleiner 
Schwingungen. 

B.  Das  Bph&risohe  Pendel.  Wir  behandeln  das  Problem 
der  Bewegung  eines  schweren  Punktes,  desseu  Anfangsgeschwin- 
digkeit gegeben  und  der  gezwungen  ist,  in  einer  Kugel  zu  bleiben. 
Der  Mittelpunkt  der  Kugel  sei  der  Ursprung,  g  sei  ein  vertikal 
nach  abwärts  gerichteter  Einheitsvektor,  dann  wird  die  Glei- 
chung der  Bewegung 

Hierbei  bezeichnet  m  die  Masse  des  bewegten  Punktes  P, 
a  den  Kugelradius,  R  die  Größe  der  von  der  Kugel  ausgeübten 
normalen  Reaktionskraft. 

Die  Gleichung  (7)  liefert  uns  sofort  das  erste  Integral 

mv*  =  A  —  2mgZf 

wenn  wir  der  ^e?- Achse  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  g 
geben;  in  der  Äquatorebene  ergibt  (9)  das  weitere  Integral 

r^e  «=  c. 

Es  ist  auch  leicht,  diese  beiden  Beziehungen  direkt  aus  der 
Bewegungsgleichung  abzuleiten.  Die  erste  ergibt  sich,  indem 
man  mit  F  skalar  multipliziert  und  beachtet,  daß  (P  —  0)  x  P  =  0 
ist.     Man  kann  dünn  direkt  integrieren  und  findet 

P«-.A  +  2</^P-0)xj/. 

Um  die  zweite  Beziehung  zu  finden,  beachte  man,  daß  P, 
P  —  0,g  zufolge  der  Beiregungsgleichung  einer  Ebene  ange- 
hören, es  wird  also 

gx(P-O)AP  =  0 
und  durch  Integration 

j/  X  (P  -  0)  A  P  =  konst. 
Die  gefundenen  beiden  Beziehungen  genügen,  um  das  Problem 

1)  Disearsi  e  dimosirazioni  ecc,  Edizione  nazionale,  VoL  8,  p.  189  seq. 
S.  auch  Dialogo  dei  due  masstmi  sistemi^  Ediz.  naz.,  Vol.  7,  p.  266,  476. 
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auf  Quadraturen  zurückzuführen.     In  der  Tat  ergibt  sich 
r^  +  js^  =  a'    und  daraus    rir  +  ek  =  0, 


aufierdem 


v»  «  f «  +  r«e«  +  ;^  =«  A  ».  2gg. 


Eliminieren  wir  r  und  6  aus  den  gefundenen  Gleichungen,  so  er- 
halten wir,  wenn  wir 

r(^)  =  (a»-^)(A_2p^)-c> 
setzen, 

und  weiter 

j^      cdt                 acdz 
dB  ^  —^  ^  -u — =. 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  liefert  durch  eine  Quadra- 
tur B  als  Funktion  von  t,  die  zweite  liefert,  wenn  wir  beachten, 
daß 

B  —  arc  tanjf  — 

ist,  eine  Relation  zwischen  x,  y,  Zy  d.  h.  die  Gleichung  einer 
Flache,  deren  Schnitt  mit  der  Kugel  die  Bahnkurve  des  Punktes 
bildet. 

Die  vollständige  Lösung  des  Problems  läßt  sich  mit  Hilfe 
von  elliptischen  Funktionen  durchführen.^)  Wir  können  aber 
ohne  weiteres  den  allgemeinen  Charakter  der  Bewegung  an- 
geben. 

Da  die  Funktion  f{B)  für  jer  =«  ±  a  negative  Werte  an- 
nimmt und  nicht  immer  negativ  sein  kann,  muß  sie  für  zwei 
reelle  Werte  «,  ß  von  z,  die  zwischen  -|-  a  und  —  a  liegen, 
verschwinden.  Deshalb  ist  die  Bahnkurve  zwischen  zwei 
Parallelkreisen  enthalten,  die  der  bewegte  Punkt  ab- 
wechselnd in  endlichen  Zwischenräumen  erreicht,  denn 
yf(z)  wird  unendlich  klein  von  der  Ordnung  -\,  wenn  z  einem 


1)  Da  rege,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen^  Lpz.  1878;  Qreen- 
hill,  The  applications  of  eUiptic  funetions,  London  1892,  p.  214. 
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der  Werte  a,  ß  unendlich  nahe  kommt.  Für  diese  Werte  wird 
ir  =»  0;  die  Geschwindigkeit  ist  also  längs  des  Parallelkreises  ge- 
richtet, die  Bahnkurve  berührt  abwechselnd  die  be- 
grenzenden Parallelkreise. 

Es  sei  y  die  dritte  reelle  Wurzel  von  f(js)  =  0,  die  zwi- 
schen a  und  oo  liegt.     Da 

a/3  +  y(a  +  /J)  -  -  a* 

und  das  Produkt  aß  dem  absoluten  Werte  nach  nicht  größer 

als  a'  sein  kann,  schließen  wir,  daß  a  +  ß  <0  ist.   Wir  können 

dies  so  deuten:  der  zwischen  den  beiden  begrenzenden 

Parallelkreisen    in   der   Mitte    liegende    Parallelkreis 

gehört  der  unteren  Kugelhälfte  an. 

Ist  nun 

a^h  —  c'm  <  0, 

so  ist  aßy  >  0,  also  sind  a,  ß  beide  negativ,  die  Bahnkurve 
trifft  den  Äquator  nicht  und  ihre  Projektion  auf  die  Äquator 
ebene  berührt  nur  die  Projektionen  der  beiden  begrenzenden 
Parnllelkreise,  nicht  aber  die  Projektion  des  Äquators.  Ist  da- 
gegen 

a*h  -  c^m  ^  0, 

so  ist  von  a,  ß  eines,  etwa  a,  negativ  und  das  andere^  ß,  posi- 
tiv und  dem  absoluten  Betrage  nach  ^  «;  die  Bahnkurve  durch- 
setzt den  Äquator  und  ihre  Projektion  auf  die  Aquatorebene 
berührt  ihn. 

Im  Falle  c »  0  geht  die  Bewegung  in  einem  Meridian 
vor  sich  und  man  kommt  auf  den  Fall  des  einfachen  Pendels 
zurück.  Ist  dagegen  cc  ^  ß,  so  geschieht  die  Bewegung  in 
einem  Parallelkreise  und  ist  gleichförmig;  die  Quadraturen 
lassen  sich  mit  elementaren  Funktionen  ausführen. 

Was  das  Vorzeichen  von  Yf{e)  betrifit,  so  ist,  wenn  zu 
Anfang  k  negativ  ist,  also  z  abnimmt,  das  Zeichen  —  zu  wählen, 
bis  z  den  niedrigsten  Wert  a  erieicht  hat,  von  diesem  Werte 
an  nimmt  es  wieder  zu  und  das  Vorzeichen  wird  -f ,  bis  j? 
den  höchsten  Wert  ß  erreicht  hat  usw. 


5.  Das  sphärische  Pendel.  57 


Wir  können  schließlich  den  Wert  R  der  normalen  Reak- 
tionskraft berechnen;  aus  der  Bewegongsgleichung  folgt  sofort 

w  P  X  (P  -  0)  =  w^f  flF  X  (P  -  0)  -  jßa, 
und  da  sich  aus 

die  Beziehung 

Px(P- 0)  +  P««0 
ergibt,  finden  wir 

jB  =«  —  (Ä  —  3mgz), 

Wird  in  einem  Punkte  ü  =  0,  so  verläßt  der  bewegte 
Körper  die  Kugel;  dieser  Fall  kanp  nie  eintreten,  wenn  a,  ß 
und  mithin  js  negativ  sind,  weil  dann 

3gjs  ='  v^  —  gz>0 

ist. 

Besonders  interessant  ist  der  Fall,  wo  der  bewegte  Körper 

nur  kleine  Oszillationen  ausführt.     Dann  können  wir  0  als  von 

—  a  wenig  verschieden  ansehen  und  die  Anfangsgeschwindigkeit 

Vq  als  sehr  klein,  demnach  ist  die  Konstante  h,  wenn  wir  das 

Quadrat   von   Vq   vernachlässigen,   sehr   nahe   gleich   ^2mga 

und  folglich 

B  «  mg. 

Wenn  wir  also  mit  Q  die  Projektion  des  Punktes  P  auf  die 
Äquatorebene  bezeichnen,  so  wird  die  Gleichung  der  Bewegung 
von  Q 

d.  h.  Q  bewegt  sich,  als  ob  es  einer  Anziehungskraft  unter* 
worfen  wäre,  die  nach  dem  Zentrum  der  Kugel  hin  gerichtet 
und  dem  Abstände  von  diesem  Zentrum  proportional  ist.  Die 
Bahn  von  Q  ist  demnach  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  im 
Zentrum  der  Kugel  liegt;    diese  Ellipse   wird    durchlaufen  in 

der  Zeit  2ä]/--. 

Die  vollständige  Diskussion  des  allgemeinen  Problems  würde 
zeigen,  daß  die  Projektion  der  Bahnkurve  auf  die  Aquatorebene 


58 


Kap.  II.   Besondere  Probleme  der  Bewegping  eines  Punktes. 


keine  Wendepankte  besitzt  und  der  Winkel ,  den  der  Radius- 
vektor  zwischen  der  Berührung  A  mit  dem  kleinen  und  der 

Berührung   B    mit    dem 


großen  Grenzkreise  durch- 


7t 


lauft,  größer  als  -^  ist.^) 

Eines  der  Resultate ,  das 
man  aus  der  Darstellung 
mittels  elliptischer  Funk- 
tionen gewinnt,  ist,  daß 
die  horizontalen  Koordi- 
naten des  Pendels  sich 
durch  doppeltperiodische 
Funktionen  zweiter  Art 
der  Zeit  ausdrücken 
lassen.^ 

6.  Relative  Bewe- 
gung. Der  freie  Fall  bei  Berüokslohtigiing  der  Erd- 
rotation.   Die  Grundgleh^hung  für  die  Bewegung  eines  Punktes 

können  wir  derart  umform^n^  daß  wir  den  Vektor  P  in  die 
drei  Bestandteile  zerlegen^  die  bei  der  Betrachtung  der  Relativ- 
bewegung  auftreten.  Wir  gehen  dabei  von  der  Darstellung  des 
Punktes  P  in  einem  beweglichen  Koordinatensystem 


Fig.  10. 


1)  Pniseux,  Note  sur  le  mouvenient  d'un  point  maierid  pesant  sur 
une  sphere,  Journal  de  math.  pures  et  appliqutSes  (1)  t.  7,  p.  517  (1842). 

2)  Hermite,  Sur  le  pendule,  Journal  fOr  Math.  Bd.  85,  S.  246 
(1878)  oder  Sur  quelques  applications  des  fonctions  eUiptiques,  Paris  1885, 
p.  112.  Man  kann  über  das  Problem,  das  einen  besonderen  Fall  des 
Gyroskops  darstellt  und  deshalb  mit  diesem  bemerkenswerte  Analogien 
zeigt, noch  vergleichen :  Lagrange,  Mecanique  ancUytique,  vol. 2,  sectVIII; 
Tissot,  Th^se,  Journal  de  Mathäm.  (1)  t.  17,  p.  88  (1852);  de  Sparre, 
Annales  de  la  societä  des  sciences  de  Bruzelles  1884— 85,  p.  49;  Halphen, 
Tratte  des  fonctions  eUiptiques,  Paris  1886,  vol.  2,  p.  126;  Chailan,  Bul- 
letin de  la  Soci^te  math.  de  France,  t.  17,  p.  112  (1889).  Man  sehe 
auch  das  von  M.  Schilling  konstruierte  Modell. 
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aus  nnd  setzen 


dann  wird 
und  somit 


P**  I      ••  I      •• 

P,  =-     x€i  +  ye,  +  ^e^f 

••  ••  •*  ■• 

mP.  =  F—  mP.  —  mP.. 


(15) 

Diese  Gleichung  wollen  wir  insbesondere  anwenden  auf  die 
Fallbewegung  an  der  Oberfläche  der  rotierenden  Erde.  Wir 
nehmen  für  einen  Punkt  0  auf 
der  nördlichen  Halbkugel  das  be- 
wegliche Koordinatenkreuz  so  an^ 
daß  die  j?- Achse  vertikal  nach 
oben,  die  ;r- Achse  nach  Osten^ 
die  y- Achse  nach  Norden  zeigt. 
Der  Rotationsvektor  Q  fallt  dann 
in  die  yjgr-Ebene;  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Rotation  ist 

CD  =-  23r  :  86400, 

also  ungefähr 

=  7  .  10-*, 
so  daß 

CD«  <  5.  10-» 
wird. 

Wir  berechnen  zunächst  die  zusammengesetzte  Zentri- 
fugalkraft wPg.     Diese  ist 


Flg.  11. 


oder  da 
ist  und 


P,  =  2Q  A  P, 

P^  =  ie^  +  ye,  -f  ie^ 

Q  =«  ca(cos  tpe^  +  sin  (pe^) 

wird,  wenn  tp  die  geographische  Breite  von  0  bezeichnet,  er- 
gibt sich 

P^  =  2g)[{z  cos  9  —  y  sin  (p)ei  +  x  sin  (pe^  —  i  cos  9?€?s]. 
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Die  Vertikale  ist  die  Richtung  der  E[raft^  die  sich  bei  einem 
an  der  Oberfläche  der  Erde  ruhenden  Körper  ergibt^  sie  ist  also 
nicht  die  von  F,  sondern  die  von  F—mP^,  d.  h.  die  Anzie- 
hungskraft  F  der  Erde  vermehrt  um  die  Knift  —  mP^.  Den 
Wert  der  Zentrifugalkraft  —  wP,  finden  wir  am  einfachsten, 
wenn  wir  ein  mit  der  Erde  drehbares  Koordinatensystem  so 
annehmen^  daß  der  Ursprung  in  den  Erdmittelpunkt  und  die 
j9-Achse  in  die  Erdachse  fallt.  Dann  wird  in  den  Formeln 
(13)  auf  Seite  113  des  ersten  Bandes  «,  v,  w,  p,  q  =»  Oy  r  =  o, 
f  «  0  und  es  wird 

wobei 

2<p  =«  (px  +  qy  +  r/sy—  a)*(x"+ y*+  je?*) «  —  ca*(a;*+  y*)  ==  —  o^r* 

wird;  also 

d.  h.  die  Krafl;  hat  die  Größe  mco'r  und  fallt  in  die  Linie  des 
Abstandes  r  von  der  Erdachse,  so  daß  sie  auf  die  Erdachse  zu 
gerichtet  ist.    Die  Zentrifugalkraft  —  mP^  ist  also  ebenso  be- 
schafi^en^  nur  daß  sie  von  der  Erdachse  weggerichtet  ist. 
Setzen  wir  aber  in  (15)  ein 

so  ergeben  sich  die  Bewegungsgleichungen 

X  =»      2c}(y  sin  9)  —  ir  cos  (p)A 

y  =»  —  2g)x  sin  9,  |  (16) 

2  «  —  y  +  2(ox  cos  (f.  f 

Femer  wollen  wir  annehmen,  daß  der  Körper  aus  der  Ruhe- 
lage herausfällt.  Dann  ergibt  sich  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  sofort 

y  -=  —  2(ox  sin  (p,    ir  =  2g)X  cos  (p  —  gt 

und  wenn  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  einsetzen  und  die 
Glieder  mit  o*  vernachlässigen  (was  wir  dürfen,  weil  o  sehr 
klein  ist) 
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X  «  2G)gt  cos  9); 

daraus  folgt  durch  zweimalige  Integration 

X  =«  ^(ogfi  cos  9. 

Führen  wir  dies  in  die  vorher  gefundenen  Gleichungen  für  y 
und  z  eiu;  so  ergibt  sich;  immer  mit  demselben  Grad  der  An- 
näherung, 

also  zusammenfassend 

a;  «^cD^^* cos  9?,    y  =  0,    e  ^h--  \gfi. 

Der  Fall  ist  demnach  yon  dem  ohne  Rücksichtnahme  auf  die 
Erdrotation  gefundenen  nur  dadurch  verschieden,  daß  eine  Ab- 
weichung des  fallenden  Körpers  nach  Osten  eintritt. 
Um,  wenn  die  Anfangshöhe  h  gegeben  ist,  die  SteUe  zu  fin- 
den, wo  der  Punkt  auf  die  a?y- Ebene  auf  trifft,  haben  wir  jer  =  0, 

also  ^  =»  1/ —  anzunehmen  und  finden 


^0  ~  y  ^  cos  g>  y  — 


9 

Diese  Lotabweichung  versuchte  auf  Anregung  Newtons 
Hooke  1679  zu  bestätigen,  aber  ohne  Erfolg.  Der  Versuch 
wurde  wiederholt  von  Guglielmini  1790/91  in  Bologna  am 
Turm  der  Asinelli  (Höhe  78  m),  von  Tadini  1795  in  Ber- 
gamo, von  Benzenberg  1802  am  Turm  der  St.  Michaels- 
kirche in  Hamburg  (130  m)  und  darauf  1804  in  einem  100  m 
tiefen  Schacht  der  Bergwerke  von  Schlebusch.  Diese  Versuche, 
die  auf  Grund  der  Rechnungen  eine  östliche  Abweichung  von 
10, 37  und  8, 91  mm  hätten  liefern  soUen,  ergaben  statt  dessen 
11,3  und  9,02.  Die  Versuche  von  Reich  (1830—31)  in  einem 
Schacht  zu  Freiberg  lieferten  statt  des  berechneten  Wertes 
27,5  mm  den  Wert  28,4  mm.  Die  Resultate  stimmten  dagegen^ 
was  die  südliche  Abweichung  betrifit,  durchaus  nicht  mit  der 
Theorie  überein.  Man  vgl.  Gilbert,  Les  preuves  mecaniques 
de  la  rotation  de  la  terre,  Bulletin  des  Sciences  math.  (2)  t.  6, 
p.  189  (1882). 
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7.  Das  Fonoaultsohe  Pendel.  Indem  wir  die  Bezeich- 
nungen des  Yorigeii  Paragraphen  beibehalten^  nehmen  wir  an, 
ein  schwerer  Punkt  sei  mit  einem  Punkte  A  der  jer-Achse,  der 
in  der  Höhe  a  liegt;  durch  einen  sehr  dünnen,  starren  Stab  von 
der  Länge  a  verbunden.  Man  hat  also  die  Bewegung  eines 
schweren  Punktes  auf  einer  Kugel,  die  in  einem  Punkte  M 
unterhalb  A  die  Erdkugel  berührt,  zu  untersuchen.  Die  Be- 
dingungsgleichung lautet 

X«  +  y*  +  (^  -  af  -  a«, 
und  die  Bewegungsgleichungen   erhält   man   aus   (16),   indem 
man  die  Reaktionskraft  des  Stabes,  die  aus  der  vorstehenden 
Bedingungsgleichung  auf  die  bekannte  Art  folgt,  hinzunimmt. 
Wir  haben  also 

i  «—  fix  +  2c}(y  sin  g>  —  ir  cos  tp)A 
y  =  fiy  —  2g}x  Bintp,  \  (17) 

2  =  (i{z  —  a)  +  2oi  cos  g>  —  ^;  i 
diese  Gleichungen  liefern  ein  Integral 

v*  «  Ä  —  2gz. 

Eliminieren  wir  die  unbekannte  Funktion  /i  von  x,  y,  z,  t  aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen,  so  folgt 

xy  —  yx  =»  2(oyir  cos  qp  —  2g)  s\ii(p(xx  +  yy) 
oder 

jll^y  —  yx  +  (o  sing?(a;*  +  y^)]  =  2(oyz  cos  <p.        (18) 

Ist  9  =  ±  o  ,  d.  h.  die  Beobachtung  an  einem  der  beiden 

Pole  gemacht,  so  erhalten  wir  hieraus  sofort  ein  zweites  Inte- 
gral der  Gleichungen  (17).  Wir  woUen  nun  vom  Punkte  M 
ausgehend  längs  eines  Meridians  an  den  Pol  wandern,  indem 
wir  das  Koordinatensystem  mitführen.  Wir  finden  dann  zu- 
nächst 

^y  '-yi±  ö(a;*  -f  y«)  =  c, 

d.  h.  wenn  wir  die  Beziehungen  des  §  5  verwenden. 
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Wir  können  weiter  ähnlieh  wie  in  jenem  Paragraphen  verfahren 
nnd  das  Problem  anf  Quadrataren  zurückführen.  Kürzer  können 
wir  aber  folgendermaßen  zum.Ziel  gelangen.  Wir  beziehen  die 
Lage  des  bewegten  Punktes  auf  die  jei- Achse  und  ein  Paar  fester 
Achsen  1,  17  welche  gegen  die  Achsen  Xj  y  eine  gleichförmige 
Rotation  der  Winkelgeschwindigkeit  o  von  Osten  nach  Westen^ 
nämlich  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Erdrotation^  ausführen 
werden.  Zur  Zeit  i  wird  die  |- Achse  mit  der  a;- Achse,  wenn 
beide  zur  Zeit  ^  =  0  zusammenfallen,  den  Winkel  mt  bilden, 
und  demnach  wird 

g  4.  17^  =  (a?  +  »y)6± •'*"'. 
Andererseits  liefern  die  Gleichungen  (17)  für  9  =  ±  o 

x  +  iy-=  fi{x  +  iy)  =F  2i(o(x  +  iy), 

z^  11(0-0)-  g, 
mithin  wird 

E  +  i^  =  (/*  —  ö*)(l  +  iv) 
und,  wenn  wir  o^  yemachlässigen 

i  +  i'v  =  /i(g  +  tri),    2  =  ft(^  —  a)  —  g\ 

diese  Gleichungen  fallen  aber  mit  den  Gleichungen  für  das 
sphärische  Pendel  zusammen,  wir  finden  also: 

Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Kugd,  die 
sich  an  einem  der  beiden  Pole  befindet  und  mit  der  Erde  beweg- 
lich ist,  ist  bei  Berücksichtigung  der  Erdrotation  identisch  mit 
der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  derselben  Kugel,  wenn 
man  diese  als  nicht  mit  der  Erde  beweglich  voraussetzt  und  auf 
die  Erdrotation  keine  Bücksicht  nimmt 

Wenn  insbesondere  die  Bewegung  in  einer  Eb^ne  vor  sich 
geht,  z.  B.  in  der  durch  die  J- Achse  bestimmten  Vertikalebene, 
80  haben  wir  die  Bewegung  eines  am  Pole  schwingenden,  ein- 
fachen Pendels,  folglich: 

Die  Schunngungsebene  eines  Pendels  am  Pol  dreht  sich  um 
die  Erdachse  im  Sinne  entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Erdrotation 
in  einem  Tage  einmal  herum. 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  Beobachtung  in  der  Breite  9 
gemacht;  beschränken  uns  aber  auf  sehr  kleine  Schwingungen 
des  Pendels  in  einer  Yertikalebene^  fQr  die  z  und  i  vernach- 
lässigt werden  können,  dann  erhalten  wir  aus  (18)  wieder 

xif  ~  yi  +  OJ  sin  9>(^'  +  y*)  "=  ^ 
und  kommen  auf  den  vorigen  Fall  zurück,  aufier  daß  o  durch 
CD  sin  9)  ersetzt  ist,  also: 

Die  Schwingungsebene  eines  Pendels  in  der  nördlichen  Breite 
(p  dreht  sich  in  dem  Sinne  entgegen  der  täglichen  Drehung  der 
Erde  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o  sin  tp.  Die  entgegengesetzte 
Drehung  tritt  auf  der  südlichen  Halbkugel  ein. 

Die  Drehung  der  Schwingungsebene  in  einem  Tag  wird 
360^  •  sin  9.  Sie  ist  null  am  Äquator,  am  größten  an  den 
Polen;  in  der  Breite  von  50®  wird  sie  etwa  276°,  d.  h.  die 
Schwingungsebene  dreht  sich  um  etwa  II2 '7  ii^  d^f  Zeitminute. 

Auf  dieser  Theorie  beruht  der  berühmte  Foucaultsche 
Pendelversuch. ^) 

Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Unter  der  Einwirkung  einer  Zcntralkrafl^  die  eine 
bloße  Funktion  der  Entfernung  ist^  beschreibt  ein  Punkt  einen  Kreis 
vom  Badius  a.  Nun  wird  in  einem  gegebenen  Äugenblick  die  Bich- 
tung  der  Bewegung  plötzlich  unendlich  wenig  geändei't;  man  soU  die 
dann  eintretende  veränderte  Bewegung  untersuchen. 

1)  Vgl.  Recueil  des  travaux  scientifiqueB  de  L.  Foucault,  Paris 
1878,  p.  878,  Revue  scientifiqae  (4)  Vol.  18,  1902,  p.  648.  Die  Drehung 
der  Schwingungsebene  des  Pendels  war  schon  von  den  Mitgliedern  der 
Accademia  del  Cimento  im  Jahre  1661  beobachtet  worden  (Atti  e  Me- 
morie  inedite  dell*  Accademia  del  Cimento  pubbl.  da  Targioni-Toz- 
zetti,  1780,  p.  389,  669).  Besondere  historische  Einzelheiten  finden  sich 
bei  Bertelli,  Bicerche  sui  piccöli  e  spontanei  moti  dei  pendoU^  Buon- 
compagni  BoUet.  di  Bibliografia  t.  6,  p.  1  (1872);  Genocchi,  Bassegna  di 
scritti  intorno  alle  deviazioni  dei  pendoli  e  cdla  sperienea  del  Foucault, 
ebenda  t.  16,  p.  631  (1882).  Die  Gleichungen,  auf  denen  die  Theorie  des 
Foucaultschen  Versuches  beruht,  stammen  von  Poisson,  Mefnoire  sur 
le  mouvement  des  prqjectiles  dans  Vair  en  ayant .  egard  ä  la  rotation  de 
la  terrCy  Journal  de  T^cole  polytechnique,  Gab.  26,  p.  1  (1888). 
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Auflösung.     Wir  nehmen  die  Masse  des  Punktes   »  1   an. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 


c« 


d —                 ,              d'--  ,    , 

folgt,  da  -^; e-  di  ^^  -dß^ c«  d^  ^^^^'  ^ 

sofort 

gg^  +  u=-^9(tt).  (a) 

Soll  die  Bahn  ein  Kreis  mit  dem  Badius  a  sein,  so  muß  fOr  h  ^  — 

a 

u  =^  b  werden,  also 

und  außerdem  wird  c  =»  at;^  ===-,"  • 

Wir  verändern  nun  den  Winkel  -^,  den  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  mit  dem  Radiusvektor 

bildet,  in  -r e,  wobei  £  sehr  klein  ist.     Dann  wird  die  in  einer 

darauf  folgenden  sehr  kurzen  Zeit  dt  von  dem  Radiusvektor  durch- 
strichene  Fläche  av^  sin  (— —  bj  dt  ^  c  cos  s  dt.  Wir  wollen  außer- 
dem setzen 

u  =»  6  4-  ^,     also  r  —  a  —  a^Q 

und  die  sehr  kleine  Größe  q  als  Funktion  von  0  betrachten. 

Vernachlässigen  wir  dann  die  höheren  Potenzen  von  e  und  ^, 
so  ergibt  sich 

indem  wir  auf  der  rechten  Seite  c*  durch  seinen  Wert  q>(b)  :  b  er- 
setzen.    So  erhalten  wir  aus  (a) 

dB' 


•■+'['--7<S']-»-         .    « 

Wir  nehmen  zunächst 


9(ö) 


Maroolongo:  theoret.  Mechanik.  IL 
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also  >  0,  an  und  erhalten  dann  als  Lösung  der  Diflferentialgleicliung 
(b)  sofort 

^  =  ^  sin  Ä(e  —  ej. 

Die  Eonstanten  Ä  und  0^  bestimmen  sich  daraus,  daß  für  den  Winkel 
0  »  0  die  Abweichung  von  der  kreisförmigen  Bahn  beginnen  möge, 
also 

£Bre  =  0:     ^  -  0,     % „V||  =  6« 

werden  soll.     So  finden  wir 

^  =  -^  sin  kOj 
und 

r-»  all  —  -V-  sin  kOj- 

Der  Wert   von   r   bleibt    zwischen    den    Grenzen   a(l jr)   und 

a  ( 1  4~  y)  '  ^^^  Bahn  weicht  also  von  der  kreisförmigen  sehr  wenig 

ab  und  oszilliert  zwischen  zwei  sehr  nahe  liegenden  konzentrischen 
Kreisen  hin  und  her.     Ist  dagegen 

1  _  W)  <  0, 

9(6)    —    ' 

so  liefert  die  Differentialgleichung  (b)  keine  periodische  Lösung,  die 
Bewegung  des  Punktes  hört  also  auf  stationär  zu  sein,  er  rückt  viel- 
mehr  dem  Zentrum  unausgesetzt  näher  oder  ferner. 

Wird  insbesondere  f{r)  ^=^  fi  -  r*^  also  q>{u)  =  —  fi  •  u~*~*,  so 
ergibt  sich 

(p{b) 

mithin  erhalten  wir  eine  stationäre  Bewegung,  so. lange  n  -f"  3  >  0. 
Vgl.  Thomson  &  Tait,  Natural  Phüosophy,  Vol.  1,  p.  417. 

2.  Aufgabe.  Ein  durch  einen  schweren  Punkt  P  gespannter 
und  im  Punkte  Q  befestigter  Faden  schunngt  so,  daß  er  sich  auf  eine 
Zykloide  mit  horizontaler  Grundlinie ,  die  in  Q  eine  Spitze  Jiat,  auf- 
und  abu'ickelt  (ZyMoidenpendel),  Die  eintretende  Beicegung  des 
Punktes  P  zu  untersuchen, 

Auflösung.  Der  Punkt  P  bewegt  sich  auf  der  Zykloide,  welche 
die  Evolvente  der  gegebenen  Zykloide  ist.  Denken  wir  uns  den  er- 
zeugenden Kreis  dieser  Evolvente  in  der  Lage  gezeichnet,  in  der  er 
den  Punkt  P  liefert  und  nennen  C,  M  die  Endpunkte  seines  verti- 


ÜbtmgBbeispiele. 


67 


kalen  Durchmessers,  0  den  Scheitel,  A  die  Spitze  der  Zykloide.  Dann 
ist  die  Bewegung  des  Punktes  P  nach  M  hin  gerichtet,  also  verhält 
sich  die  Tangentialkomponente  der  Kraft  zu  der  Schwerkraft  mg 
selbst  wie  PM  zu  CM.  Es  wird 
aber  infolge  der  Evolventeneigen- 
schaft die  Strecke  PR  gleich  dem 
Zjkloidenbogen  AR  und  da  noch 
PC  =  CR  ist,  CR  die  Hälfte  des 
Bogens  AR  und  analog  PM  die 
Hälfte  des  Bogens  PQ  =^  s\  ist 
also  ^  »  2  CM  der  vierfache  Ra- 
dius des  rollenden  Kreises,  also  " 
gleich  QO,  d.  h.  gleich  der  Pendel- 
länge, so  wird  die  Tangentialkom- 
ponente der  Schwerkraft 


=  mg  -,  —  mk^s^ 

wenn  wir  Ä*  =«  ^  :  i  setzen.  Dem- 
nach wird  die  Gleichung  der  Be- 
wegung 


Fig.  12. 


0, 


und  soll  für  ^  »  0  auch  5  »  0,  d.  h.   der  bewegliche  Punkt  in   0 
sein,  so  wird  das  Integral  dieser  Differentialgleichung 

5  «  c  sin  %  ^ 

Die  Schwingungen  sind  daher  isochron  und  ihre  Periode  ist 


2«         .     i/l 


Die  Zykloide  ist  also  die  Tautochrone  eines  schweren 
Punktes  im  leeren  Raum  (Huyghens,  Ilorologium  osciUatorium, 
1673). 

Wir  können  auch  umgekehrt  nachweisen,  daß  die  Zykloide  die 
einzige  tautochrone  Kurve  für  einen  schweren  Punkt  im  leeren  Raum 
ist,  wenn  wir  von  vornherein  annehmen,  daß  die  Kurve  in  einer 
vertikalen  Ebene  enthalten  ist.  Die  Kurve  muß  sich  von  dem  tiefsten 
Punkte  nach  beiden  Seiten  erheben,  kehrt  also  die  konkave  Seite 
nach  oben  hin.  Es  sei  0  der  tiefste  Punkt,  dessen  Tangente  hori- 
zontal ist.  Femer  sei  s  die  von  0  aus  gerechnete  Bogenlänge,  e^  die 
anfangliche  Erhebung  über  die  Tangente  in  0.    Von  dieser  Anfangs- 
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läge  läßt  man  den  beweglichen  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
ausgehen,  dann  ergibt  sich  ans  (7) 

und  die  Zeit  t^  die  der  Punkt  braucht,  um  den  Weg  bis  0  zu  durch* 
laufen,  wird  durch  die  Gleichung  gegeben 


ty^g 


/•°d«      dg 


wobei  man  8  als  Funktion  Ton  g  aufzufassen  hat 
Wir  setzen  nun  wieder 

s  =  t/;(j?),     z  ^  ZqU 

und  finden,  daß  das  Integral 


1 

/ 


V(l-u)tt 


0 

Ton  Zq  unabhängig  sein  muß.     Es  muß  also  auch 
von  Zq  unabhängig,  mithin 

y;  ■  ,!,'(*) 

eine  Eonstante  sein.    Setzen  wir  demgemäß 

so  ergibt  sich  durch  Integration 

wobei  a  eine  Eonstante  bedeutet.    Die  Schwingungsdauer  wird  für 
diesen  Wert  von  s 


^    9 

0 


l/I  ^-Jl^  _  4-|/.«  farc  sin  "^^^l- 


mithin 


^   9 

Nennen  wir  a  den  Winkel,   die  die  Euryentangente  im  Punkte  P 


T«4 

9 
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mit  der  (horizontalen)  rr- Achse  bildet,  so  wird 

dx  dz         ,  1  /  z 

5^  =  cos«,     g^-8in«=[/- 

und  demnach 

j?  =-  2a  sin*«  =*  a(l  —  cos  2a), 

dz 
ferner,  da  ds  »  -. —  =  4a  cos  ada  wird, 
'  Bin  a  ' 

d«  =  cos  er  el5  —  4a  cos*  er  da  =  2a(l  +  cos  2a)da, 

woraus 

X  =  a(2a  +  sin  2a). 

Die  gefundenen  Werte  von  x  und  z  entsprechen  aber  einer  Zykloide, 
bei  der  a  der  Badius  des  rollenden  Kreises,  0  der  Scheitel  und  der 
Wälzungswinkel  mit  2  a  bezeichnet  ist. 

3.  Aufgabe.     Die  Tautochrone  im  widerstehenden  Mittel. 

Auflösung.  Es  handele  sich  um  einen  schweren  Massenpunkt 
von  der  Masse  1  un,d  der  Widerstand  des  Mittels  sei  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit  proportional,  also  von  der  Form  xv*.  Wir  fin- 
den dann,  indem  s  die  Bogenlänge,  x  die  zugehörige  Abszisse  be- 
zeichnet, sofort  die  Bewegungsgleichung 

d*8  /dfi\«  dx  /  V 

Wir  gehen  nun  von  der  Bemerkung  aus,  daß  wenn  ti  »»  97(5) 
eine  eindeutige  stetige  Funktion  der  Bogenlänge  ist  und 

-^  =  -  a*u  (b) 

wird,  die  Schwingungen,  die  sich  als  Lösungen  dieser  Differential- 
gleichung ergeben,  isochron  sind.  Denn  die  Veränderung  von  u  hat 
die  Periode  27C :  a,  aber  mit  u  kehrt  auch  s  zu  seinem  Anfangswerte 
zurück. 

Setzen  wir  aber  in  der  Differentialgleichung  (a) 


1 -«-''• 
5  -ai iQg  ^1  _  xi^j^    also  u  = 

so  wird 


5  «.  _      log  (1  —  xm),    also  M  -=  , 


d*u 
dt^ 


—■m-m' 


mithin  geht  (a)  in  die  Form  (b)  über,  wenn  wir 

dx 


a^u^ge-'^'-j- 
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setzen,  oder 

X  i    =     -  («*•  —  1). 
ds        g  ^  ^ 

Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Kurve. 

Vgl.  Laplace,  Mecamque  Celeste,  Tome  1,  p.  36;  B.  Leslie 
Ellis, The mathematical and  other  Writings,  Cambridge (1863),  p.94; 
Appell,  Mecanique  rationndle;  Tome  1,  p.  324;  Jullien,  Froblemes 
de  mecanique  raiionneUe,  Tome  1,  p.  374,  und  die  Monographien  von 
0.  Ohrtmann,  Le  prohUme  des  tautochranes,  Bome  1875,  und 
F.  Amodeo,  Avellino,  1883. 

4.  Aufgabe.  In  einer  vertikalen  Ebene  eine  Kurve  von  der 
Beschaffenheit  zu  finden^  daß  ein  schwerer  Punkt  P,  der  ohne  Anfangs- 
geschunndigkeit  von  einem  Punkte  0  ausgdit,  einen  beliebigen  Bogen 
in  derselben  Zeit  durchläuft,  in  der  er  die  zugehörige  Sehne  durch- 
laufen würde. 

AoflÖBaiig.  Wenn  der  Radiusvektor  OP^  r  einen  Winkel  0 
mit  der  Vertikalen  bildet,  so  haben  wir 

(^*)    =  2{fz  «  2gr  cos  Ö, 

und  wenn  die  zugehörige  Zeit,  vom  Anfange  der  Bewegung  an  ge- 
rechnet, t  ist,  so  wird  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe 

r  =  4^gt*  cos  ö. 

Mithin  ergibt  sich  durch  Integration 


r     C08Ö         J     l/rcOBÖ 


l/r  008  0 

0        ' 

Daraus  finden  wir  wieder  durch  Differentiation 

cos  Odr  +  r  sin  OdS  =  cos  Ods  —  cos  Ö]/(ir*  +  r^rfÖ*. 

Erheben  wir  die  Gleichung  ins  Quadrat  und  reduzieren,  so  erhalten 
wir 

y=COtg  20.(10 

oder 


d\ogr  =»  d  log  Ysin  20, 
woraus  durch  Integration 

r^c  l/sin"  2  0 
folgt.     Dies  ist  die  Gleichung   einer  Lemniskate,  deren  Achse  um 
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45  Grad  gegen  die  Vertikale  geneigt  ist,  die  also  eine  vertikale  und 
eine  horizontale  Doppelpunktstangente  hat. 

Dieses  Problem  wurde  vorgelegt  und  behandelt  von  Bonati, 
Ktuwa  curva  isocrana  (Raccolta  ferrarese  di  opuscoli  scientiüci  e 
letterari  di  autori  italiani,  Venezia  1781,  p.  1,  appendice  p.  18). 
Malfatti  fand  gleichzeitig  in  der  Schrift  Ddla  curva  cassiniana  e 
di  una  nuova  proprietä  meccanica  ddla  quäle  essa  e  dotata,  Pavia 
1781,  auf  synthetischem  Wege  die  betrachtete  Eigenschaft  als  Eigen- 
schaft der  Cassinischen  Kurven,  von  denen  die  Lemniskate  ein  Spe- 
zialfall ist.  Schließlich  bewies  Saladini,  Ddla  discesa  dei  gravi  per 
la  leniniscata  ecc,  Memorie  deiristituto  Naz.  Italiano,  t.  I,  parte  2, 
p.  43  (1806),  daß  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  nur  der  Lemnis- 
kate zukommt. 

5.  Aufgabe.  Ein  Punkt  P  bewegt  sich  auf  einer  Hypozykloide 
unter  der  Einmrhung  einer  Kraft,  die  nach  dem  Zentrum  0  des  bei 
der  Erzeugung  der  HypozyMoide  auftretenden  festen  Kreises  ^in  ge- 
richtet und  dem  Abstände  PO  proportional  ist.  Die  Bewegung  zu 
untersuchen, 

Auflösung.  Es  sei  Ä  eine  Spitze,  D  der  auf  diese  Spitze 
folgende  Scheitel  der  Hypozjkloide,  CD  ein  Durchmesser  des  rollen- 
den Kreises.  Wir  schlagen  noch  um  0  den  Kreis  mit  dem  Radius 
OM^  OC*:OD  und  VLher  MC 
als  Durchmesser  einen  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  0^,  der, 
wenn  er  in  dem  großen  Kreise 
um  0  rollt,  eine  zweite  Hjpo-  / 
zykloide  MÄ  beschreibt,  die  in 
ihrem  Scheitel  Ä  den  mittleren 
Kreis  um  0  berührt  und  die 
Evolute  der  ersten  Hjpozykloide 
bildet.  Ziehen  wir  nämlich  durch 
0  irgend  einen  Strahl,  auf  dem 
die  Punkte  N,  E^  L  so  liegen, 
daß  NO  ^MO,  EO^  CO, 
LO  '^  DO  wird,  und  schlagen 
über  NE  und  EL  als  Durch- 
messer die  Kreise,  so  nehmen 
wir  auf  ihnen  die  Punkte  P  und 
Q,  die  mit  E  in  einer  Geraden 
liegen,  derart  an,  daß  der  Winkel 
NEQ,  der  gleich  dem  Winkel  LEP  ist,  sich  zu  dem  Winkel  MON 
verhält  wie  MO  :  MC  «  CO  :  CD.  Dann  liegt  P  auf  der  ersten,  Q 
auf  der  zweiten  Hypozykloide,  und  es  wird  QE  die  Tangente  der 


iv:.-'- 


Fig.  18. 
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letzteren,  FE  die  Normale  der  ersteren,  womit  in  der  Tat  gezeigt 
ist,  daß  diese  jene  zur  Evolute  hat. 

Wir  zerlegen  nun  die  Anziehung,  die  gleich  k^  -  PO  wird,  in 
eine  Komponente  längs  PQ  und  eine  längs  der  Tangente  PL  oder 
PT^  wobei  T  der  FuBpunkt  des  aus  0  auf  die  Tangente  gefüllten 
Lotes  ist.  Es  wird  aber  PT :  PL  ^  EO  :  EL  ^  CO  :  CD,  also 
konstant.  Weiter  wird  der  Bogen  ÄQ  der  größeren  Hjpozjkloide 
gleich  dem  Stück  QPj  weü  nun  QE :  QP  =  NE :  NL  —  MC: MD, 
also  konstant  ist,  verhalten  sich  die  Bogenlängen  QA  wie  die  zu- 
gehörigen Stücke  QE,  also  auch  die  Bogenlängen  PD  wie  die  zu- 
gehörigen Stücke  PL,  Weü  aber  die  Tangentialkomponente  der 
Anziehungskraft  gleich  k^  •  PT  und  damit  auch  zu  PL  proportional 
wird,  ergibt  sich  schließlich,  daß  diese  Komponente  der  Bogenlänge 
PD  proportional  ist,  und  daraus  folgt,  daß  die  Schwingungen  tau- 
tochron  sind. 

Setzen  wirOC=-Ä,  JJfC=2r,   so  wird    CD-^2r^^^—-, 

MD  «  ~^xr^^  -^  und  weiter 

PL  :  PT^2r:R+2r,   PL  :  Bogen  PD  -=-QE:  Bogen  QÄ 

«  MC  :  MD  ^R  +  2r:  2{R  +  r) 
also,  wenn  Bogen  PD  =  s , 

"  8  2r        2(Ä-fr; 

oder 

^        '^^^rCB  +  r)       '^  MD 

Dann  wird  die  wirksame  Tangentialkraft  gleich  a^s  und  die  Periode 
der  Schwingungen  2m  a. 

Vgl.  Newton,  Philosophiae  nat.  principia  math.  Lib.I,  Prop.LI. 

6.  Aufgabe.  Ein  Punkt  P  von  der  Masse  1  bewegt  sich  auf 
einem  Kreise  und  wird  von  einem  Punkte  0  dieses  Kreises  angezogen. 
Wie  muß  die  Anziehung,  die  eine  Funktion  (p(r)  der  Entfernung  sein 
soll,  beschaffen  sein,  damit  der  Druck  P,  den  der  Kreis  auf  den  Punkt 
ausübt,  konstant  wird? 

Auflösung.  Es  sei  die  Polargleichung  des  Kreises  fQr  0  als 
Pol 

r  «  2  a  cos  ö. 

Die  Erhaltung  der  Energie  liefert  die  Gleichung 

t;«  =  Ä—  2ffp{r)dr. 
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Bilden  wir  anderseits  die  Normallcomponente  der  auf  den  Punkt  P 
wirkenden  Kräfte,  so  ergibt  sich,  da  hier  der  Erümmungsradias 
^  ==  a  ist, 

-  -  Ä  +  y(r)  cos  Ö  -  B  +  ^. 

Setzen  wir  die  beiden  so  gefundenen  Werte  von  v^  einander  gleich 
und  differenzieren  Dach  «*,  so  finden  wir 

r9'(r)  +  5(p(r)«0 
also 

dlog9(r)  =  — 5  dlogr,    g>(r)«~- 

7.  Aufgabe.  Eine  Gerade  dreht  sich  um  eine  Vertikale,  die  sie 
unter  dem  Winkel  a  schneidet,  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
Auf  ihr  ist  ein  schwerer  Punkt  von  der  Masse  1  beweglich;  man  soll 
dessen  Bewegung  untersucJien. 

Anflösimg.  Wir  w&hlen  die  nach  abwärts  gerichtete  Verti- 
kale zur  jer- Achse,  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  zum  Ur- 
sprung eines  Koordinatensystems;  oo  sei  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Drehung,  k  —  tang  a,  dann  haben  wir  die  Gleichungen 

y  --  X  tang  (©<)  =  0,    a?*  +  y*  —  k^s*  =  0. 

Die  wirkende  Kraft  ist  allein  die  Schwere,  wir  haben  daher  die  Be- 
wegungsgleichungen 

i  «  —  k  tang  (ot  +  JUX,     y  =  A,  +  fty,     i  ^^  g  —  ft^*^, 

aus  denen  die  unbestimmten  Koeffizienten  iL,  ft  zu  eliminieren  sind. 
Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  rr,  y,  z  und 
addieren,  so  ergibt  sich 

^'^  +  yy  +  ^(2  —  ^)  =  0. 

Setzen  wir  aber  • 

r  =  Yx^  -\-  y^  =  ke^ 
so  wird 

P  +  y^^  r^ü»  +  f «, 
femer 

rr  ^  XX  +  yy  und  rr  +  f*  =  xi  +  yy  +  i*  +  y* 
oder 

x'x  +  yy  '^^  r'r  —  r'co*  =  k*z(^e  —  zto^) 
mithin 

{l+k^)z-k^a)^z-g-=^0 
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Setzen  wir  weiter 


^  +  it^T*  =  «*>     w  —  ö>  sin  a 


km 


80  wird  die  gefundene  Differentialgleichung 

Die  Lösung  dieser  Differentialgleichung  ist 

u  -  ^  Kof  m{t  -  <o) 


und  demnach  wird 


Legen  wir  durch  die  Vertikale  zwei  Ebenen,  eine  durch  die  Anfangs- 
lage, des  bewegten  Punktes  und  eine  durch  seine  Lage  zur  Zeit  f, 
und  nennen  ihren  Winkel  0,  so  haben  wir 


''  (0 


und  somit 


"  =  -  kh  +  ^  "^"^  (""  "  •  *) 


f&r  die  Gleichung  der  Bahnkurve,  welche  die  Form  einer  konischen 
Spirale  hat. 

8.  Aufgabe.  Das  baUisUsche  Problem  im  engeren  Sinne:  Ein 
schwerer  Punkt  von  der  Masse  m  wird  unter  dem  Elevationsuinkel 
a  mit  der  Änfangsgeschipindigkeit  Vq  im  tcider steh  enden  Mittd  getcorfen, 
welches  ist  seine  Bewegung? 

Auflösung.  Wenn  v  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  in  einem 
gegebenen  Augenblicke  der  Größe  nach  bezeichnet,  so  nehmen  wir 


Flg.  14. 


v 


die  Widerstandskraft  gleich  mg  p  und  der  Bewegung  entgegenge- 
setzt gerichtet  an.     Dann  werden  die  Bewegungsgleichungen 
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d^x  _^         v^dx        d*y  v*  dy  _^  /  n 

Wir  setzen  nun  ^  =-i>,  also  ^|  =i?g,  ^  «i>^|,  und  mithin 

d'y         d^x   ,   da;     dp 
dY*'^^d<«"*'I?  'dt' 

Demnach  folgt  aus  den  beiden  Grundgleichungen,  wenn  wir  die  erste 
mit  p  multiplizieren  und  Ton  der  zweiten  abziehen, 

dx    dp  .,x 

-di'-di^-^'  ^^) 

Die  erste  der  Gleichungen  (a)  läßt  sich  aber  direkt  integrieren,  wenn 

ds  dx 

wir  in  ihr  t;  «  3-:  einsetzen  und   links  und  rechts   durch   j-  divi- 

at  at 

dieren.     Es  ergibt  sich  dann 

^^^  df  "  ■"  I»  ^  +  ^^^  (^0  <5ös  «)• 

dx 

Für  5  »  0  muß  nämlich  -ji  =^  ^0  ^^^  "  werden.     So  folgt 


und  dann  aus  (b) 


dx  -,i* 


—  !?Q  cos  a  c    **  (c) 


dp  g         ^ 


dt  V^  008  cc 

also  durch  Division  dieser  beiden  Werte 


K  (d) 


aa;  (t?^,  cos  a)'  ^  '' 

Die  Gleichung  (c)  zeigt,  daß  die  horizontale  Komponente  der  Ge- 
schwindigkeit mehr  und  mehr  abnimmt,  die  Bewegungsrichtung  sich 
also   der  Vertikalen   asymptotisch  nähert.     Setzen  wir  in  (e)   ein 

dx  ^  ds  :  yi  +  p\  so  folgt 

io 

^yi+p^dp^  ,        ^      :,  C**    dS. 

Diese  Gleichung  ist  sofort  integrierbar.  Für  die  Grenzen  wählen 
wir  die  Werte  0  und  s;  das  Integral  der  linken  Seite  wird  dann 
4-(9(iV  --  ^(P)  +  <^^%  wenn  wir 

9(p)  ^pYy+'p^ + log  (p  +  i/r+7'), 
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Ic 
femer  p^  =  tang  a  und  c  «> setzen.     Somit  ergibt  sich 

e^'  =  (5^)*  hiPo)  -  Vip)  +  C}.  (f) 

Setzen  wir  hierin  für  die  linke  Seite  ein 

? -£.    oder ü~- 

g       dx  g       ^dy 

und  integrieren  aufs  neue,  so  folgt 

gj  9(l'o)-9(P)+c"  *        gj  9'(P.)-9(P)  +  C*'         ^^^ 
p  p 

schließlich  finden  wir  auf  analoge  Art 

t  ^  1  f:-=jL==^.  (h) 

P 

Damit  ist  das  ganze  Problem  auf  Quadraturen  zurückgeführt  An 
der  höchsten  Stelle  der  Bahn  wird  i>  »=»  0,  also  ergeben  sich  die  Koor- 
dinaten des  höchsten  Punktes 

Po  Po 

0  0 

Da  v*  —  ( j;j   =■  (l  +  p*)  Vq*  cos*  a  c    **    wird,  haben  wir  noch 

Wird  s  mit  der  Zeit  sehr  groß,  so  erlangt  p  und  damit  (p(p)  sehr 

große  negative  Werte,  derart,  daß  sich  —^-  der  Grenze  —  1  nähert. 

Damit  ergibt  sich  k  als  Grenzwert  von  v:  Die  Geschwindigkeit  nähert 
sich  also  asymptotisch  einem  konstanten  Wert 

Vgl.  Euler,  Memoires  de  TAcademie  de  Berlin  1753,  p.  348 
u.  auch  Poisson,  Traite  de  mecanique,  1 1,  p.  399,  Paris  1833. 

9.  Aufgabe.     Das  vorige  Problem  unter  der  speziellen  Voraus- 
Setzung  zu  behandeln,  daß  der  Elevationswinkel  a  sehr  Jdein  ist. 

Auflösung.    Unter  dieser  Voraussetzung  kann  ds  »  dx  ge- 
setzt werden  und  demnach  haben  wir  hier  die  Gleichimg 
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^  ^ l ^T«' 

dx  {v^  C08  a)*        ' 

die  integriert  liefert 

denn  für  x  »  0  muß  jp  —  tang  a  werden.  Setzen  wir  p  »  dy/dx 
und  integrieren  aufs  neue,  so  finden  wir  mit  Bücksicht  auf  die  An- 
fangsbedingung X  "->  0,  ^  —  0 

^  «*  2(1;,  cos«)* L         2^\  /J 

Da  femer  hier 

da;  -Ti« 

■^  =»  Vq  cos  a  e    * 

wird,  ergibt  sich  mit  Bücksicht  darauf,  daB  o;  »  0  fftr  ^  «  0  sein 
soll, 

g   v^  008  a 

10.  Aufgabe.  Die  baUistische  Kurve  für  eine  Widerstandskraft^ 
die  von  der  Farm 

Ii''g{a  +  6t;«) 
ist^  zu  finden. 

AuflÖBung.  Wir  zerlegen  die  Beschleunigung  in  die  Tangential- 
und  Normalkomponente,  nehmen  die  Masse  gleich  1,  nennen  v  die 
Geschwindigkeit,  9  den  Winkel,  den  die  Tangente  der  Bahn  'mit 
dem  Horizonte  einschließt,  dann  wird 

■^  =  —  R  —  ^  sin  9>,    -  -  =»  ^  cos  9«  (a) 

Es  wird  aber 

da  vdt 

"  dfp  dq>  ' 

wenn  man  beachtet,  daß  g>  mit  wachsendem  s  beständig  abnimmt, 
man  also,  um  einen  positiven  Wert  zu  erhalten,  vor  den  Differential- 
quotienten das  negative  Vorzeichen  setzen  muß.  So  folgt  aus  der 
zweiten  Gleichung  (a) 

v-^-— ^cosg)  (b) 
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und  eliminiert  man  aus  dieser  Gleichung  und  der  ersten  Oleichung 
(a)  die  Zeit,  so  wird 

CO89  •  2 8ing>  •  v  =■  —  V.  (c) 

TD 

Setzt  man  hierin  für  —  seinen  Wert  a  +  hv*'  ein,  so  erhält  man 

cos  9-j (a  +  sin  (p)v  «=  6t;»+^ 


d(p 


und  substituiert  man  *o  =^  —^  so  findet  man  die  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 


dw    ,    n(a  + sin  qp)  nb 

1 ! Z/  1^  «.  — 


^9  «  —  a  log  tang  (-^  —  -^)  —  log  cos  9  —  —  log  f{g>) 


dtp  cos  9  cos  qp 

Bei  der  Integration  hat  man  zu  beachten,  daß 

/a  -|-  sin  9 
cos  9 

wird,  wenn 

f{fp)  -  cos  9  [tang  (*  -  -|)[" 

gesetzt  wird.     Dann  wird  die  Differentialgleichung 


dtp  dtp  f{fp)*^  cos  tp 

und  demnach  wird 

dtp 


/'(g?)-'«^«  C  —  nb  I 


f{tp)^  cos  qp 
oder 

A  =  f^^Y  \c-nb  fjrP  — }  • 

fyi         i\^y     \  J    /(qp)»C08qpJ 

Nehmen  wir  Vq  «  0,  tritt  also  der  Punkt  aus  der  Ruhelage  sich 
selbst  überlassen  heraus,  so  muß,  damit  er  überhaupt  fällt,  12  <^, 
also  muß  allgemein  a  <  1  sein.  Anderseits  sind  a,  6  >  0,  da  es 
sich  stets  um  eine  der  Bewegung  entgegenwirkende  Kraft  handelt. 
Ebenso  ist  auch  n  >  0,  da  der  Widerstand  mit  der  Geschwindigkeit 
zunehmen  soll. 

Da  a  <  1   ist,  nfthert  sich  f(tp)  dem  Werte  0,   wenn  qp  sich 

dem  Werte ~  nähert,  denn  setzen  wir  in 


f(q>)  =-  COS  v  (~£^)' 
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g>  ^  — o  +  «>  so  wird  in  erster  AnnäheruDg  f(a>)  —  2^b^~^.    Der 

Ausdruck  nf(wf  1  ^,  .„- nähert  sich  dann  aber  der  Grenze 

^^^  J  Av)"  cos  tp 


n/'(qp)~»*    cl/'(qp)~"  n       d\og(f{ip)~'*)  n       n(a  + sin  9) 

COB  (p      '        dtp  cos  fp  *  d(p  cos  (p  '  COd  (p 

•—  1  :  a  +  sin  9 

also  der  Grenze  —  1  :  1  —  a,  und  demnach  hat  v  eine  endliche 
Grenze.     Aus  (b)  folgt  aber 

dtp 


"  J  et 


und  dies  wird  unendlich  groß  für  9)  —  — rr  •    Beachtet  man  schließ- 


COB  tp 
2 


lieh,  daß 

dx  dy 

^-vcos^,    ^^=-t;sm9 

und  sonach  wegen  cos  9  = -^ 

gx  ^  —  /  v*dg>^    gy  =■  — /  v*  tang  9  d(p 

wird,  so  sieht  man,  daß,  wenn  9  sich  der  Grenze —  nähert,  x 

einem  endlichen  Werte  zustrebt,  während  y  über  alle  Grenzen  wächst. 
Also  finden  wir: 

Die  Bahn  hat  eine  vertikale  Asymptote,  der  sich  der 
Punkt  mit  immer  mehr  gleichförmig  werdender  Bewegung 
nähert. 

In  dem  besonders  interessanten  Falle,  wo  a  =  0  ist,  kommt 

man  rascher  zum  Ziel  auf  dem  folgenden  Wege. 

Man  setze 

u  »  V  cos  9, 

so  ergibt  sich  sofort  aus  (c) 

du       ,/    u    \»»+i 

d(p  \COB  9/ 


und  daraus 


JP 

j^ L«,  «.^5  /  __^^  _ 


oder 


Vo 


~nZ)j'(l/l+V*>-'^?l>, 
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wenn  wir  p  ■»  tang  q>  setzen.     Darauf  finden  wir  der  Reihe  nach 

gt^-Judp, 

gx  =  --Ju^dp,    gy  «  —Ju^pdp. 

Joh.  Bernoulli  hat  in  den  Acta  Eruditomm  1719,  p.  216, 
zuerst  den  Fall  betrachtet,  wo  der  Widerstand  einer  beliebigen  Po- 
tenz von  V  proportional  ist  Eine  vollständige  Behandlung  gab 
d'Alembert,  Traitä  de  requilibre  et  du  mouYement  des  fluides  1744, 
p.  359,  und  darauf  Legendre,  Academie  de  Berlin,  Prix  de  1782, 
Paris  1846,  p.  59,  endlich  Jacobi,  Journal  für  Math.  Bd.  24,  1842, 
S.  5,  Ges.  Werke  Bd.  4  S.  287.  Neuerdings  hat  Siacci  14  weitere 
Funktionen  bekannt  gegeben,  bei  welchen  sich  das  Problem  auf 
Quadraturen  zurückführen  l&ßt:  Comptes  Bendus  T.  132,  p.  1175 
(1901),  T.  133,  p.  381  (1901)  und  Rivista  d'artigl.  e  gen.  vol.  3, 
p.  5,  vol.  4,  p.  5  (1901). 

U.  Aufgabe.  Ein  Funkt  wird  van  einem  festen  Zentrum  nach 
dem  Neiütonschen  Geseize  angezogen;  seine  Masse  ist  eine  lineare 
Funktion  der  Zeit.     Die  Bewegung  zu  bestimmen. 

Auflösung.     Die  bewegungsgleichung  lautet 

Dabei  ist 

m^a+ht,     r  =  mod  (P  —  0). 

Machen  wir  die  Substitution 

p  —  0  —  m{Q  —  0),     dt  =.  m^dx, 
so  ergibt  sich 

dt*  ""  m«  dr«  ' 
und  demnach  erhalten  wir,  für  ^  =  mod  (Q  —  0), 

dt*    '  Q* 

Die  Bewegung  des  Punktes  Q  ist  also  dieselbe  wie  die  eines  Punktes 
von  konstanter  Masse. 

Dieselbe  Substitution  P —  0  =^  m{Q  —  0)  führt  auch  zum  Ziele 
in  dem  allgemeineren  Falle,  wo 


m 


ycc  +  ßt  +  yt^. 
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Man  setze  dann 

dt  =■  m^dtj     n  =«  ^  /3*  —  «y 
und  erhält 

g  +  ..«^-.(«-o)-o. 

Der  Punkt  Q  ist  demnach  aufzufassen  als  ein  Punkt  von  der  konstanten 
Masse  1,  der  sich  unter  der  Einwirkung  zweier  Zentralkräfke  bewegt: 
die  eine  ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Distanz,  die 
andere  direkt  proportional  der  Distanz  selbst.  Dies  ist  ein  besonderer 
Fall  eines  berühmten  Problems.  Vgl.  Meschtscherskj,  Über  die 
Integration  der  Bewegungsgleichungen  im  Problem  zweier  Körper 
Yon  veränderlicher  Masse,  Astronomische  Nachrichten  Bd.  159,  S.  229 
(1902). 

12.  Aufgabe.  Die  Gleichufigen  für  die  Bewegung  eines  freien 
Punktes  mit  denen  für  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  Fadens  zu 
vergleichen, 

Auflösung.     Die  Gleichung 

kann  man,  indem  man  sie  durch  mj-'^mv  dividiert  und  beachtet, 
daß  P  =^  vt  ist,  auch  in  der  Form  schreiben 

F        d{ve) 


mv         ds 
Vergleichen  wir  dies  mit  der  Gleichung 


0. 


F+^-P-^0 
da 

für  das  Gleichgewicht  eines  biegsamen  Fadens,  so  sieht  man,  daß  die 
Bahnkurve  des  bewegten  Punktes  und  die  Gleichgewichtskurve  des 
Fadens  sich  entsprechen,  wenn  man  die  Spannung  x  durch  die  Ge- 
schwindigkeit V  und  die  spannende  Kraft  F  durch  die  bev^egende 
Kraft  —  mxF  ersetzt.  So  folgt  z.  B.  daß  ein  materieller  Punkt,  der 
einer  der  Geschwindigkeit  proportionalen  vertikalen  Kraft  unter- 
worfen ist,  eine  Kettenlinie  beschreibt. 

18.  Aufgabe.     Das  Problem  der  Brachistochrone, 

Auflösung.  Die  Frage  lautet:  Ein  Punkt  bewegt  sich  unter 
der  Einwirkung  einer  Kraft,  die  ein  Potential  U  besitzt,  auf  einer 
vorgeschriebenen  Kurve.  Wie  muß  die  Kurve  beschaffen  sein,  damit 
die  Zeit,  die  der  Punkt  gebraucht,  um  von  einem  gegebenen  Anfangs- 

Maroolongo:  theorel  Mechanik.  II.  6 
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punkte  zu  einem  gegebenen  Endpunkte  zu  gelangen,  ein  Minimum 
wird? 

Wir  nebmen  die  Masse  des  Punktes  »  1  an,  dann  ergibt  die 
Erhaltung  der  kinetischen  Energie  die  Gleichung 

und  da  t;  "»  d5  :  dt^  folgt 


s, 


wenn    wir    F—  —  =»  (/i  —  2  t/')'"»    setzen«     Wir   variieren    diesen 
Integralausdruck  und  erhalten  als  Bedingung  des  Minimums  • 

fsVds+fvids-^O 
oder  ausgeführt 


/(: 


^^ä^  +  ^^ä},  +  ^^dz)ds 


4.    rv(^^'^4.^^*^-\-^^''\d'!-0- 
^J    '^Us   ds   ^  ds'ds   ^  d»'dr)**^~^' 


durch  partielle  Integration  des  zweiten  Integrals  folgt 


/( 


wobei  die  Integration  von  dem  festen  Anfangspunkt  zu  dem  festen 
Endpunkt  zu  erstrecken  ist,  und  daraus  ergeben  sich  die  Bedingungs- 
gleichungen 

dx  ds     ^^    ^    dy  da  ^    de  ds 

dx 
Multipliziert  man   die   Gleichungen   der  Reihe  nach  mit  -j-  <»  x\ 

du  dz  * 

^  =  y',  3-  =«  z\  so   ergibt  sich  eine  identisch  erfGLllte  Gleichung. 

Also  ist  die  dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  eine  Folge  der  bei* 
den  ersten.     Die  Gleichungen  kann  man  aber  auch  schreiben 

v^       *"       d8\v  ds)^   !?•  d8\v  ds)'*    «•     **       d9\v  ds) '^ 
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denn  es  18t  F--,  X- g- -  -  .^,  r-=  -  t;^,  Z- -»^. 

Beachten  wir  nun,  daß  ^ 'T'  ^  'J~  Jl  ^  "Ji  ''^ird  und  die  Vektoren 

.j.  j       TT  .       dx    dy     dz        .  d*x    d^y    d^e     ...      . 

mit  den  Komponenten  ^ .  ^ ,  ^  ^d  571 1  57« ,  57.  sich  in  der 

früheren  Bezeichnung  t  und  — n  schreiben,  nennen  wir  femer  JP 
den  Kraftyektor  mit  den  Komponenten  X,  Y,  Z,  so  ergibt  sich 

und  da  wir  allgemein 

habcD,  folgt  aus  den  Gleichungen  (6) 

Die  ganze  Reaktion  fällt  also  in  die  Hauptnormale  n. 

Die  gefundene  Gleichung  sieht  der  Gleichung  für  die  von  einem 
freien  Massenpunkte  unter  der  Einwirkung  einer  Kraft  F*  beschrie- 
benen Kurve 

dt  Q 

sehr  ähnlich.  Wir  können  die  beiden  Gleichungen  aus  einander 
folgen  lassen,  indem  wir 

v^~,        dt==vUt\        F IzF' 

setzen.  Die  Brachistochrone  wird  also  unter  der  Einwirkung  einer 
entgegengesetzt  gerichteten  Kraft  F\  die  gegen  die  Kraft  F  im 
Verhältnis  1  :  v^  verändert  ist,  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  das 
Reziproke  der  früheren  ist,  frei  durchlaufen. 

Wir  spezialisieren  das  Problem  auf  die  Bewegung  eines 
schweren  Massenpunktes.     Dann  wird 

v»  =»  Ä  —  2gz. 

Die  Kraft  J''  ist  vertikal  nach  abwärts  gerichtet  und  seine  Intensität 
ist  gleich  g.  Die  Kraft  F'  ist  also  vertikal  nach  aufwärts  gerichtet 
und  hat  die  Intensität 

g:{h-  2gzy. 

Unter  der  Einwirkung  dieser  Kraft  wird  die  Brachistochrone  frei  be- 
schrieben.    Sie  muß  also  in  einer  vertikalen  Ebene  enthalten  sein. 

6* 
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Wir  können  daher  y  «  0  annehmen  und  finden  als  die  Differential- 
gleichung sofort,  da  X  -  0  wird, 


Daraus  folgt   ,    «=  l/l  —  (-j-)   «  Yl  —  c^h  +  2c^gz  und  somit 


dx T /a 


—  e 


h     .       1— c*A      ^ 
wenn  wir  a  «=  r—  i  &  =»  — .»—« —  setzen. 

um  zu  integrieren,  führen  wir  einen  Winkel  o  ein  durch  die 

Gleichung 

a  —  b       a4-b 
i  «  -2 ^  cos  «, 

dann  wird 

a--  e  ^  -^  -  (1  +  cos  w),    6  +  ^  ===     T"    (1  —  cos  w), 

aj5  —  — ' —  sin  oiao, 

and  demnach  die  Differentialgleichung 

dx       a  +  bf      ,  >. 

indem  man  beachtet,  daß  I/t— ^ —  — -. ist.    Durch  Inte- 

'  r    1  —  008  o  Bin  09 

gration  ergibt  sich  also 

X  -{■  d  ^     a"""  ^^  "1"  ^^  *")» 
wodurch  in  Verbindung  mit 

j?  +  6  =  ^-^-  (1  —  cos  Q>) 

die  Parameterdarstellung  der  Kurve  gefunden  ist.    Diese  Kurve  ist 
eine  Zykloide. 

Vgl.  Pascal,  Variationsrechnung,  S.  172,  Knes er,  Variations- 
rechnung, S.  37,  248,  über  das  Geschichtliche  Loria,  Spezielle  ebene 
Kurven,  S.  474. 

14.  Aufgabe.  Die  Bewegung  eines  schweren  Funkies  aufe  iner 
Botationsfläche  mit  veHikaler  Achse  au  untersuchen. 
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Auflösnng.  Wie  beim  sphärischen  Pendel  haben  wir  zwei 
Gleichungen: 

V*- 25^(^0 -^    ^^di^^' 

Hierbei  ist  r*  «=  o?*  +  y*,  und  es  wird 

0  <  c  <  vr. 

Betrachten  wir  die  Fläche  dritter  Ordnung  /,  deren  Gleichung  lautet 

dann  mufi  das  r  für  den  beweglichen  Punkt  größer  sein  als  das  r 
der  gleich  hohen  Punkte  der  Fläche  y.  Diese  Fläche  teilt  aber  die 
gegebene  Fläche  in  Zonen,  die  durch  Kreise  begrenzt  sind.  Die  Be- 
wegung bleibt  also  auf  die  Zonen  beschränkt,  die  weiter  von  der 
Achse  entfernt  sind,  als  die  entsprechenden  Zonen  von  7,  und  in 
einer  dieser  Zonen  haben  wir  eine  Bewegung,  die  der  des  sphärischen 
Pendels  analog  ist.  Wenn  y  die  gegebene  Fläche  berührt,  s<5  findet 
in  diesem  Berührungskreis  eine  gleichförmige  Bewegung  statt. 

Kobb,  Acta  mathematica,  Bd.  10,  S.  89  (1887),  hat  außer  Kegel, 
Kugel  und  Rotationsparaboloid  noch  zwQi  andere  Flächen  angegeben,* 
für  welche  sich  das  Problem  auf  elliptische  Quadraturen  reduziert, 
vgl.  dazu  Staude,  ebenda  Bd.  11,  S.  303  (1888).  Stäckel  fand  eine 
sechste  Fläche:  Math.  Annalen  Bd.  41,  S.  571  (1893).  Salkowski, 
Zur  Bewegung  eines  Punktes  auf  Rotationsflächen,  Diss.  Jena  1904, 
fand  endlich  eine  siebente,  deren  Gleichung  lautet 

und  zeigte,  daß  es  keine  weiteren  gibt. 

16.  AtLfgabe.    Dcts  Prohlem  der  stationären  Bewegung, 

Aufl58ung.  Eine  Bewegung  heißt  stationär,  wenn  die  Lage 
des  bewegten  Punktes  um  eine  gewisse  Mittellage  schwankt.  Um  in 
diesem  Falle  die  Bewegungsgleichung 

m—^j, F 

imizuformen,  gehen  wir  von  der  Identität  aus 

m-^-j^><(P-0)»im-^^^(P-0)»-tii[---^-;p-J. 
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Setzen  wir  hierin  auf  der  linken  Seite  F  ein  und  integrieren  von  0 
bis  f,  so  ergibt  sich 

i>x('-'')^'-r-^^i-/®''«-    ' 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  durch  2  t  und  denken  uns  entweder^ 
die  Zeit  t  sei  eine  Periode  der  Bewegung,  so  daß  die  Lage  des  Punktes 
P  zur  Zeit  0  und  zur  Zeit  t  dieselbe  ist,  oder  die  Zeit  i  sei  sehr 
groß  gegenüber  der  Zeit  eines  Hin-  und  Herganges  des  Punktes^  so 
wird  im  ersten  Fall  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung exakt  Null,  im  zweiten  Falle  sehr  klein,  in  beiden  Fällen 
können  wir  es  weglassen  und  die  Gleichung  demnach  schreiben 

,4/j'x(P-0)d^--imi/(^)*d/. 

Die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  bedeuten  nun  Mittelwerte  bei 
einer  Periode  oder  aber  bei  einer  sehr  langen  Zeit.  Drücken  wir  diese 
Mittelwerte  durch  einen  übergesetzten  Strich  aus,  so  können  wir  dem- 
nach schreiben 

dP 
wenn  V  =  -jr   die   Geschwindigkeit   bezeichnet.     Die  rechte  Seite 

dieser  Gleichung  ist  die  mittlere  kinetische  Energie,  die  linke  Seite 
das  negative  halbe  mittlere  Virial. 

Aus  diesem  Virialsatz  läßt  sich  eine  sehr  einfache  Folgerung 
ziehen.  Bilden  wir  dieselbe  Gleichung  noch  einmal  für  einen  ver- 
änderten Bezugspunkt  0',  so  muß  sich,  da  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung ungeändert  bleibt,  ergeben 


JFx(P~  0)'~Fx{P-0') 
also 

Fx  (0  —  0')  =  0    oder  JP=  0: 

Der  Mittelwert  der  Kraft  für  eine  relativ  lange  Zeit  verschwindet 
bei  der  stationären  Bewegung. 

16.  AxLfgabe.  Bewegung  der  in  horizontaler  Richtung  geschleu- 
derten Geschosse  mit  Bücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde. 

Attfl&Biing«  Die  Gleichungen  (16)  lassen  sich  sofort  integrieren, 
wenn  wir,  wie  wir  es  hier  dürfen,  a>  als  so  klein  ansehen,  daß  seine 
Potenzen  von  der  zweiten  an  vernachlässigt  werden  können.  Fügen 
wir  die  Bedingungen  hinzu,  daß  für  f  ^  0 
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sein  soll,  so  erhalten  wir 

fl?  ■—  a/  +  a}/3<*  sin  9  +  ^mgfl  cos  9, 

y  =«  jj*  —  coa^*  sin  9, 

j?  —  —  \gfi  +  coa^*  cos  9. 

Wird  das  Geschoß  insbesondere  nach  Norden  gerichtet,  ist  also  a  »  0, 
/3  =»  t;  >  0,  so  wird 

X  —  (»^'(t;  sin  g>  +  ^/^^  cos  9),  y  —  vf,  js  «—  —  ^^r^^ 

Da  aber  nur  eine  Zeit  in  Betracht  zu  ziehen  ist,  bei  der  die  Fall- 
geschwindigkeit gi  sehr  klein  gegen  die  Geschwindigkeit  v  des  Ge- 
schosses ist,  wird  o;  >  0,  d.  L  das  Geschoß  weicht  nach  Osten  ab. 
Hätten  wir  dagegen  nach  Süden  geschossen,  so  würde  sich  eine  Ab- 
weichung nach  Westen  ergeben  haben 


ZWEITER  TEIL 


DYNAMIK 


DER  PUNKTSYSTEME 


Drittes  Kapitel. 

Das  d'Alembertsehe  Prinzip  nnd  die  allgemeinen 

Gleiehnngen  der  Dynamik. 

1.  Das  d'Alembertsohe  Prinzip.  Wir  gehen  nunmehr 
Ton  der  Betrachtang  eines  einzelnen  materiellen  Punktes  zu 
der  Betrachtung  eines  Systems,  das  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
fi  solcher  Punkte  besteht,  über,  und  wollen  sofort  annehmen, 
daß  das  System  beliebigen  Bedingungen  unterworfen  sei.  Wir 
wollen  dabei,  ebenso  wie  in  der  Statik,  das  Prinzip  der 
Reaktionskräfte  zugrunde  legen,  d.  h.  wir  wollen  voraus- 
setzen, daß  bei  jedem  in  Bewegung  befindlichen  System  die 
Wirkung,  welche  durch  eine  Bedingung  des  Systems  auf  irgend- 
einen Punkt  P^  Yon  ihm  ausgeübt  wird,  ersetzbar  sei  durch 
eine  in  P^  angreifende  Kraft,  welche  wir  als  die  Reaktions- 
kraft bezeichnen.  Die  Resultante  aller  dieser  auf  den  Punkt 
Pj  wirkenden  Kräfte  wollen  wir  durch  JB^  darstellen.  Ist  m^ 
die  Masse  von  P^,  F^  die  äufiere  Kraft,  die  auf  diesen  Punkt 
wirkt,  so  liefert  das  zweite  Bewegungsgesetz  die  Gleichung 

für  jeden  Punkt  des  Systems. 

Wir  wollen  nunmehr  bemerken,  daß  alles,  was  wir  bei 
der  Auseinandersetzung  des  Prinzips  der  virtuellen  Verschie- 
bungen gesagt  haben,  vollständig  unabhängig  von  dem  Zustand 
der  Ruhe  oder  Bewegung  ist,  in  dem  sich  das  System  befindet, 
und  wir  wollen  wiederum  mit  dP^  eine  (umkehrbare  oder  nicht 
umkehrbare)  virtuelle  Verschiebung  des  Punktes  P,.  bezeichnen, 
unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Zeit  als  unverändert  ange- 
sehen wird;  eine  solche  Verschiebung  ist  im  allgemeinen  ver- 
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schieden  von  der  wirklichen  Verrflckung^  die  wir  mit  dP^  be- 
zeichnen. 

Wir  werden  außerdem  das  ebenfalls  im  zweiten  Kapitel 
der  Statik  besprochene  Prinzip  annehmen,  daß  die  virtuelle 
Arbeit  der  Reaktionskräfte  null  oder  positiv  ist,  je 
nachdem  die  Verschiebungen  umkehrbar  sind  oder 
nicht.     Dies  Prinzip  drückt  sich  durch  die  Gleichung  aus 

^JB,  X  äP,  ^  0, 

in  der  die  Summation  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  er- 
strecken ist.     Folglich  wird 

21^,  -  m,P^  X  SP,  ^  0.  (1) 

Der  Vektor  m^P^  heißt  die  Trägheitskraft  der  Masse  m,, 
und  die  beiden  angenommenen  Postulate  ziehen  sonach  den 
folgenden  Satz  nach  sich: 

Bei  der  Bewegung  eines  beliebigen  Systems  halten 
die  wirkenden  äußeren  Kräfte  den  Trä'gheitskräften 
das  Oleichgewicht. 

Das  in  diesem  Satze  ausgesprochene  Prinzip,  das  jedes 
dynamische  Problem  auf  ein  Problem  der  Statik  zurückführt, 
heißt  das  d'Alembertsche  Prinzip.^) 


1)  Es  wurde  von  d*Alembert  im  Jahre  1742  auB^sprochen  und 
in  seinem  Tratte  de  Dynamique  (Paris  1743,  2*°*  partie,  chap.  I;  deatsche 
Übersetzung  in  Ostwalds  Klassikern)  ausführlich  entwickelt.  D'AIembert 
betrachtete  die  einem  System  mitgeteilten  Bewegungen  als  zusammen- 
gesetzt aus  den  wirklichen  Bewegungen  und  anderen,  die  sich  gegen- 
seitig aufheben;  er  formulierte  dann  das  Prinzip  so,  daß  die  Kräfte, 
welche  die  verlorenen  Bewegungen  henrorrufen  wtürden,  im  Gleichgewicht 
sein  müssen.  Auf  einzelne  besondere  Fälle,  z.  B.  auf  das  physische 
Pendel,  war  das  Prinzip  schon  vorher  von  Jacob  Bernoulli,  Acta 
Eruditorum  1686,  angewandt  worden.  Seine  gegenwärtige  Formulierung 
verdankt  man  Euler  (vgl.  Lagrange,  Mecanique  analytigue^  CBuvres 
t.  11,  p.  266;  Mach,  Die  Mechanik,  8.  Aufl.  S.  881).  Das  Prinzip  be- 
ruht nach  der  modernen  Auffassung  nur  auf  der  Grundlage  der  Erfah- 
rung und  bildet  im  wesentlichen  eine  Verallgemeinerung  des  dritten 
Bewegungsgesetzes.  Vgl.  Comte,  Cours  de  philos,  positive,  4.  ^d.  1877, 
t.  1,  p.  408,  492;  Thomson  u.  Tait,  Natural  philosophy,  vol.  1,  p.  248^ 
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Wir  können  dasselbe  Prinzip  noch  in  einer  anderen  Form 
aussprechen  9  indem  wir  die  Kraft  JF^  als  die  Resultante  der 
Trägheitskrafii  m^P^  und  einer  anderen  Kraft,  der  verlorenen 
Kraft,  die  der  Resultante  der  auf  den  Punkt  wirkenden 
Reaktionskräfte  entgegengesetzt  gleich  ist,  ansehen;  wir  können 
dann  sagen: 

Bei  der  Bewegung  des  Systems  halten  sich  in  jedem 
Augenblicke  die  verlorenen  Kräfte  das  Gleichgewicht. 

Im  Falle  der  umkehrbaren  Verschiebungen  wird  die  Glei- 
chung (1),  wenn  wir  ein  rechtwinkliges  Achsenkreuz  zugrunde 
legen, 

^[(X,-m,i,)«x,+  (r;.-m,y,)(Jy,+  (Z,-.m,5,)d^J  «  0.    (2) 

Ziehen  wir  die  linearen  und  homogenen  Bedingungsglei- 
chungen, denen  die  umkehrbaren  Verschiebungen  des  Systems 
genügen  müssen,  in  Rechnung  und  verfahren  mit  der  Gleichung  (2) 
ebenso  wie  in  der  Statik  mit  der  Gleichung  des  Prinzips  der 
virtuellen  Verschiebungen,  so  erhalten  wir  die  Bewegungs- 
gleichungen in  der  Form 

Ist  insbesondere  das  System  holonom  und  sind  dann 

die  endlichen  Bedingungsgleichungen,  so  erhalten  wir  die  Be- 
wegungsgleichungen in  der  ersten  Lagrangeschen  Form^): 


as.       ..      ^r  ,  ^.  a& 


^Ä  -  ^i+^K^^.^   <yi  -  ^i+S^^dfi' 


'^'  .      .  '"'  (3) 


m,i,^Z,+2;K^^'' 


Yolkmann,  Einfuhrung  in  das  Studium  d.  theoret.  Physik,  Lpz.  1900, 
p.  336.    Für  die  Kritik   der  gewöhnlichen  Begründang  den  Prinzips   b. 
u.  a.  Maggi,  Principii  di  Stereodinamiea,  Milano  1903,  p.  SO. 
1)  Lagrange,  Mecanique  analytique,  (Euvres  t.  11,  p.  267. 
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Sie  enthalten  aU  sehr  speziellen  Fall  die  Gleichungen  (2)  und  (3) 
des  vorigen  Kapitels. 

Die  Gleichungen  (3)  und  die  Bedingungsgleichungen  sind 
hinreichend  zur  Bestimmung  der  r  unbekannten  Funktionen  Jl^ 
und  der  3n  Werte  x^j  y^,  g^.  Eliminieren  wir  die  X^  aus  den 
3n  ftir  sie  linearen  Gleichungen  (3)^  so  behalten  wir  3n  —  r 
Gleichungen  übrig,  welche  die  reinen  Bewegungsglei- 
chungen heißen  und  mit  den  r  Gleichungen  S^^O  zusammen 
zur  Berechnung  der  x^y  y^,  z^  hinreichen. 

Wenn  die  Kräfte  gegeben  sind,  so  wird  die  Integration 
dieses  Gleichungssystems  durch  die  Integration  einer  einzigen 
Differentialgleichung  Yon  der  Ordnung  6n  — 2r  yermittelt.  Die 
6n  —  2r  Konstanten,  welche  hierbei  in  die  Lösung  herein- 
kommen, werden  durch  die  Anfangsbedingungen  Yollkommen 
festgelegt,  nämlich  durch  die  Anfangswerte  der  Koordinaten^ 
unter  denen  zufolge  der  r  Systembedingungen  3n  —  r  unab- 
hängige sind,  und  die  Komponenten  der  Anfangsgeschwindig- 
keiten, Yon  denen  zufolge  der  r  Relationen 

ebenfalls  3n  —  r  unabhängig  sind.  Ist  die  Int^ration  aus- 
geführt, so  finden  wir  die  A^  als  Funktionen  der  Zeit  und  der 
Anfangskonstanten.  Diese  Funktionen  müssen  für  den  ganzen 
Verlauf  der  Bewegung,  d.  h.  für  jeden  beliebigen  Wert  von  t,. 
und  für  beliebige  Werte  der  Anfangskonstanten  bestimmte  Vor- 
zeichen behalten.  Es  bestimmt  sich  nämlich  das  Vorzeichen 
ypn  Xy  dadurch,  daß  für  alle  nicht  umkehrbaren  Verschiebungen 

■ 

sein  muB. 

Hätte  dagegen  Jl^  ein  entgegengesetztes  Vorzeichen,  so 
dürften  wir  die  x^  Bedingung  nicht  mehr  berücksichtigen  und 
müBten  entsprechend  in  den  Bewegungsgleichungen  it«  ="  0  an- 
nehmen. 

Eine  einfache  Erläuterung  des  Gesagten  bietet  das  Problem 
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des  sphärischen  Pendels ^  Kap.  U,  §  5.  Behalten  wir  die  dort 
gebrauchten  Bezeichnungen  bei,  so  sind  die  Bewegungsglei- 
chungen 

mx  —  Ixj    my  =  ky,    rnz  =»  kz  ^  mg^ 

und  daraus  folgt,  da  x^  +  y^  +  z^  ^  a\  i*  +  y*  +  ^*  =*  ^\  ^^o 
XX  +  yy  +  zz  '^  ^  v% 

v^^h^2gz,    A--5(A-3(7ir). 

Wird  für  z  ^  z^  die  Größe  der  Geschwindigkeit  =  0,  so  er- 
halten wir 

Nehmen  wir  nun  an,  der  Punkt  befindet  sich  anfänglich  in  der 

unteren  Hälfte  der  hohl  gedachten  Kugel,  d.  h.  es  sei  j^o*^^* 

Aus  der  ersten  der  angeschriebenen  Relationen  folgt  aber  z  <  z^^ 

aus   der   zweiten  also  A  <  0,  d.  h.   es   wird,   weil   xSx  +  y8y 

+  z8z^Q, 

l{xdx  +  ydy  +  zSz)>0. 

Der  Punkt  verläßt  die  Kugel  nie,  wenn  er  sich  zu  Anfang  auf 
ihr  befindet. 

Befindet  sich  dagegen  der  Punkt  anfänglich  auf  der  oberen 
Hälfte  der  Kugel,  so  wird  Zq>0,  z  nimmt  von  z^^  ausgehend 
beständig  ab;  der  Wert  Yon  l  ist  anfänglich  <  0  und  bleibt 
es,  bis  z  «  ^Zq  wird.     So  lange  ist  also 

k{xdx  +  yäy  +  zdz)'^0 

und  der  Punkt  bleibt  auf  der  Kugel.  Wird  aber  z  <  ^z^,  so 
ist  A  >  0,  die  Bedingungsgleichung  muß  also  getilgt  und  A  » 0 
angenommen  werden;  die  Bewegungsgleichungen  lauten  dann 

i  — 0,    y  =  0,    5  — — S'; 
der  Punkt  hat  die  Kugel  verlassen  und  bewegt  sich  in  einer 
parabolischen  Wurfbahn  weiter. 

In  vielen  Fällen  führt  das  d'Alembertsche  Prinzip  direkt 
zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen.  Wir  wollen  dies 
an  einigen  Beispielen  zeigen..^) 

1)  Vgl.  Maggif  Principii  di  Stereodinamica,  MilanolOOS,  p.  20,  f^l\ 
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1)  Ein  starres  System  mit  einem  festen  Punkte  0  ist  ein 
holonomes  System,  dessen  Lage  bestimmt  ist,  wenn  die  Orien- 
tierung eines  mit  dem  starren  System  fest  verbundenen  Koordi- 
natensystems, dessen  Ursprung  in  0  liegt,  in  jedem  Augenblicke 
bekannt  ist.  Das  System  hat  also  drei  Freiheitsgrade.  Wenn 
die  äußeren  Kräfte  und  die  Trägheitskräfte  sich  das  Gleich- 
gewicht halten  sollen,  so  müssen  ihre  Momente  f&r  den  Punkt  0 
einander  gleich  werden  und  es  ergeben  sich  die  Bedingungen 

in  denen  Xq,  y^y  z^  die  auf  ein  im  Räume  festes  Koordinaten- 
system bezogenen  Koordinaten  des  Punktes  0  und  M^y  üf^,  M^ 
die  Komponenten  des  Momentes  der  äußeren  Kräfte  für  den 
Punkt  0  sind.     Dies  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung. 

2)  Ein  starres  System,  von  dem  ein  Punkt  0  gezwungen 
ist  auf  einer  festen  Fläche  zu  bleiben,  ist  ebenfalls  ein  holo- 
nomes System  und  besitzt  fünf  Grade  der  Freiheit.  Zunächst 
gelten  dieselben  drei  Gleichungen  wie  vorhin,  denn  zu  den 
virtuellen  Verschiebungen  gehören  wieder  die  Drehungen  um 
den  Punkt  0.  Weiter  kann  aber  das  System  auch  einer 
Parallel  Verschiebung  in  der  Richtung  einer  Geraden,  die  in  0 
die  Fläche  berührt,  unterworfen  werden.  Nennen  wir  also 
a,  ßy  y  die  Richtungskosinus  dieser  Tangente  und  machen 

so  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  des  d'Alembertschen  Prinzipes 
2m,{ax,  +  ßy,  +  y  ^,)  =  ^(a  X,  +  ßY,  +  yZ,) 

3)  Ein  starres  System,  das  um  eine  feste  Achse  drehbar  ist, 
wird  seiner  Lage  nach  fixiert  durch  den  Winkel,  den  eine  durch 
die  Achse  gehende  und  mit  dem  System  fest  verbundene  Ebene 
gegen  eine  im  Räume  feste  Ebene  durch  diese  Achse  bildet 
Es  ist  also  ein  holonomes  System  mit  einem  Freiheitsgrade. 
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Mögliche  Verschiebungen  sind  nur  die  Drehungen  um  die  feste 
Achse,  und  es  ergibt  sich,  daß  das  Moment  der  Trägheitskrafte 
und  das  Moment  der  äußeren  Kräfte  für  diese  Achse  einander 
gleich  werden  müssen.  Wählt  man  die  feste  Achse  zur  j^-Achse, 
so  wird  die  Bewegungsgleichung: 

4)  Ein  starrer  Körper  mit  überall  konvexer  Begrenzung 
sei  in  beständiger  Berührung  mit  einer  in  Yorgeschriebener 
Bewegung  befindlichen  Ebene.  Außerdem  sollen  der  Punkt  der 
Ebene  und  der  Punkt  an  der  Oberfläche  des  Körpers,  die 
gerade  zusammenfallen,  stets  dieselbe  Geschwindigkeit  besitzen. 
Dann  sagt  man,  der  Körper  sei  gezwungen,  auf  der  Ebene 
ohne  Gleitung  zu  rollen.  Das  System  ist  nicht  holonom  und 
hat  drei  Freiheitsgrade.  Die  drei  Gleichungen  des  Falles  1) 
bleiben  aber  hier  bestehen,  wenn  wir  für  den  Bezugspunkt  0 
den  augenblicklichen  Berührungspunkt  wählen.  Denn  die  vir- 
tuellen Verschiebungen  sind  hier  die  Drehungen  um  den  momen- 
tanen Berührungspunkt  0. 

2.  Die  StoBbewegung  eines  allgemeinen  ICasBen- 
Bystems.  Wir  betrachten  den  Fall,  wo  zu  einer  bestimmten 
Zeit  t  auf  das  materielle  System  Momentankräfte  wirken. 
Eine  solche  Momentankraft  wird  festgelegt  durch  das  Vektor- 

integral  ^  ^  ( Fdt,  wo  r  die  sehr  kurze  Wirkungsdauer  der 

t 
Momentankraft  bezeichnet.  Hat  hier  ^  einen  endlichen  Wert, 
80  wird  auch  die  Geschwindigkeit  des  betreffenden  System- 
punktes in  der  Zeit  x  sich  um  einen  endlichen  Wert  ändern, 
während  die  Änderung  des  Ortes  während  dieser  Zeit  nur  un- 
endlich gering  ist. 

Integrieren  wir  nun  die  Gleichung  (1)  des  d'Alembertschen 
Prinzipes  nach  der  Zeit  von  ^  bis  ^  +  r,  so  erhalten  wir 

^  [fm.P,  dtxöP,  -jj;  dt  X  *PJ  -  0 . 

Mareolongo:  theoret  Mechanik.  IL  7 
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Das  erste  Integral  in  der  eckigen  Klammer  integrieren  wir 
partiell;  dann  finden  wir 

t  i 

Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  wird  aber  für  sehr  kleines  r 
sehr  klein  aach|^egen  die  Größenordnung  der  Variationen,  weil 
der  Integrand  die  Variation  einer  endlichen  OroBe,  nämlich  der 
kinetischen  Energie  ^m,P/  des  materiellen  Punktes,  ist.  In 
dem  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  können  wir  femer  die 
Variationen  dP^  vor  und  nach  der  Zeit  t  als  unendlich  wenig 
verschieden  ansehen  und  deswegen  die  ganze  rechte  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung  schließlich  schreiben 

Die  Differenz  A{in^P^  heißt  der  verlorene  Impuls. 

Nach  dem  Mittelwertsatz  der  Integrale  finden  wir  weiter 

fjFidt xdP,=^dP. xfp.dt  =  *P< X  5, , 

t  t 

wenn  dP^  einen  Mittelwert  der  virtuellen  Verschiebungen  von 
P^  während  der  Zeit  r  bezeichnet.  Diese  virtuellen  Verschie- 
bungen sind  aber  unendlich  wenig  verschieden  und  wir  können 
daher  dP^^  dP^  setzen.  So  erhalten  wir  endlich  an  Stelle 
der  Gleichung  des  d^Alembertschen  Prinzipes  die  Gleichung 

^[A(m,P,)-?JJ  X  aP,  -  0;  (3a) 

die  verlorenen  Impulse  halten  den  wirkenden 
Momentenkräften  das  Gleichgewicht.^) 

3.  Bie  zweite  Form  der  Lagrangeaohen  CHel- 
chungeiL  Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  die  Bedingungen 
des  Systems  derart  gegeben  sind,  daß  die  3n  Koordinaten  x^, 
y^,  e^  der  Punkte  des  Systems  bekannte  Funktionen  von  Tc  un- 

1)  Vgl.  Duhamel,  X^ote  sur  divers  points  de  m^aniqne,  Journal 
de  räcole  polytechuique,  Cah.  24  (1885),  p.  1. 
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abhängigen  Parametern  q„  q„...,q,  werden.  Diese  Parameter 
heißen  die  allgemeinen  Koordinaten  des  Systems. 

Um  bequemer  schreiben  zu  können,  woUen  wir  die  3n  Ko- 
ordinaten Xj,  y^y  e^y  x^j  yi;  e^y  ...  durchnumerieren  und  mit 
Ujy  Uji,  ti^y ...  bezeichnen,  so  daß  a:^=t«j,_j,  Vi'^^zi'-i}  ^i'^^hi 
wird,  dann  haben  wir  zu  setzen 

Die  früheren  Bedingungsgleichungen  S^Jiu^  ^  0  müssen 
identisch  erfüllt  sein,  wenn  wir  diese  Werte  von  u^  einsetzen 
und  wir  erhalten  also,  indem  wir  diese  Bedinguugsgleichungen 
nach  q    differenzieren, 

2w.K-0-  (,-1,2,...,*). 

Multiplizieren  wir  jetzt  die  Gleichungen  (3)  der  Reihe  nach 
mit     !^*"'-  — ^'•— ,    o— *   ^ind  addieren  sie  alle  zu  einander,  so 

finden  wir 

indem  wir  noch 

setzen. 

Wir  schreiben  femer 

und  nennen  diese  Größe  die  verallgemeinerte  Kraftkompo- 
nente nach  der  Koordinate  $  ,  aus  einem  Grunde,  den  wir 
später  noch  erkennen  werden. 

Um  die  linke  Seite  von  (5)  umzuformen,  beachten  wir 
die  Identität 

7* 
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Nun  wird,  wenn  wir  annehmen,  daß  die  Ausdrücke,  die  u,  als 
Funktion  der  q    geben,  mit  der  Zeit  sich  verändern, 

du,    .    du,  .     ,    du.  .     ,  ,_v 

wobei  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  der  Differentiation 
der  Koeffizienten  in  dem  Ausdruck  von  u^  herrührt.  Aus  dieser 
Gleichung  (7)  folgt;  sofort 

dug        dUj, 


(8) 


(9) 


für  alle  Indizes  5,  q.     Femer  folgt  aus  (7) 

du,         d^u,^  d^t_  .     , 

anderseits  ergibt  sich  aber  direkt 

dt    dq^         dtdq^-^lqjq^^^'^ 

also  wird 

d    cu^       du, 

dt  dq^  ^  dq^  ' 
Damit  wird  nun 

^1..   du,        ^1  d  /.    dü,\        ^1.    dü^ 

Um  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  bequemer  schreiben 
zu  können,  führen  wir  den  Ausdruck  ein 

T  =  ^i^>.»  -  ^im,(x,*  +  jr,»  +  V)  -  -S"!»«,»,«,    (10) 

i  i  i 

den  wir  aus  später  noch  zu  erörternden  Gründen  als  die  kine- 
tische Energie  des  Systems  bezeichnen,  und  können  dann 
schreiben 


^^'cq^  ~  dt  dq^        dq^' 

Somit  wird  endlich 

dtdq^        dq^        ^r  ^^^) 

Dies  ist  die  zweite  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen.^) 
1)  LagrangBt  Mecanique  analytiqiie,  (Euvres  t.  12,  p.  825. 
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Die  Funktion  Ty  die  kinetische  Energie,  die  als  die  halbe 
Summe  der  Produkte  aller  Massen  des  Systems  mit  den  Qua- 
draten der  zugehörigen  Geschwindigkeiten  definiert  ist,  wird, 
da  zufolge  (7)  Gleichungen  von  der  Form 

^t  ="  V^  +  ^i^'^Ö'i  +  ^^'^Qt  H —  • 
gelten  und  daraus  sich  der  Ausdruck 

^T^2l^.  W^  +  a,('>g,  + . . .]«  (12) 

ergibt,  eine  quadratische  Funktion  der  allgemeinen  Qeschwin- 
digkeitskomponenten,  wobei  die  Koeffizienten  Funktionen  der  q^ 
und  von  t  sind,  und  zwar  ist  diese  quadratische  Funktion 
wesentlich  positiv.  Wenn  wir  uns  T  in  solcher  Form  gegeben 
denken/  wollen  wir  es  zur  größeren  Deutlichkeit  mit  T^  be- 
zeichnen. 

Die  Zahl  der  Gleichungen  (11)  ist  dieselbe  wie  die  der 
Freiheitsgrade  des  Systems  und  ihre  Bauart  ist  sehr  einfach, 
indem  sie  lediglich  die  Kenntnis  von  T  in  Abhängigkeit  von 
q  und  q^  fordern;  die  Gleichungen  erlauben  aber  nicht,  die 
Iteaktionskrafte  des  Systems  zu  ermitteln.  Sie  sind  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  und  gelten  nur  für  holonome 
Systeme. 

Wir  beachten  noch,  daß  aus  (6)  folgt 

Öl  Sq,  +  %*(?,+    ••  =2^<t>,  Sn,^2F,  X  dP„      (13) 

der  Ausdruck  links  liefert  demnach    die  virtuelle   Arbeit   des 
Kräftesystems  bei  der  allgemeinen  virtuellen  Verschiebung,  die 
sich  auf  die  Zeit  t  bezieht.    Ist  diese  Arbeit  durch  die  q    und 
ihre  Variationen  ausgedrückt,  so  findet  man  sofort  die  Q  . 
a)    Wir  betrachten   insbesondere   den   Fall,    wo   die   Be- 

dingungen  von  der  Zeit  unabhängig   sind,   wo   also  ~*  =  0 

wird.  Dann  ergibt  sich  zufolge  (7)  für  T  ein  Ausdruck  von 
der  Form 

T  =  ^2a„Anir-  (14) 

Nach  seiner  Definition  ist  aber  T  immer  positiv  und  nur  dann  0, 
wenn  alle  k„  d.  h.  alle  q  verschwinden.    T  ist  also  eine  quadra- 
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tische,  definite,  positive  Form  der  Yariabeln  q  .  Führen  wir 
an  dem  Ausdruck  (14)  die  durch  (11)  geforderten  Differen- 
tiationen aus,  so  ergibt  sich 


X 

oder 


t  at 


iafi 


indem  wir  annehmen 
und  beachten,  daß 

ot  at 

gesetzt  werden  kann. 

Wir  können  die  Gleichungen  (15)  noch  nach  q^  auflösen, 
indem  wir  sie  mit  geeigneten  Faktoren  a  multiplizieren  und 
addieren.     Dann  finden  wir 


at 

indem  wir  setzen 


{"A-UsU-  (18) 


Hierbei  ist,  wenn  A  die  Determinante  |a^|  bedeutet, 


a^-=- 


ga 
1      dA 


b)  Von  besonderer  Bedeutung  ist  femer  der  Fall,  in  welchem 
das  System  der  äußeren  Kräfte  ein  konservativiBS  ist,  d.  h. 
die  Kräfte  ein  Potential  besitzen,  das  eine  Funktion  allein  von 
den  allgemeinen  Koordinaten  q  und  eventuell  von  der  Zeit  t 
ist.     In  diesem  Falle  wird 
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und  mithin  folgt  aus  (13)  wegen  der  Willkürliclikeit  der  dq 

e,-^-  (19) 

Die  Funktion  £;  die  durch  den  Ausdruck 

C-T+  ü 

definiert  wird,  heißt  das  kinetische  Potential  oder  die 
Lagrangesche  Funktion,  sie  ist,  was  ihre  Abhängigkeit 
von  den  q  angeht,  dieselbe  quadratische  Funktion  dieser  Größen 
wie  T.  Die  Gleichungen  (11)  nehmen  dann  die  einfachere 
Form  an 

Enthält  C  nicht  die  Koordinaten  q^  q^,  *  -  -y  qi,  d-i^-  ist  es  eine 
Funktion  der  q  und  von  qi^i,  Qi^if  •  •  «^  ^ky  ^^  ^^^  man,  daß 
die  Koordinaten  q^,  g^,  .  . .,  9,  des  mechanischen  Systems  ver- 
borgen seien.  Die  Gleichungen  (IIa)  zeigen  dann  sofort,  daß 
man  folgende  l  erste  Integrale  der  Bewegung  findet: 

Wi  "*  "*'    Wt  ^^'  " ''  ^ "~  "'' 

wobei  die  a  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Setzen  wir 
voraus,  daß  wir  aus  diesen  für  die  q  linearen  Gleichungen 
die  Komponenten  q^^  q^,  ....  g,  als  Funktionen  der  q^  und 
von  g,^|,  . . .,  qj^  ableiten  können,  so  behaupte  ich,  daß  die 
Integration  der  Gleichungen  (IIa)  für  das  vorliegende 
System  mit  k  Freiheitsgraden  abhängt  von  der  Inte- 
gration der  Gleichungen  für  ein  analoges  System  mit 
Je  —  l  Freiheitsgraden,  dessen  kinetisches  Potential 

ist,  und  von  l  Quadraturen  (Methode  der  verborgenen 
Koordinaten). 

In  der  Tat,  denken  wir  uns  ^i^  .  •  .9  $<  in  der  angegebenen 
Weise  ausgedrückt,  so  finden  wir 

a  Ä  ^  a«     ac  aii  _^ «  ?«i 
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und   mithin  wird  mit  Rücksicht  auf  die  obenstehenden   Glei- 
chungen allgemein 


dB      dt 
Ebenso  wird 


dq^      cq^ 


dB       d€ 

Wir  müssen  also  das  Gleichungssystem  integrieren 

dB\       dB 


d  (dB\_dB_^ 


Nachdem  die  Integration  ausgeführt  ist  und  die  q^  durch  t  und 
2{h  —  T)  Konstante  ausgedrückt  sind,  ergeben  sich  aus 

dB  •  dB  • 

durch  l  Quadraturen  die  Ausdrücke  von  q^}  9.%y  ' '  ?  %  ^^^  ^^ 
haben  im  ganzen  2h  Eonstanten  eingeführt.^) 

c)  Wir  betrachten  schlieBlich  den  Fall  eines  anholonomen 
Systems;  zwischen  den  Variationen  der  Koordinaten  q^  besteht 
dann  eine  gewisse  Anzahl  nicht  integrabler,  linearer  Beziehungen. 
Auch  in  diesem  Falle  ergeben  sich  für  die  Variationen  der  kar- 
tesischen  Koordinaten  Ausdrücke  von  der  Form 

8u,  «  a^C)  dq^  +  a^W  dg,  +  . . .  +  a^')  8q^ , 

in  denen  ^qi^Sq^f  -*-,  Sq^,  vollständig  willkürlich  bleibt.   Führen 
wir  diese  Werte  in  die  Fundamentalgleichung  (2)  oder 

-2'(<t>,-^ü.)d«.  =  0 
eiB,  so  zerfallt  sie  in  die  folgenden 

Man  beachte  nun^  daß 


1)  E.  J.  Routh,  A  Treatise  on  the  stability  of  a  given  atate  of 
motion,  London  (1877);  Die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper 
(Deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1898)  L  Band,  S.  878. 
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und  daß  wegen  a^W  =.  _• 


dT 


W 


wird;  dann  ergibt  sich,  indem  wir 

M 

setzen^  daß  die  Bewegungsgleichnngen  die  zu  (11)  analoge  Form 
annehmen 

liW.-^o  =  Q..  (IIb) 

Man  kann  auch  direkt  ^(i^da^'^ü^  transformieren,   indem 
man  beachtet,  daß 

ü,  =-»  a^W  q^-\ -f-  a^W  ^^  +  . . . 

wird  und  mithin 

Daraus  folgt 

wenn  wir  setzen 

also  mit  den  Beschleunigungen  denselben  Ausdruck  bilden,  den 
wir  für  die  Geschwindigkeiten  mit  T  bezeichnet  haben.  Die 
Gleichungen  nehmen  dann  die  Form  von  Gibbs  und  Appell  an 


1)  J.  W.  Gibbs,  On  ^^«  Fundamental Formülae  of  Dynamics,  American 
Joom.  of  Math.  vol.  2,  p.  49  (1S79),  Scientific  Papers  vol.  2,  p.  1;  Appell, 
Ck)mpte8  RendnB  t.  129,  p.  317,  469  (1899),  Journ.  fOr  Math.  Bd.  121, 
S.  310  (1899),  Bd.  122,  S.  205  (1900),  Les  mouvements  de  roülement  en 
dynamique,  in  der  Sammlung  Scientia,  1899,  p.  46  und  zahlreiche  Ar- 
beiten im  Journal  de  Math.  (6)  t.  6,  7,  9.  Man  vgl.  auch  Maggi, 
Principii  di  Stereodinamica^  p.  199. 
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4.  Bl6  Bamiltonsohen  CHelohnngen.  Wenn  wir  die 
Gleiohong  (12)  entwickeln,  so  erhalten  wir  2T  ansgedrflckt 
ab  die  Summe  zweier  Teile,  von  denen  der  eine  eine  homogene 
quadratische  Funktion  der  q  und  der  andere  linear  ist,  d.  h. 
wir  finden  einen  Ausdruck  von  der  Form 

2^^  -  Pnii'+  PnQt'+' '  •  +  2P,,q,q,  +  •  • 

-  +  2(€Co  +  ^ii+"')^  (20) 

in  dem  alle  Koeffizienten  von  den  Komponenten  q^  und  der 
Massenverteilung  des  Systems  abhängen.  In  dem  besonderen 
Falle  eines  freien  Punktes  sind  die  Impulskomponenten  mic, 
my,  mz  (vgl.  Kap.  I)  die  Derivierten  der  kinetischen  Energie 
nach  den  Oeschwindigkeitskomponenten,  wie  man  sofort  verifi- 
zieren kann.  Wir  wollen  nun  allgemein  als  die  Impulskom- 
ponenten eines  Systems  die  Derivierten  der  kineti- 
schen Energie  nach  den  allgemeinen  Geschwindigkeits- 
komponenten bezeichnen. 

Nennen  wir  sie  i>„,  so  haben  wir  demnach  zu  setzen 

Po  --  ^  (21) 

und  demnach 

Pi  ="  Aift  +  -Pi2^«  +•••  +  «!;  118W.  (22) 

In  einem  holouomen  System  sind  die  Impulskompo- 
nenten  lineare  Funktionen  der  allgemeinen  Geschwin- 
digkeitskomponenten. 

Die  Determinante  der  Gleichungen  (22)  ist  nichts  anderes 
wie  die  Diskriminante  des  in  den  q  homogenen  quadratischen 
Teils  T,  von  21-. 

Weni^  die  Koordinaten  u^  die  Zeit  t  nicht  explizit  ent- 
halten, so  reduziert  sich  T  auf  T^,  Die  Diskriminante  ist 
dann  immer  von  Null  verschieden,  sie  ist  es  aber  auch  im  all- 
gemeinen Falle,  denn  wäre  sie  NuU,  so  ließe  sich  durch  die 
Auflösung  des  linearen  Gleichungssystems 

«1  &  +  «2  ft     H ==  —  «0 
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eine  Kombination  von  Geschwindigkeitskomponenten  q  angeben^ 
für  welche  die  kinetische  Energie  yerschwindet,  ohne  daß  alle 
q  gleich  Null  sind,  es  gäbe  also  eine  Bewegung  des  Systems^ 
bei  der  die  kinetische  Energie  NaU  ist,  und  das  ist  nach  deren 
Definition  unmöglich.  Das  Gleichungssystem  (22)  laßt  sich 
mithin  nach  den  q    auflösen,  und  wir  finden  auch: 

Die  allgemeinen  Geschwindigkeitskomponenten 
sind  lineare  Funktionen  der  Impulskomponenten. 

Setzen  wir  in  (12)  diese  Ausdrücke  der  q    ein,  so  geht  T 
in  eine  Form  über,   in  der  es  als  eine  quadratische  Funktion 
der  p    erscheint,   wobei  die  Koeffizienten  Funktionen   der  q 
und  von  t  sind.    Diese  Form  woUen  wir  durch  T^  bezeichnen. 

Halten  wir  uns  sodann  gegenwärtig,  daß  die  Anfangs- 
koordinaten  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  d.  h.  die  q  und  g  , 
willkürlich  sind  und  wir  einen  beliebigen  Augenblick  für  den 
Anfang  der  Bewegung  wählen  können,  so  erkennen  wir,  daß 
wir  zu  einer  bestimmten  Zeit  t  die  Größen  g_  und  p.  als  durch- 
aus  willkürlich  und  unabhängig  ansehen  können. 

Dies  Yorausgeschickt,  betrachten  wir  die  folgende  Funk- 
tion der  q    und  p^, : 

®-2p,i,-T,  (23) 

wobei  die  q  nur  zur  Abkürzung  für  die  sie  darstellenden 
linearen  Funktionen  der  p    stehen. 

Erteilen  wir  den  p  und  q  willkürliche  Zuwächse  8p  j  dq  , 
indem  wir  t  invariabel  lassen,  so  erhalten  wir 

oder  wegen  (21) 


de-^fe^P.-H**.)- 


Mithin  ergibt  sich 

d9       .         de  dT 


dp^      ^^'     dq^  dq^ 


Das  Gleichungssystem  (11)  geht  hierdurch  in  das  folgende 
über 
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Wir  finden  also  ein  System  von  2k  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welches  das  System  (11)  der  k  Lagrangeschen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  YoUständig  ersetzt. 

Haben  die  Kräfte  ein  Potential  U  (das  eine  Funktion  der 
q    und  eventuell  der  Zeit  t  ist),  so  folgt  aus  (19),  wenn  wir 

H^e^U  (25) 

setzen, 

*^  —  ä^'    ^*-ä7/  (26) 

Besonders  zu  beachten  ist  der  Fall,  wo  die  Bedingungen 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  d.  h.  wo  die  u^  sich  allein  durch 
die  q    ausdrücken.     Man  folgert  dann  sofort,  daß  du^  von  der 

Form 

du,  =  a^W  dqi  +  aj<')  *g,  H 

und  mithin  T  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  q  wird, 
während  die  p  homogene  lineare  Funktionen  der  q  sind.  Aus 
dem  Eulerschen  Theorem  für  die  homogenen  Funktionen  findet 
man  weiter 

demnach  eigibt  sich  aus  (23) 

p 

und  die  zweite  der  Gleichungen  (24)  liefert 

Die  allgemeinen  Geschwindigkeitskomponenten  sind 
somit  die  Derivierten  der  kinetischen  Energie  nach, 
den  Impulskomponenten. 

Die  Gleichungen  (24)  werden  dann 

2,-ä^,    P,'Q,--^i-,  (24a) 

und,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Kräfte  ein  Potential  U 
besitzen,  ergibt  sich,  wenn  wir 


ÜbuDgsbeispiele.  109 


H^T^-U  (25a) 

setzen. 

Die  Oleichungen  (26)  oder  (26a)  heißen  die  kanonischen 
oder  Hamiltonschen  Bewegungsgleichungen^);  um  diese 
Gleichungen  zu  bilden,  muß  man  nur  H  als  Funktion  der  Ko- 
ordinaten und  Impulskomponenten  kennen. 

Im  Falle  der  Gleichungen  (26  a)  und  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  U  und  mithin  H  die  Zeit  nicht  explizit  enthält, 
findet  man 

dt—Z\-dr,^9  +  w/9)-^^ 

also  ist 

wobei  h  eine  Eonstante  bedeutet,  ein  Integral  der  Gleichungen 
(26  a),  dessen  mechanische  Bedeutung  wir  im  nächsten  Kapitel 
noch  erkennen  werden. 


Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Bie  BewegimgsgleichungeH  eines  Punktes  in  Polar- 
JcoordincUen  aufzustellen, 

Auflösung.  Die  Polarkoordinaten  seien  r,  d,  >l,  nämlich  Radius- 
Tektor,  Polabstand  (Breitenkomplement)  und  geographische  Länge, 
dann  ergibt  sich 

T  =  -i.(r«  +  r^ö«  +  r«  sin«  0  - 1«). 

Es  seien  nun  Jß,  6,  A  die  Kraftkomponenten  nach  dem  Radiusvektor, 
nach  der  Tangente  des  Meridians  und  nach  der  Tangente  des  Breiten- 
parallels,  so  wird  der  Arbeitsausdruck 

Rdr-\-eds  +  Ads\ 

wenn  ds,  ds'  die  Bogenelemente  von  Meridian  und  Breitenparallel 
bedeuten.     Es  ist  aber 

ds^^rdOj     ds'  '='  r  ainOdX 


1)  W.  R.  Hamilton,  Second  Essay  on  a  generäl  tnethod  in  Dyna- 
mics, Philos.  Transactions  1836,  part  1,  p.  95. 
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und  damit  wird  der  Arbeitsausdmck 

Bdr  +  rQdO  +  r  «in  Ö  AdA. 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  in  der  zweiten  Form  werden  dem- 
nach 

r  -  rö»  -  r  sin*  Ö  .  i«  -  Ä 

^^-r«8inÖC08Ö.i«-er, 
dt  ' 

d(r>8in>6.i)        .      .    ^ 
— ^ — j- =«  Ar  smO. 

2.  Aufgabe.     Ein  freier  Punkt  bewegt  sich  unier  der  EtMcir- 
kung  von  Kräften^  die  ein  PötentitU  van  der  Form 

besitzen.     Zu  zeigen,  daß  die  Bestimmung  der  Bewegung  durch  Qua- 
draturen zu  erreichen  ist. 

Auflösung.     Da  hier 

/^^        1        .     df.JD 
r'sin'd     r  sind  dl 

wird,  liefert  die  dritte  der  Gleichungen  in  der  Torigen  Aufgabe  nach 
einmaliger  Integration 

i(r»sin«0.i)»-/i(i)  +  ^. 

Die  zweite  hingegen  gibt 

(r  ö)  -  r  sm  ö  cos  ö  .  A  -  ^^  •  ^i  -  "r'^^ß-  ' 


d 
dt 


Eliminiert  man  l  aus  den  beiden  gefundenen  Gleichungen  und  inte- 
griert, so  erhält  man 

Aus  der  Energiegleichung  folgt  femer 

durch  Elimination  von  0  und  l  findet  man 

daraus  durch  eine  Quadratur  r  als  Funktion  von  t     Die  Bestimmung 
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Yon  6  und  k  ist  dann  leicht  zu  erkennen ;  sie  erfordert  ebenfalls  ledig- 
lich Quadraturen.  Vgl.  Bouth,  Dynamics  of  a  particle,  p.  307. 
Cambridge  1908.  . 

8.  Aufgabe.    Die  Jcanonischen  Gleichungen  des  sphärischen  Penr 
dels  aufzustellen. 

AufLÖBung.     Hat  der  bewegliche  Punkt  die  Masse  1  und  die 
Kugel  den  Badius  r  =  1,  so  wird 

T=.-l.(e«  +  sin«e.i«) 

und,  da  hier  (ygl.  die  erste  Aufgabe) 

dr  —  0,     e  =  ^  sin  e,     A  =  0 

wird,  ist  der  Arbeitsausdruck 

-^  dj]  ^  g  am  e  dO] 

also  werden  die  Lagrangeschen  Oleichungen,  wenn  wir  9i  =  0,  9a  "■  ^ 
machen, 

q^  —  sin  q^  cos  öfi  •  ft  =- ^  sin  g^,  ^  (sin*  g'i  •  g^)  =-  0. 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  in  die  folgenden  zerlegen 

1 


coag.      2      •         i\ 
Pi^g  sm  q^  +  g^^ft* ,    P%  «  0, 

oder 

^i-"a^»  ^^~dpr  -Pi        dq,'  -P^""     ag,' 

wenn  wir 

J^=  *(Pi*  +  giE^.^ft')  +9  00Bq,  =  T^  +  n 
setzen.     Dies  sind  die  kanonischen  Gleichungen. 

4.  Aufgabe.  Ein  Punkt  liegt  auf  einer  Kugel  vom  liadifM  1 
und  wird  vom  Nordpol  N  mit  einer  Kraft  angezogen,  deren  Potential 
h  cotg  0  ist,  wenn  0  den  Polabstand  bedeutet  Die  Bewegung  zu  unter- 
suchen. 

Auflösung.  Wii*  haben  nach  der  ersten  Aufgabe  die  Glei- 
chungen 

e  —  sinö  cosfl.i«- ^,  ^, (sin« e •  i)  -  0. 

Bin'Ö'  dt^  ^ 

Um  sie  umzuformen,  setzen  wir 

^  =•  tang  Ö,     dt  =  co8*Ö  •  dx. 
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Dabei  bezeichnet  ^  den  Abstand  des  Nordpols  N  Yon  der  Projektion 
P'  ößB  beweglichen  Punktes  P  aus  dem  Kugelmittelpunkt  auf  die 
Tangentialebene  in  N>  Die  Bewegungsgleichungen  lassen  sich  dann 
mit  Leichtigkeit  in  die  folgenden  transformieren 


diese  lagen  die  Bewegung  des  Projektionspuuktes  P^  fest,  der,  wie 
man  sieht,  yon  dem  Nordpol  N  im  umgekehrten  Verhältnis  zum 
Quadrat  der  Entfernung  angezogen  wird.  Die  Bahn  yon  P^  ist  ein 
Kegelschnitt,  yon  dem  N  einen  Brennpunkt  bildet;  die  Bahn  yon  P 
ist  deshalb  ein  sphärischer  Kegelschnitt,  yon  dem  ebenfalls  N  einen 
Brennpunkt  bildet  Vgl.  Appell,  Amer.  Journ.  of  Mathem.,  t.  XUI, 
p.  153  (1891);  C.  Neumann,  Leipziger  Berichte  1879,  S.  53. 

5.  Aufgabe.  Ein  biegsamer  und  unausdeknbarer  Faden  van 
der  Länge  l  verbindet  durdi  ein  in  einer  horizontalen  Ebene  ange- 
brachtes Loch  0  hindurch  zwei  der  Schwere  unterworfene  Massen  m  und 
m';  m  liegt  auf  der  Ebene,  m'  hängt  vertikal  herunter.  Die  Beilegung 
eu  untersuchen, 

Auflösung.  Die  Polarkoordinaten  der  Masse  m  seien,  auf  0 
bezogen,  r,  0;  die  Entfernung  der  Masse  m'  yon  0  ist  dann  /  —  r, 
hieraus  folgt 

T  =  ^nt(f«  +  r«0«)  +  ^m'r\ 

Die  Bewegungsgleichungen  lauten  sonach 

(m  +  m')r-  mrß^ w V,    ^^ (r^O)  «  0. 

Nach  der  zweiten  Gleichung  wird 

r»e  «  c. 
Dann  ergibt  sich  aus  der  ersten  Gleichung 

(m  +  w')f  j-  =  mrO^  —  mg 

=  m^  —mg. 

Hieraus  folgt  durch  eine  erste  Integration  f  als  Funktion  yon  r  und 
durch  eine  zweite  Integration  r  als  Funktion  yon  t.     Aus  der  Glei- 

chung  0  =  r/r'  finden  wir  dann  auch  Q  als  Funktion  yon  t, 

Thomson  und  Tait,  Vol.  1  p.  309;  Schell,  Theorie  der  Be- 
wegung u.  der  Kräfte,  Bd.  2,  S.  551. 


ü  bungsbeispiele.  113 


6.  Aufgabe.  Em  gerader  Stab,  dessen  Masse  vernachlässigt 
wird,  liegt  in  einer  horizontalen  Ebene  und  Jcann  sich  um  seinen  einen 
Endpunkt  0  drehen.  Er  trägt  zwei  Massen:  eine  feste  m  in  seinem 
freien  Endpunkte  Ä  und  eine  bewegliche  m',  die  an  dem  Stabe  entlang 
gleiten  kann.    Die  eintretende  Bewegung  zu  untersuchen. 

AuflÖBung.  Es  sei  6  der  Winkel,  den  die  Bichtong  des  Stabes 
mit  einer  festen  Bichtung  bildet,  a  seine  Länge,  r  die  Entfernung 
der  beweglichen  Masse  von  0.  Die  kinetische  Energie  des  Systems 
wird  dann 

die  zweite  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen  ergibt  daher^ 

„.'(r  -  rÖ«)  =  0,    |-  [(ma'  +  m'r')0]  ^  0. 
Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 

und  setzen  wir  daraus  6  in  die  erste  ein,  so  ergibt  sich 


.  dr  rc* 

woraus 


^dr        (wa*  +  w'r»)«' 


•9  / 

r'  -^  c  — 


c»  1 


m*  ma*-{-m*r 


'*.«i 


durch  eine  erneute  Integration  findet  man  r  als  Funktion  von  tj  also 
die  Bewegung  der  Masse  m'  auf  dem  Stabe,  und  dann  auch  0  als 
Funktion  yon  ^,  d.  h.  die  Drehung  des  Stabes.  Vgl.  Glairaut, 
Memoires  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris,  1742;  d'Alembert, 
ebenda  und  Traite  de  Djnamique,  p.  104. 

7.  Aufgabe.  Eine  im  Punkte  Ä  liegende  Masse  m  kann  an 
einer  festen  Geraden  entlang  gleiten  und  ist  mit  einer  anderen,  in  einem 
Punkte  B  liegenden  Masse  m'  durch  einen  starren  Stab  von  verschwin- 
dender Masse  verbunden.  Man  soll  die  Bewegung  des  in  eine  hori- 
zontale Ebene  gelegten  Systetns  untersuchen. 

Auflösung.  Es  sei  0  ein  fester  Punkt  der  Geraden,  0-4  =»a;, 
-4jB  «  a  und  der  Winkel  OÄB  «=  6.  Die  kinetische  Energie  von 
m  ist  ^mx^]  imi  die  kinetische  Energie  von  m'  zu  finden,  beachten 
wir,  daß  seine  Geschwindigkeit  v  sich  aus  zwei  Komponenten  zu- 
sammensetzt: erstens  der  gemeinsamen  Bewegung  von  m  und  m\  d.  h. 
einer  Translation  in  der  Bichtung  der  Geraden,   die  gleich  x  wird, 

und  zweitens  der  Botation  um  A^  die  gleich  aO  ist.     Diese  beiden 
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Komponenten  schließen  den  Winkel     —  0  ein,  somit  wird 

v^^aie^  +  P+  2ai0sinÖ. 
Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  sonach 

T  «  \mi?  +  |w'(a*0*  +  i*  +  2aie  sin  ö) 
und  die  Gleichungen  der  Bewegung  werden 

,- [(m  +  m')x  +  m'aO  sin  ÖJ  «  0, 

-^  [wi'a'ö  +  m'ax  sin  ÖJ  —  m'axO  cos  Ö  «=  0. 
Aus  der  ersten  finden  wir 

(m  +  ni')x  +  m'aO  sin  0  «  c, 
entwickeln  wir  die  zweite,  so  ergibt  sich 

aö  +  i  sin  ö  =  0. 
Aber  aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

(m  +  rnji  +  ma(e  sin  Ö  +  Ö«  cos  Ö)  -  0; 
eliminieren  wir  x,  so  erhalten  wir 

Integrieren  wir,  so  finden  wir  die  Gleichung 

h *^ 

Vwi'+in'cÖB*^' 

die  eine  Pendelbewegung  festlegt.     Vgl.  Clairaut,    Memoires    de 
TAcad.  des  Sciences  de  Paris,  1736. 

8.  Aufgabe.  Ein  schuerer  Punkt  P  van  der  Masse  m  bewegt 
sich  auf  einem  geraden  Kreiszylinder ^  dessen  Grundhreis  den  Radius 
a  hat  und  dessen  'Achse  um  den  Winkel  a  gegen  die  Vertikale  geneigt 
ist    Die  Bewegung  zu  ufitersudicn. 

Auflösung.  Wir  legen  durch  den  Punkt  P  zwei  Ebenen:  eine, 
die  durch  die  Zylinderachse  geht,  und  eine  senkrecht  zu  dieser  Achse; 
q>  sei  der  Winkel,  den  die  erste  Ebene  mit  der  vertikalen  Ebene 
durch  die  Achse  bildet,  r  der  Abstand  der  zweiten  Ebene  yon  einer 
zu  ihr  parallelen,  festen  Ebene,  welche  die  Achse  des  Zylinders  in 
0  schneidet.     Dann  wird  die  kinetische  Energie 

T=4^m(r^  +  a^q>^). 
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ferner  die  vertikale  Ordinate  des  Punktes  P,  wenn  0  der  Ursprung  ist, 

;?  s=3  r  cos  a  +  a  sin  a  cos  q> 
also  der  elementare  Arbeitsausdruck 

—  mgd»  =  Q^dr  +  Q^d(p 


für 


Daraus  folgt 


Qr  ^  —  mg^^  —  mg  cos  a, 
Q^^  ^  mg-^-=mg  asiiia  sin  9. 


r  =  —  ^  cos  a,     a*9  =»  a^  sin  a  sin  g?. 


Die  Bewegung  längs  der  Achse  ist  gleichförmig  beschleunigt  mit  der 
Beschleunigung  g  cos  a,  die  Bewegung  senkrecht  zur  Achse  ist  eine 
pendelnde  Bewegung,  bei  der  die  Beschleunigung  gleich  ^  sin  9  wird. 

0.  Aufgabe.  Zwei  Massen  m^,  m^  bewegen  sich  auf  zwei  Ge- 
raden, die  sich  in  einem  Punkte  0  unter  dem  Winkel  a  schneiden, 
und  ziehen  sich  an  mit  einer  Kraft,  die  direkt  proportional  der  Entfer^ 
nung  ist.    Die  Bewegung  zu  untersuchen. 

Auflösung.  Wir  nennen  r^,  r^  die  Entfernungen  der  beiden 
Massen  von  0,  r  ihre  gegenseitige  Entfernung,  dann  wird  die  kine- 
tische Energie 

r^lKV  +  mjV) 

und  der  elementare  Arbeitsausdruck 

Qi^^i  +  Qtdri^'-kh'dr. 
Es  ergeben  sich  also,  da 

rdr  *^  1*1  dr^  +  r,  dr^  —  (r^  dr^  +  r^  dr^  cos  a 

wird,  die  Gleichungen 

r^  «  hi^{r^  cos  a  —  rj,     r^  =  h^^{r^  cos  a  —  r^), 

k*  k* 

wobei  //,*  «  — 1  Äo*  «■  —  gesetzt  ist.     Eliminieren  wir  aus  diesen 

beiden  Gleichungen  Tj  durch  erneutes  zweimaliges  Differenzieren  der 
ersten  Gleichung,  so  finden  wir 

rf?  +  (*t*  +  *.*)  4'?  +  *»**»*  »^°*  «  •  r,  =  0. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

fj  «  Ä^  cos  |Wi(f  —  ^i)  +  ^2  cos  |[t2(^  —  ^2) 

8* 
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integrieren.  Die  Bewegung  ist  also  eine  Superposition  zweier  har- 
monischen Bewegungen. 

10.  Au^be.  Auf  zwei  Geraden,  die  sich  in  0  schneiden  ufui 
in  einer  vertikalen  Ebene  liegen,  bewegen  sich  zwei  schwere  Massen 
nii,  m,,  die  durch  einen  biegsamen,  unausdehnbaren  und  bei  0  über 
eine  BoUe  geführten  Faden  verbunden  sind.  Die  Bewegung  zu  unter- 
suchen. 

•Auflösung.  Wir  setzen  Om^  =  x^,  Owi,  =-  ä|,  ^j^  +  a:^  =«  l 
und  nennen  a^,  a^  die  Winkel,  welche  die  Geraden  mit  der  Verti- 
kalen bilden,  dann  ergibt  das  d'Alembertsche  Prinzip 

t»i(ii  —  g  cos  (>ii)öx^  +  *»j(is  —  ff  cos  0^)0 x^  =*  0. 
Da  aber  öx^«^  —  Öx^y  Sj  =  —  i^  wird,  folgt  hieraus 

m^  COB  «1  —  m,  cos  a, 

Da  die  GrOBe  auf  der  rechten  Seite  konstant  ist,  wird  die  Bewegung 
gleichmäßig  beschleunigt,  im  allgemeinen  Falle,  und  gleichförmig, 
wenn  m^  cos  a^  »>  m^  cos  a^  ist.  Die  gefundene  Lösung  gilt  so  lange, 
bis  die  eine  Masse  den  Punkt  0  (d.  h.  die  Bolle)  erreicht  hat. 

U.  Aufigabe.  Dasselbe  Problem  unier  der  Voraussetzung,  daß 
die  beiden  Massen  durch  eine  schwere  homogene  Kette,  die  bei  0  über 
eine  BöUe  geführt  wird,  ersetzt  sind. 

Auflösung.  Wir  nennen  dl  das  Längenelement  und  [idl  das 
zugehörige  Massenelement  der  Kette,  dann  ergibt  das  d^Alembertsche 
Prinzip,  wenn  x^,  a;,  die  Entfernungen  der  Enden  der  Kette  von  0 
sind,  wobei  wieder  x^  +  Xj  «  t  wird, 

f  fi(xi  —  g  cos  a^dl  =»  j  ft(rj  —  g  cos  oc^äl 
b  0  ^ 

woraus 

|Lt(ij  —  g  cos  €i^x^  =  f*(^s  ""  ^  cos  a^x^, 

und  da  wieder  x^=^  l  —  jt^  ,  ij  =  —  ^f^ , 

Ix^  —  g\x^  cos  «1  —  (l  —  x^  cos  a^l- 
Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  lautet 


wobei 


gesetzt  ist. 


/  cos  Or,  ,        j    rr    f   ,    • , 

^        cos  «1  -|-  cos  a,  '     ^  "' ' 


_  o  fif(C08  «j  -[-  COB  Ci^ 


Viertes  Kapitel. 

Allgemeine  Prinzipien  der  Bewegung  eines  materiellen 

Systems. 

1.  Arbeit.  Potentielle  Energie.  Wenn  ein  materieller 
Punkt  oder  ein  materielles  System  eine  wirkliche  Bewegung 
ausführt^  so  läßt  der  in  der  Statik  für  die  virtuellen  Ver- 
schiebungen aufgestellte  Begriff  der  Arbeit  sich  sofort  auch  auf 
die  effektiven  Verschiebungen  erweitem,  welche  die  Punkte 
des  Systems  bei  der  Bewegung  während  des  Zeitelementes  dt 
wirklich  erfahren.  Wir  haben  dann,  wenn  J?J  die  auf  den 
Punkt  P,.  des  Systems  wirkende  Kraft  ist,  zu  bilden  den  Ausdruck 

F,  X  dP,  (1) 

und  nennen  ihn  den  elementaren  Arbeitsausdruck. 

Das  Wort  Arbeit  ist  dem  täglichen  Leben  entlehnt  und 
bezeichnet  dort  dem  Sinne  nach  dasselbe,  was  hier  damit  aus- 
gedrückt ist:  bei  allen  mechanischen  Arbeitsleistungen  handelt 
es  sich  um  die  Bewegung  eines  Körpers  gegen  einen  Wider- 
stand, ob  dieser  nun  von  der  Schwere,  der  Reibung,  einem 
widerstehenden  Mittel  oder  sonst  einer  üjraft  herrührt.  Wenn 
z.  B.  ein  Kilogramm  zur  Höhe  eines  Meters  über  den  Erdboden 
gehoben  wird,  so  ist  dazu  eine  gewisse  Arbeitsmenge  notwendig, 
deren  Aufwendung  uns  durch  das  Muskelgefühl  sofort  wahr- 
nehmbar gemacht  wird;  diese  Menge  heißt  ein  Kilogrammeter 
und  bildet  das  technische  Maß  der  Arbeit.  Die  Arbeit,  die 
zum  Heben  eines  Gewichtes  von  p  Kilogramm  nötig  ist,  ist 
dann  p  mal  so  groß,  und  dieselbe  Arbeitsmenge  wiederholt 
sich,  so  oft  das  Gewicht  noch  weiter  um  einen  Meter  gehoben 
wird,  sie  wird  also  p  •  h  Kilogrammeter,  wenn  das  Gewicht  zur 
Höhe  von  h  Metern  gehoben  wird.     Allgemeiner  können  wir 
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sagen:  die  Arbeit,  die  bei  der  Bewegung  um  die  Strecke  s 
gegen  eine  dieser  Bewegung  genau  entgegenwirkende  Kraft  ron 
der  Störke  f  zu  leisten  ist,  ist  gleich  f-  s  Arbeitseinheiten.  Dieser 
aufgewendeten  Arbeit  ist  die  ron  der  widerstehenden  Kraft 
geleistete  Arbeit  entgegengesetzt  gleich  zu  setzen. 

Diese  beiden  besonderen  Festsetzungen  ordnen  sich  der 
allgemeineren  Deßnition  unter,  daß  bei  einer  Bewegung,  die 
unter  einem  Winkel  a  gegen  die  Richtung  der  wirkenden  Kraft 
erfolgt,  der  Arbeitsausdruck  lauten  soU 

fs  cos  a 

Daraus  folgt  z.  B.,  daß  zur  Hebung  eines  Gewichtes  um  eine 
gewisse  Höhe  immer  dieselbe  Arbeit  erforderlich  ist,  gleich 
gültig,  ob  man  das  Gewicht  senkrecht  in  die  Höhe  hebt  oder 
längs  einer  schiefen  Ebene  aufwärts  bewegt.^) 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  dann  der  Ausdruck  (1), 
wenn  man  nur  ein  unendlich  kleines  Bahnelement  in  Betracht 
zieht,  um  so  einen  auch  für  variable  Kräfte  geltenden  Ansatz 
zu  finden.  Bilden  wir  das  Integral  des  Ausdruckes  (1)  von  einer 
Anfangslage  a  bis  zu  einer  Endlage  b,  so  erhalten  wir  den  all- 
gemeinen Arbeitsausdruck 

W}^,^j'F,xdP,  (2) 

a 

für  einen  Punkt  des  Massensjstems. 

Um  den  analogen  Arbeitsausdruck  für  das  ganze  Massen- 
system zu  gewinnen,  haben  wir  die  Ausdrücke  (1)  für  die  ein- 
zelnen Punkte  des  Systems  zu  bilden  und  zu  summieren,  und 
erhalten  für  die  elementare  Arbeit  den  Ausdruck 

dW^^F^^dP,,  (3) 

wobei  dW  eine  unendlich  kleine  Größe,  aber  nicht  notwendig 
ein  exaktes  Differential  bezeichnet. 


1)  Die  Bezeichnung  Arbeit  (travail,  work,  laToro)  and  ihre  präxise 
Definition  stammt  von  Coriolis,  Traite  de  la  m^canique,  1829,  Pr^face. 
Die  Betrachtungsweise  der  Mechanik,  die  durch  diesen  Begriff  bedingt 
wird,  hat  dagegen  schon  Carnot  eröffnet,  Essai  sur  les  machines  en 
g^neral,  1784. 
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Endlich  wird  die  totale  Arbeit  für  den  Übergang  des 
Systems  aus  der  Anfangslage  a  in  die  Endlage  b 

6 

W,,^f2F,xdP,.  (4) 

a 

Im  absoluten  Maßsystem  ist  die  Arbeitseinheit  das  Erg: 
es  ist  die  Arbeit,  die  geleistet  wird,  wenn  der  Angriffspunkt 
einer  Kraft,  deren  Intensität  ein  Dyn  ist,  sich  in  der  Kraft- 
richtimg um  einen  Zentimeter  verschiebt.  Die  Dimensions- 
gleichung der  Arbeit  ist 

[W]~[m,P,t-']. 

An  einem  Orte,  an  dem  gr  ==  981  (cm,  sec"*)  ist,  hat  das 
Dyn  den  Wert  des  Grammgewichtes  geteilt  durch  981,  d.  h. 
1,02  mg.  Man  kann  also  sagen,  daß  das  ^rg  ungefähr  gleich 
der  Arbeit  wird,  die  nötig  ist,  um  ein  Milligrammgewicht  um 
einen  Zentimeter  zu  heben.  Man  betrachtet,  um  praktisch  nutz- 
bare Einheiten  zu  haben,  auch  das 

Megaerg  =  10«  Erg  =  1,02  (kg,  cm)  =  0,0102  (kg,  met) 

und  das 

Joule  =  10  Megaerg  =»  0,102  (kg,  met ). 

Bei  der  Quadratur,  die  im  allgemeinen  den  endlichen  Arbeits- 
ausdruck  liefert,  ist  zu  beachten,  daß  die  Kräfte  von  der  Lage 
und  Geschwindigkeit  der  Angriffspunkte  und  außerdem  von  der 
Zeit  abhängen;  man  muß  daher,  um  die  Quadratur  ausführen 
zu  können,  zuvor  Lage  und  Geschwindigkeit  als  Funktion  der 
Zeit  kennen,  d.  h.  das  Bewegungsproblem  gelöst  haben. 

Sind  indessen  die  Kräfte  bloße  Funktionen  von  der  Lage 
der  einzelnen  Systempunkte  und  hängen  weder  von  den  Ge- 
schwindigkeiten noch  direkt  von  der  Zeit  ab,  so  verwandelt 
sich  auch  der  Integraläusdruck  (4)  in  einen  solchen,  der  von 
der  Zeit  unabhängig  ist  und  nur  von  der  örtlichen  Anordnung 
des  Überganges  aus  der  Anfangslage  a  in  die  Endlage  b  ab- 
hängt. Es  ist  aber  keineswegs  dies  der  einzige  FaU,  in  dem 
der  Arbeitsausdruck  von  der  Zeit  unabhängig  wird.  Dies  tritt 
vielmehr  z.  B.  auch  ein,   wenn  J^.  von  der  Form  fi  +  u  /\  P^ 
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wird,  wobei /^  eine  willkürliche  Vektorfunktion  Ton  P^  bezeichnet 
und  u  auch  die  Zeit  enthalten  kann;  denn  dann  wird 

also  Ton  der  Zeit  unabhängig. 

Die  Fälle,  welche  die  Natur  darbiet^t^  sind  aber  zum  größten 
Teil  noch'  viel  einfacher;  bei  ihnen  ist  zur  Berechnung  der 
Arbeit  überhaupt  die  Kenntnis  der  Bahnkurven  nicht  nötig, 
sondern  der  Arbeitsausdruck  hängt  lediglich  von  der  Anfangs- 
lage und  Endlage  des  Systems  ab.  Wir  werden  also  dazu  ge- 
führt, die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  die  Arbeit 
Ton  der  Art  des  Überganges  aus  der  Anfangs-  in  die 
Endlage  völlig  unabhängig  wird. 

Wir  können  dann 

setzen.  Ist  aber  o  eine  beliebige  dritte  Lage,  so  können  wir 
den  Übergang  aus  der  Lage  a  in  die  Lage  o  über  die  Lage  b 
wählen  und  demgemäß  setzen 

/7(a,  o)  —  n(a,  h)  +  77(6,  o). 

Es  folgt  also,  daß  wir 

W,,  -  JT(a,  o)  -  JT(6,  0) 

oder  noch  einfacher 

W,,  =  77(a)  -  nib)  (5) 

setzen  können,  indem  wir  allgemein 

//(p)=-j;^F,xrfp, 

annehmen,  wobei  p  eine  beliebige  Systemlage,  o  aber  eine  ein  für 
allemal  festgelegte  Nullage  bedeutet.  Solche  Systeme  heißen 
konservative  Systeme.  Wir  können  sie  auch  durch  die 
Eigenschaft  charakterisieren,  daß,  sowie  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung das  System  in  seine  Anfangslage  zurückgekehrt,  die 
insgesamt  aufgewendete  Arbeit  gleich  Null  wird. 

Ersetzen  wir  die  allgemeine  Lage  p  durch  eine  unendlich 
nahe  benachbarte  Lage  p  +  dp,  so  ergibt  sich 

-  2X  X  dP,  ^n{p  +  dp)  -  n{p)  -  dn(p),         (6) 
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es  wird  also  hier  die  elementare  Arbeit  ein  roll- 
ständiges  Differential. 

Die  Funktion  n(p)  der  Sjstemlage  p  heißt  in  diesem 
Falle  die  potentielle  Energie  des  Systems.  Wir  können 
also  die  Gleichung  (5)  auch  in  Worte  kleiden,  indem  wir 
sagen:  die  geleistete  Arbeit  ist  bei  eioem  konservatiTen 
System  gleich  der  Abnahme  der  potentiellen  Energie. 

Da  die  NuUage  o  willkürlich  bleibt,  ist  die  potentielle 
Energie  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt. 

2.  BdispieM  konservativer  Systeme.  Wir  haben  drei 
Fälle  konservativer  Systeme  besonders  hervorzuheben.  Der 
erste  Fall  ist  der,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  dadurch 
gegeben  sind,  daß  die  Lage  der  Systempunkte  in  jedem  Augen- 
blick durch  k  unabhängige  Parameter  festgelegt  wird.  Dann 
nimmt  die  Oleichung  (6)  die  folgende  Form  an 

denn  TT  als  Funktion  der  Systemlage  muß  eine  Funktion  der 
diese  Systemlage  festlegenden  Parameter  sein.  Wir  hatten  im 
vorigen  Kapitel  aber  gefunden 

und  sonach  ergibt  sich 

Daraus  folgt  « 

die  allgemeine  Kraftkomponente  Q  ist  also  gleich 
der  negativen  Derivierten  der  potentiellen  Energie 
nach  der  entsprechenden  Koordinate  q  .  Gleichzeitig 
rechtfertigt  sich  jetzt  die  Bezeichnung  von  Q  als  allgemeine 
Kraftkomponente,  denn  wenn  nur  der  Parameter  q  um  dq 
vermehrt  wird,  alle  anderen  Parameter  aber  ungeändert  bleiben, 
so  wird  die  Arbeit 

Q^  tritt  also  ebenso  wie  ursprünglich  die  Kraftkomponente,  in 
dem  Arbeitsausdruck  als  der  Faktor  der  Wegkomponente  auf. 
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Zu  dem  zweiten  Falle,  den  wir  betrachten  wollen ,  ge- 
langen wir,  indem  wir  die  Forderung  aufstellen,  daß  der  elemen- 
tare Arbeitsausdruck  ein  exaktes  Differential  werden  soll  un- 
abhängig von  den  Bedingungen  des  Systems  und  unabhängig 
auch  Yon  seiner  Zusammensetzung.  Es  muß  dann  der  Arbeits- 
ausdruck  fQr  jeden  einzelnen  Punkt  des  Systems  ein  exaktes 
Differential  werden.     Man  findet  also 

oder 

J<;«grad  Ui. 

Die  Funktionen  U^  sind  im  allgemeinen  yerschieden  für  die 
einzelnen  Massenpunkte  des  Systems,  nehmen  wir  aber 

U,_U, ^^ 

an,  so  hängen  die  Kräfte  nicht  mehr  an  den  einzelnen  Maasen- 
punkten  als  bestimmten  Individuen,  sondern  nur  an  dem  Ort, 
den  die  Massenpunkte  augenblicklich  einnehmen;  die  Massen- 
punkte des  Systems  befinden  sich  in  einem  bestimmten  Kraft- 
feld, und  dies  Kraftfeld  besitzt  ein  Potential  U,  Das  ist 
z.  B.  der  Fall,  wenn  das  Massensystem  im  Bereich  der  Erde 
der  Schwere   unterworfen  ist;   es  hat   dann  das  Potential   den 

einfachen  Ausdruck 

U gz, 

wenn  z  die  Höhe  über  einem  Normalniveau  bezeichnet. 

In  dem  FaUe,  wo  ein  Massen  punkt  einer  konstanten  Kraft 
unterworfen  ist,  sprechen  wir  von  einem  gleichförmigen 
Feld;  bedeutet  dann  k  einen  zu  der  Kraft  parallelen  und 
gleichsinnigen  Einheitsvektor,  der  die  Feldrichtung  angibt, 
und  ist  f  die  Intensität  der  Kraft  oder  die  Feldintensität, 
so  haben  wir 


W,,  "J'fk  X  dP 


und  daraus 


wenn  P^,  P^  Anfangs-  und  Endlage  des  Punktes  bezeichnen. 
Aber  (P^  —  P^)  x  fc  ist   die   Projektion  des  Vektors  P^  —  P^ 
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auf  hy  der  Arbeitsausdruck  hängt  also  nur  von  der  Entfernung 
der  beiden  Ebenen  ab,  die  man  durch  P^  und  P^  senkrecht 
zu  h  legt;  er  ist  unabhängig  von  der  Lage  der  beiden  Punkte 
in  diesen  Ebenen  und  Yon  der  Bahnkurve.  Die  Ebenen  heißen 
NiYeauflächen  und  ihre  Normalen,  welche  die  Peldrichtung 
liefern,  heißen  die  Kraftlinien  des  Feldes.  Der  Fall  der 
Schwere  gehört  hierzu. 

Nehmen  wir  dagegen  einen  Punkt,  der  einer  nach  einem 
festen  Zentrum  0  hin  gerichteten  Kraft  unterworfen  ist,  und 
sei  diese  Kraft  eine  Funktion  f{r)  allein  von  der  Entfernung  r 
des  Punktes  und  des  festen  Zentrums.  Der  elementare  Arbeits- 
ausdruck wird  dann 


9(r) X  dP  =  (p{r)  dr 


b 

/'S 


und  daraus  folgt 

a 

Die  Niveauflächen  sind  hier  konzentrische  Kugeln  mit  dem 
Mittelpunkt  0,  die  Kraftlinien  sind  die  Radien,  die  Arbeit,  die 
beim  Übergang  von  P^  nach  P^  verrichtet  wird,  hängt  nur 
von  den  Badien  a,  h  der  durch  P^  und  P^  hindurchgehenden 
Kugeln  ab,  sie  ist  unabhängig  von  der  Lage  der  Punkte  auf 
diesen  Kugeln  und  von  der  Bahnkurve. 

Von  hier  aus  ist  der  Übergang  zu  dem  dritten  allge- 
meinen Falle,  den  wir  besonders  besprechen  wollen,  sehr  nahe- 
liegend. Es  ist  der,  wo  die  wirkenden  Kräfte  Zentralkräfte 
sind,  d.  h.  wo 

und 

für  r,y  =  mod  (P,.  —  P^)  wird.  Dies  bedeutet,  daß  die  auf  den 
Punkt  P^  wirkende  Kraft  JF|.  die  Resultante  einer  Reihe  von 
Kräften  ist,  die  in  den  Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit 
den  übrigen  Systempunkten  wirken.  Die  Größen  dieser  Kräfte 
sind  w,w^'9>(^,y),    sie  sind  also  den   Massen  proportional    und 
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werden  im  übrigen  allein  durch  die  Entfernung  der  betreffenden 
beiden  Pnnkte  bestimmt^  so  daß  die  auf  den  Punkt  i  wirkende 
und  in  die  Verbindungslinie  mit  dem  Punkte  j  fallende  Kraft 
entgegengesetzt  gleich  wird  der  auf  den  letzteren  Punkt  wir* 
kenden  und  in  dieselbe  Verbindungslinie  fallenden  Kraft.  Wir 
finden  dann 

i  i  J 

i  J  ^ij 

=  J"»»..«.,  ^y  (P,  _  P^)  X  (dP,  -  dP,) 

-  ^m,mj  \j^-  d{Pt-P;)*  =  ^m,mjq>(r,j)drtj, 

and  dies  ist  in  der  Tat  ein  roUsländiges  Differential.  Wir 
wollen  femer  annehmen,  daß  tp(r)  zwischen  r  und  oo  int^rier- 
bar  ist,  dann  können  wir  setzen 

^Ff  xdPf d^ 

00 

?ß  =  ^m^mjj  (p(r)  dr, 

•^*  '■.7 

Man  sieht  dann  sofort^  daß  der  Ausdruck  für  die  Gesamtarbeit 
gleich  ^  wird,  wenn  man  der  Reihe  nach  aUe  Punkte  des  Systems 
in  unendliche  Entfernung  bringt,  d.  h.  das  Selbstpotential 
^  des  Systems  ist  die  Arbeit,  die  von  den  Kräften 
verrichtet  wird,  wenn  das  System  aus  der  betrachteten 
Lage  in   unendliche  Zerstreuung  übergeht. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  sofort  auf 
zwei  Systeme  ausdehnen,  die  eine  Einwirkung  aufeinander  aus- 
üben. Wenn  wir  die  Massen  des  einen  mit  m^,  die  des  anderen 
mit  nij   bezeichnen,  so  haben  wir  jetzt  den  Ausdruck  zu  bilden 


00 


C  =  ^^m.m'j  f  (p(r)  dr , 
er  bedeutet  die  Arbeit,    die  verrichtet  wird,   wenn  die  beiden 
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Systeme  in  nnendliche  Entfernung  von  einander  übergehen. 
Anderseits  stellt  — O  die  Arbeit  dar,  die  verrichtet  wird,  wenn 
man  die  beiden  Systeme  aus  unendlicher  Entfernung  einander 
bis  zu  der  betrachteten  gegenseitigen  Lage  nähert.  Dieser  Aus- 
druck —  D  heißt  dann  das  gegenseitige  Potential  der 
beiden  Systeme.     Man  kann  aber  schreiben 

Q=^m;[7(P,), 

i 
indem  man 


Uli 


setzt,  wobei  die  r^  die  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  ein- 
zelnen Massen  m^  des  ersten  Massensystems  bezeichnen.  Diese 
skalare  Funktion  des  Punktes  P  heißt  dann  die  Potential- 
funktion  des  Systems,  und  wir  können  sagen:  Der  Wert 
der  Potentialfunktion  für  einen  Punkt  P  ist  gleich 
dem  gegenseitigen  Potential  d^es  vorgelegten  Massen- 
systems und  der  in  dem  Punkte  P  konzentrierten 
Masse  1;  oder  auch:  der  Wert  der  Potentialfunktion  in 
einem  Punkte  P  ist  gleich  der  Arbeit,  die  von  den 
Zentralkräften  verrichtet  wird,  wenn  die  Masse  1  aus 
unendlicher  Entfernung  in  die  Lage  P  gebracht  wird. 

Der  Gradient  des  Potentials  liefert  die  Kraft,  die  das 
Massensystem  auf  die  Masse  1  im  Punkte  P  ausübt. 

Sind  die  Kräfte  Newtonsche  Attraktionskräfte,  so  wird 

f 


<fir)  =  ^. 


und  mithin 


ao  00 


f<p(r)dr  =  fJ^^L, 


woraus 


folgt.    Im  Falle  kontinuierlich  ausgebreiteter  Massen  verwandelt 
sich  diese  Summe  in  ein  Integral. 
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8.  Bie  kinetische  Bnergie.  Bats  von  der  Brhaltn&g^ 
der  Bnergie.  Bei  der  Bewegung  eines  freien  oder  an  eine 
feste  Fläche  oder  Kurve  gefesselten  Punktes  wird 


jPx  dP  ^mPxdP=^  d{^mP*), 


woraus 


fFxdP^^mVf^^-i 


mvj 


Diese  Gleichung  wollen  wir  jetzt  auf  Massensysteme  zu  über- 
tragen suchen  und  wollen  deswegen  wie  im  vorigen  Kapitel 

setzen  und  als  die  kinetische  Energie  des  Systems  be- 
zeichnen. Dieser  Ausdruck  hat  die  Dimensionen  [m,  P,  f~*] 
ebenso  wie  die  Arbeit.  Die  kinetische  Energie  ist  die 
halbe  Summe  der  Produkte  der  Massen  aller  Punkte 
des  Systems  mit  den  Quadraten  ihrer  Geschwindig- 
keiten zu  einer  bestimmten  Zeit  t. 

Differenzieren  wir  die  vorstehende  Gleichung  nach  der 
Zeit,  so  ergibt  sich 

dt  ^^^^i^i^  ^i 
oder 

dT^^m,P,xdP,,  (7) 

d.  h.  die  Zunahme  der  kinetischen  Energie  ist  gleich 
der  elementaren  Arbeit  der  Trägheitskräfte. 

Bezeichnen  wir  mit  S  den  Schwerpunkt  des  Systems  und 
mit  P/'")  ^  P^  —  S  die  Relativgeschwindigkeit  des  Punktes  P^ 
in  bezug  auf  den  Schwerpunkt,  so  finden  wir,  da 

^m,{P,-S)^0,   also  auch  ^m,.(P,-iS)  ^^m^P/'*)  «  0 

ist, 

« 
die    kinetische    Energie    des    Systems    ist    gleich    der 
kinetischen  Energie  der  Relativbewegung  gegen  den 
Schwerpunkt,  vermehrt  um  die  kinetische  Energie  der 
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in  dem  Schwerpunkte  konzentrierten  und  mit  dem 
Schwerpunkte  bewegten  Gesamtmasse. 

Wir  subtrahieren  jetzt  die  Gleichungen  (7)  und  (3)  und 
erhalten 

dT  -dW^^{m,F,-  F,)  x  dP,, 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  genau  analog  dem  Aus- 
druck, der  nach  dem  d'Alembertschen  Prinzipe  verschwinden 
soll,  nur  ist  hier  SP^  durch  dP^  ersetzt.  Wir  fragen  demnach, 
unter  welchen  Bedingungen  zu  den  virtuellen  Verschiebungen 
dP^  auch  die  wirkliche  Verschiebung  rfP,  gehört. 

Wir  beschranken  uns  auf  die  Betrachtung  holonomer  Systeme 
und  nehmen  an,  es  sei  eine  der  Bediugungsgleichungen  von  der 
Form 

woraus  sich  für  die  Komponenten  Sx^y  dy,.,  öz^  der  virtuellen 
Verschiebung  die  Bedingung  ergibt 

Dagegen  muß  die  wirkliche  Verschiebung  in  dem  Zeitelement 
dt  derart  sein,  daß 

S((:r,  +  dx,,  y,  +  dy,,  z,  +  dz,,  t  +  dt}  «  0 
wird,  also 

.^  \cx^      •   '    dyi    ^»       dzi      7        et 
Soll  man  also  Sx,  =  dx^^  dy,  =  dy^,  dz,  =  dz^  annehmen  dürfen, 
so  muß  -^T-  =■  0  werden,  und  umgekehrt,  und  da  dasselbe  für 

jede  andere  Bedingungsgleichung  gilt,  schließen  wir: 

Damit  unter  den  umkehrbaren  virtuellen  Verschie- 
bungen eines  materiellen  holonomen  Systems  auch  die 
wirkliche  Verschiebung  enthalten  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  die  Bedingungsgleichungen  die 
Zeit  nicht  explizite  enthalten. 

Man  kann  deshalb  bei  den  Systemen,  für  die  dP,  =  dP,. 
angenommen  werden  kann,  sagen,  daß  die  Bedingungen  von 
der  Zeit  unabhängig  sind. 
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Bei  einem  solchen  System  ergibt  sich  nun 

dT-dW-O    oder     W,,=-T,-T„  (8) 

wenn  Avir  die  kinetische  Energie  in  der  Anfangslage  mit  T^ 
und  in  der  Endlage  mit  Tf,  bezeichnen,  oder: 

In  einem  System,  dessen  Bedingungen  von  der 
Zeit  unabhängig  sind,  ist  die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  gleich  der  von  den  äußeren  Kräften  bei  dem 
Übergange  aus  der  Anfangslage  a  in  die  Endlage  b 
verrichteten  Arbeit. 

Die  Arbeit  wird  auf  diese  Weise  ausgedrückt  durch  die 
Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Systempunkte  in  der  Anfangs- 
und  in  der  Endlage. 

Nehmen  wir  nun  an,  das  System  sei  ein  konservatives,  so 
wird  nach  (5)  W^t,  =  n(a)  —  71(6)  und  somit  folgt  aus  (8) 

Die  Größe  774-  7  ist  also,  da  sie  fQr  zwei  beliebige  Zeitpunkte 
bei  der  Bewegung  dieselbe  ist,  unabhängig  von  der  Zeit  und 
wir  können  sagen: 

In  einem  konservativen  System,  dessen  Beding- 
ungen von  der  Zeit  unabhängig  sind,  ist  die  Summe 
der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie,  d.h.  die 
gesamte  Energie  des  Systems,  konstant  während  des 
ganzen  Verlaufes  der  Bewegung. 

Diese  Energie  ist  also  eine  Quantität,  die  weder  vermehrt 
noch  vermindert  werden  kann:  die  kinetische  Energie  nimmt 
um  ebensoviel  zu  oder  ab,  wie  die  potentielle  Energie  ab- 
oder  zunimmt.  Man  kann  dies  auch  so  ausdrücken,  daß  man 
sagt,  die  eine  Energieart  transformiert  sich  in  die  andere,  aus 
Arbeit  wird  kinetische  Energie  gewonnen  oder  kinetische  Energie 
löst  sich  in  Arbeit  auf. 

Dies  ist  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie,  das 
in  seiner  Ausdehnung  auf  alle  Naturerscheinungen  als  ein  gi-und- 
legendes  Prinzip  der  Naturbetrachtung  aufgestellt  worden  ist.  ^) 

1)  Als  mechanischen  Satz  hat  das  Prinzip  zuerst  Huygens  in 
seinem  Horologium  oscillatorium  (Pars  IV,  prop.  4)  für  das  zusammen- 
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Bei  der  Bewegung  eines  Systems  unter  der  Einwirkung 
von  Zentralkräften  ergibt  sich 

wo  ^  den  oben  eingeführten  Ausdruck  bedeutet  und  der  Index  0 
sich  auf  einen  Anfangszustand  bezieht. 

Im  allgemeinen  ergibt  sich  die  Relation 

n+T^h,  (9) 

wobei  h  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  und  diese  Gleichung  ist 
als  ein  erstes  Integral  der  Bewegungsgleichungen  au&ufassen^ 
das  bezüglich  der  Geschwindigkeiten  vom  zweiten  Grade  ist. 

Ist  die  Lage  des  Systems  von  einem  einzigen  Parameter  q 
abhängig,  d.  h.  hat  das  System  nur  einen  Freiheitsgrad,  so  wird 

n^-fQdq, 
wobei  Q  eine  Funktion  von  q  ist,  und  außerdem 

^^-j[©"+©'+(i?)>-»'^»- 

Dann  liefert  die  Gleichung  (9)  sofort  eine  Di£Ferentialgleichung 
erster  Ordnung;  aus  der  man  durch  Quadratur  q  als  Funktion 
Yon  t  ableiten  kann,  so  daß  das  eine  Integral  (9)  die  Losung 
des  ganzen  Problems  liefert.  Dies  wird  benutzt  bei  zwang- 
läufigen Maschinen ;  bei  der  Bewegung  eines  Körpers  um  eine 
feste  Achse,  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  festen 
Kurve  usw. 

Allgemeiner  läßt  sich  zeigen:  Wenn  in  einem  System 
mit  h  Freiheitsgraden  das  Prinzip  der  Erhaltung  der 
Energie  gilt,  so  läßt  sich  die  Integration  der  Be- 
wegungsgleichungen zurückführen  auf  die  für  ein 
System    mit  h  —  l    Freiheitsgraden,    für   das   aber   im 


gesetzte  Pendel  benutzt,  weitere  Beispiele  gab  Job.  BernouUi,  Com- 
mentarii  Petrop.  t.  2  (1727),  p.  200;  allgemein  bebandelte  es  D.  Ber- 
noalli,  Mem.  de  TAcad.  de  Berlin  1748,  p.  366.  Vgl.  die  Bemerkungen 
von  Helmboltz  in  der  Nenausgabe  seiner  Erhaltung  der  Kraft  (Ostwalds 
Klassiker  Nr.  1). 

Msrcolongo:  theordt.  Mechsolk.  II.  9 


130    Kap.  rV.   Allg.  Piinsipien  der  Bewegung  eines  materiellen  System  b. 

allgemeinen  das  Integral  der  Erhaltung  der  Energie 
nicht  mehr  besteht. 

Und  es  folgt  weiter:  Die  Bewegung  eines  Systems  mit 
Je  Freiheitsgraden,  das  konservativen  Kräften  unter- 
worfen ist  und  außerdem  k-—!  verborgene  Koordinaten 
besitzt^  läßt  sich  auf  Quadraturen  zurückführen.^) 

Im  Falle  eines  einzigen  Punktes  kann  man  aus  (9)  ab- 
leiten 

\mv^  +  n  '=-  h] 

die  Flächen  TL »  konst.  sind  die  Niveauflächen  des  Potentials, 
und  aus  der  über  JT  gemachten  Voraussetzung  kann  man 
folgern,  daß  zwei  Niveauflächen  sich  nie  schneiden. 

Der  bewegliche  Punkt  trifft  zufolge  der  vorstehenden  Glei- 
chung bei  gegebener  Anfangslage  dieselbe  Niveaufläche  immer 
mit  derselben  Geschwindigkeit.  Im  Falle  der  Schwere  sind 
diese  Flächen  horizontale  Ebenen,  und  daraus  folgt  ein  be- 
kannter Satz  über  die  aus  bestimmter  Höhe  auf  verschiedenen 
Bahnen  fallenden  Körper. 

Analoge  Folgerungen  lassen  sich  bezüglich  der  Stoßkräfte 
ziehen,  indem  man  von  der  Grundgleichung 

ausgeht.  Nehmen  wir  an,  daß  die  Bedingungen  unmittelbar 
nach  dem  Stoß'  dieselben  seien  wie  vorher  und  sonach  unter 
den  unendlich  vielen  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Ver- 
schiebungen auch  die  wirkliche  Verschiebung  enthalten  sei,  wie 
sie  in  einem  bestimmten  Augenblicke  während  des  Stoßes  ein- 
tritt, wählen  wir  dann  für  diese  Verschiebung  die  Ortsänderung 
während  des  letzten  Augenblickes  dt  des  Stoßes,  die  wir  mit 
Pi^dt  bezeichnen  wollen,  während  die  Verschiebung  in  dem 
ersten  Zeitelement  dt  des  Stoßes  P^^dt  sei,  dann  wird  die 
vorige  Gleichung 

^^mi+^iPi^-niA^]  X  p,,  =  0. 

1)  Whittaker,  Messenger  of  Math.  (2)  Vol.  30  (1900),  p.  93,  Ana- 
lytical  Dynamics,  Cambridge  1004,  p.  63  eeq. 
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Wir  wollen  jaun  yoraussetzen,  statt  des  Stoßes  werden  plötzlich 
neue  Fesselungen  des  Systems  eingeführt^  ohne  daß  eine  eigent- 
liche Stoß  Wirkung  eintritt;  dann  haben  wir  f^^  =»  0  zu  setzen 
und  finden 

oder 

oder 

So  ergibt  sich  das  Theorem  von  Garnot:  Die  kinetische 
Energie  der  verlorenen  Bewegung  ist  gleich  der  ver- 
lorenen kinetischen  Energie. 

4.  Stabllitftt  des  G-lelohgewichtes.  Die  vorstehenden 
Betrachtungen  erlauben  nun  ein  schon  in  der  Statik  benutztes 
Prinzip  exakt  zu  begründen.  Es  seien  g'i^S's ;•••;?«  die  allgemeinen 
Koordinaten  eines  Systems  ^  dessen  Bedingungen  von  der  Zeit 
unabhängig  sind;  77  die  potentielle  Energie  oder  das  Entgegen- 
gesetzte der  Kräftefunktion  U,  die  eine  Funktion  aller  der  q 
ist.  In  einer  Lage  a,  für  welche  q^  den  Wert  a^  haben  möge^ 
werde  77  ein  Minimum ;  und  wir  können ;  da  77  nur  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt  ist;  annehmen;  dieses  Mini- 
mum sei  0.     Dann  können  wir,  etwa  indem  wir 

(8t  -  Ol)*  +  (3,  -«,)»  +  •••  +  (9*-  «*)*<** 
fordern,   um    die   Lage  a   ein  Gebiet   benachbarter  Lagen  ab- 
grenzen;  innerhalb   dessen   77  nur  positive   Werte   hat.     Die 
Grenze  dieses  Gebietes  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Lagen 
gebildet;  für  die 

(«1  -  «i)*  +  (ft  -«,)•  +  •••  +  (q,  -  «*)*  -  «* 

ist.  Im  Bereich  dieser  Lagen  sei  m  der  kleinste  Wert,  den  IT 
annimmt.  Wir  entfernen  nun  das  System  aus  der  Lage,  für 
die  77  —  0  wird;  ein  wenig,  indem  wir  [den  Punkten  des  Systems 
eine  geringe  Geschwindigkeit  erteilen.  Dies  können  wir  immer 
so  einrichten,  daß  für  die  so  erreichte  potentielle  Energie  IIq 
und  die  kinetische  Energie  T^  die  Beziehung  gilt 

To  +  77o  <  m, 

9* 
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»— 

Das  System  wird  nan  anfangen,  sich  zu  bewegen,  und  dabei 
wird  T  +  JT—  To  +  '^o;  also 

T+7T<m 
und  da  notwendig  T>0,  auch 

JT<m 

bleiben.  Es  ist  also  nicht  möglich,  daß  die  Lage  des  Systems 
aus  dem  abgegrenzten  Bereich  heraustritt,  da,  wenn  sie  die 
Grenze  dieses  Bereiches  passierte,  77  ^  m  werden  müßte.  Die 
Bewegung  bleibt  mithin  immer  in  der  Nähe  der  Minimums- 
lage a.  Aus  dieser  Lage  heraus  kann  aber,  wenn  das  System 
zu  An&Dg  in  Ruhe  ist,  überhaupt  keine  Bewegung  eintreten, 
denn  wenn  77o  ==  0  und  Tq=^  0  ist,  so  bleibt  während  der 
ganzen  Bewegung  T  +  11  ^  0,  also  da  77  in  der  Umgebung 
von  a  nur  positive  Werte  haben  kann,  muß  7T  =  0  und  T  =  0 
sein,  d.  h.  es  tritt  überhaupt  keine  Bewegung  ein. 

Das  System  ist  also  in  einer  Lage,  für  welche  die 
potentielle  Energie  ein  Minimum  wird,  in  stabilem 
Gleichgewichte.^) 

Es  ist  ferner  bewiesen  worden,  daß,  wenn  77  in  der  Gleich- 
gewichtslage ein  Maximum  ist  und  die  Existenz  eines  solchen 
Maximums  sich  aus  den  Gliedern  niedrigster  Ordnung  in  der  Ent- 
wicklung von  77  erkennen  läßt,  das  Gleichgewicht  instabil  ist.^) 

Wenn  hingegen  77  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
ist,  so  läßt  sich  nichts  mit  Sicherheit  aussagen,  so  ist  z.  B., 
wenn  das  Nichtvorhandensein  des  Minimums  sich  aus  den  Glie- 
dern  zweiter  Ordnung  in   der  Entwicklung   von  77  erkennen 


1)  Lagrange,  MecaniQue  anal.,  (Euvres  Vol.  11,  p.  67  n.467.  Der 
allgemeine,  strenge  Beweis  wurde  gegeben  von  Min  ding,  Mechanik, 
Berlin  1838,  S.  268  nnd  Lejeune-Dirichlet,  Jonrn.  für  Math.  Bd.  82, 
S.  86  (1846),  Werke  Bd.  2,  S.  8.  Daß  J7  von  allen  q^  abhängen  mufi, 
findet  man  bei  Appell,  Mdcaniqne  rationnelle,  T.  II,  p.  853. 

2)  Liapunoff,  Journal  de  Math,  (ö)  t.  8  (1897),  p.  81;  Annales  de 
la  Facult^  des  Sciences  de  Toulouse  (2)  t.  9,  pp.  208—474  (1908),  ins- 
besondere p.  295,  und  Hadamard,  Journal  de  Math.  (5)  t.  3  (1897), 
p.  331 — 387,  insbesondere  p.  364;  Eneser,  Joum.  für  Math.  Bd.  115, 
S.  308  (1895),  Bd.  118,  S.  186  (1897). 
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läßt^  das  Gleichgewicht  instabil^  während  allgemeine  Fälle  be- 
kannt sind,  in  denen,  trotzdem  kein  Minimum  vorhanden  ist, 
doch  das  Gleichgewicht  stabil  ist.^) 

5.  Der  Impnla  eines  Systems.  Sohwerpnnkt-  und 
Fl&ohensats.  Wir  betrachten  die  Impulse  m^  P^  eines  irgend- 
welchen Bedingungen  unterworfenen  Systems;  sie  vereinigen 
sich  zu  dem  Impulssystem,  das  dem  materiellen  System  von 
der  Ruhelage  ausgehend  augenblicklich  die  Geschwindigkeiten 
verleiht,  die  seine  Punkte  zur  Zeit  t  besitzen.  Wir  nennen 
dies  Impulssystem  den  Impuls  des  materiellen  Systems 
zur  Zeit  t. 

Mit  B  bezeichnen  wir  den  resultierenden  Impulsvektor, 
mit  M  das  resultierende  Impulsmoment  bezüglich  eines  festen 
Punktes  0,  wir  setzen  demnach 

B  -  2niiK     ^  =  ^^*^i  (Pi  -0)  AP,  (10) 

und  nennen  jB,  M  die  Vektorkoordinaten  des  Impulses. 

Eine  erste  Eigenschaft  des  Impulses  ist  die  folgende:  Der 
Impulsvektor  ist  gleich  dem  Impuls  des  Schwer- 
punktes, wenn  man  sich  in  diesem  die  ganze  Masse 
des  Systems  konzentriert  denkt. 

Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  der^  Gleichung 

iS-0)2fn,-:2m,{P,-0l 
aus  der  wir  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  erhalten 

S^m.^B.  (11) 

Mit  n  wollen  wir  femer  die  Resultante  der  äußeren  Kräfte 
bezeichnen  und  mit  9)  ihr  Moment  für  den  Punkt  0,  wir 
setzen  also 

»-2F,,     «  =2^.  -  0)  A  j;.  (12) 

Wir  bewei^n  nun  einige  grundlegende  Eigenschaften  des  Im- 
pulses. 

1.  Wenn  die  Bedingungen   des   Systems   eine  um- 

1)  Liapunoff,  a.  a.  0.;  Painlev^,  Comptes  Rendns  1. 125,  p.  1021 
(1897),  t.  188  p.  1556  (1904);  Hamel,  Math.  Ann.  Bd.  57,  S.  641  (1903). 
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kehrbare  virtuelle  Verschiebung  zulassen,  die  in  einer 
Translation  yon  bestimmter  Richtung  besteht,  so  ist 
die  Derivierte  der  Komponente  des  Impulsyektors 
nach  dieser  Richtung  gleich  der  Komponente  der  Re- 
sultante aller  äußeren  Kräfte  nach  derselben  Richtung. 
Zum  Beweise  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  des 
d'Alembertschen  Prinzips 

^(F,-m,P,)><<yP,«0 

und  setzen  hierin  der  Voraussetzung  gemäß,  indem  wir  mit 
a  einen  Einheitsvektor  in  der  gegebenen  Richtung  und  mit 
h  eine  konstante  Zahl  bezeichnen 

dann  erhalten  wir 

und  mithin  nach  (10)  und  (12) 

woraus  der  Satz  folgt. 

2.  Wenn  die  Bedingung  des  vorstehenden  Satzes 
für  drei  willkürliche',  nicht  einer  Ebene  angehörende 
Richtungen  erfüllt  ist,  so  wird  die  Derivierte  des  Im- 
pulses selbst  gleich  der  Resultante  der  äußeren  Kräfte, 
also 

Weil  dann  nämlich  aus  den  in  die  drei  Richtungen  fallenden 
Einheitsvektoren  sich  jeder  andere  Einheitsvektor  linear  zu- 
sammensetzen läßt,  kann  in  der  obigen  Gleichung  jetzt  a  einen 
willkürlichen  Einheitsvektor  bedeuten,  und  die  Gleichung 
muß  unabhängig  von  der  Wahl  dieses  Einheitsvektors  erfüllt 
sein,  woraus  sofort  die  Formel  (13)  folgt. 

3.  Unter  der  Voraussetzung  des  vorigen  Satzes 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  des  Massensystems  so, 
als  ob  in  ihm  die  ganze  Masse  des  Systems  konzentriert 
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wäre  und   die  Resultante  der  äußeren  Kräfte  auf  ihn 
wirkte. 

Mit  Rücksicht  auf  (11)  kann  (13)  in  der  Tat  geschrieben 
werden 

S^m,^  91 .  (14) 

Wir  müssen  hier  indes  bemerken,  daß  im  allgemeinen  K  von 
der  Lage  und  der  Geschwindigkeit  der  einzelnen  Punkte  des 
Sj'stems  abhängt,  die  sich  durch  die  Koordinaten  und  die 
Geschwindigkeitskomponenten  von  S  nicht  ausdrücken  lassen,  da 
ja  ein  und  derselbe  Punkt  Schwerpunkt  von  unbegrenzt  yielen 
Massensystemen  sein  kann.  Die  Gleichung  (14)  drückt  daher 
zwar  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  des  Schwerpunktes  aus, 
daß  nämlich  die  Bewegung  eines  solchen  Punktes  sich  nicht 
ändert,  wenn  das  materielle  System  durch  irgend  ein  anderes 
Yon  gleicher  Masse  und  mit  demselben  Schwei*punkte  ersetzt 
wird,  wofern  nur  dabei  die  Resultante  der  äußeren  Kräfte  die- 
selbe bleibt;  aber  diese  Eigenschaft  gestattet  nicht,  die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  unabhängig  zu  bestimmen. 

Der  ausgesprochene  Satz  heißt  das  Prinzip  der  Er- 
haltung der  Bewegung  des  Schwerpunktes  oder  kurz 
das  Prinzip  des  Schwerpunktes.  Wir  folgern  nun 
weiter: 

4.  Wenn  unter  der  Voraussetzung  des  zweiten 
Satzes  die  Resultante  der  äußeren  Kräfte  verschwindet, 
so  ist  der  Impuls  konstant  und  der  Schwerpunkt  be- 
wegt sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  oder  befindet 
sich  in  Ruhe. 

Wenn  nämlich  81  =  0  wird,  so  folgt  aus  (13)  und  (14) 

B  =  konst.,     8  =  0.  (15) 

Die  letzte  Eigenschaft  führt  sofort  dazu,  in  diesem  Falle  die 
sechs  Schwerpunktsintegrale  anzugeben,  indem  sich  für 
ein  festes  Achsenkreuz  durch  zweimalige  Integration  ergibt 


^m^x^  ^  at  -\-  a\  ^w,?/,  =  &^  +  Vy  ^ni.Zf  ^  et  -{-  c\ 


(16) 
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Diese  Integrale  sind  algebraisch  and  linear  fQr  die  Geschwin- 
digkeitskomponenten und  die  Koordinaten. 

Wir  wollen  noch  bemerken^  daß  in  dem  Falle,  wo  die 
Bedingungen  eine  Translation  längs  der  o:- Achse  zulassen  und 
außerdem  K  x  6^  »  0  wird;  wir  nur  die  zwei  Integrale  haben 

^m^if  —  a,    ^m^x^  =-  a<  +  a'.^) 

Genau  analoge  Sätze  lassen  sich  nun  auch  für  das  Impuls^ 
moment  ableiten.     Zunächst  beweisen  wir: 

5.  Wenn  die  Bedingungen  des  Systems  eine  um- 
kehrbare virtuelle  Verschiebung  zulassen^  die  in  einer 
Drehung  um  eine  durch  den  Punkt  0  gehende  feste 
Achse  besteht;  dann  wird  die  Derivierte  der  Kompo- 
nente des  Impulsmomentes  bezüglich  dieser  Achse 
gleich  der  Komponente  des  Momentes  der  äußeren 
Kräfte  für  dieselbe  Achse. 

Ist  a  ein  Einheitsvektor  von  der  Richtung  der  Achse, 
Tc  eine  konstante  Zahl;  so  können  wir  in  die  Gleichung  des 
d'Alembertscheu  Prinzips  einsetzen 

SP.^lca  ^  {F,-0) 
und  finden 

^w,P,  X  a  A  (P,-  0)  =^-F,  X  a  A  (P,  -  0) 
oder 

a X 2m^{P, -0)  A  P^^ax ^(P^ -  Oj  A  Jp;., 
folglich 

d(3r^)  _  „  ^  ^  (^^^ 

6.  Wenn  die  Bedingung  des  vorstehenden  Satzes 
für  irgend  zwei  durch  0  gehende  Achsen  erfüllt  ist, 
so  wird  die  Derivierte  des  Impulsmomentes  gleich 
dem  Moment  der  äußeren  Kräfte  für  den  Punkt  0, 
also 

"rfT-«-  (18) 

1)  Newton,  Philos.  natur.  princ.  math.  Lib.  I,  p.  17;  d'Alembert, 
Trait^  de  Dynamique,  2.  partie,  Chap.  II;  Lagrange,  M^c.anal.I  (Euvres 
t.  11,  p.  277. 
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In  der  Tat  ist   dann  a   willkürlich  ^  und  ans  (17)   folgt   so- 
fort (18). 

7.  Wenn  unter  der  Voraussetzung  des  vorigen 
Satzes  das  Moment  der  äußeren  Kräfte  versdiwindet^ 
so  ist  das  Impnlsmoment  konstant.  Denn  aus  9t  —  0 
folgt  für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung 

M  —  kpnst. 

Den  bisher  gewonnenen  Resultaten  lassen  sich  noch  andere 
bemerkenswerte  Deutungen  geben.  Zunächst  deuten  wir  die 
Größe  Mxa,  die  in  den  Formeln  (17)  erscheint.  Wir  pro- 
jizieren  die  Punkte  P.  und  P^  +  P^  auf  eine  zu  dem  Vektor  a 
senkrechte  Ebene  in  die  Punkte  Q^  und  Q/;  es  ist  aber 

a  xM^^m^a  x  (P,  -  0)  A  P,., 

dabei  bedeutet  a  x  (P,.  —  0)  A  Pi  das  Volumen  des  Parallele- 
pipedS;  von  dem  die  Vektoren  a,  P,.  —  0,  P^  drei  Kanten 
bilden,  und  dies  Vo- 
lumen hat  zur  Maß- 
zahl den  doppelten 
Flächeninhalt  des 
Dreiecks  Oö,^/.  Wir 
bezeichnen  mit  «, 
die  Fläche,  die  von 
dem  Vektor  OQ^  in 
der  zur  a  senkrechten 
Ebene  durchstrichen 
wird,  von  irgend  einem  Anfangsvektor  an  gerechnet,  ferner 
mit  s  die  von  Q.  beschriebene  Bogenlänge,  mit  p  die  Länge 
des  aus  0  auf  Q^  Q/,  d.  h.  auf  die  Bahntangente  in  Q  gefällten 
Lotes,  dann  wird 

Flache  0Q,Q:  -  ^p  mod  (C^; -  Q,)  -  il>  jj  =  ''*', 
und  die  Gleichung  (17)  verwandelt  sich  in  folgende 


Flg.  15. 


d%t 


1. 

*2 


X  a. 


Man  findet  also: 
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8.  Wenn    unter    der    Voraussetzung    des    fünften 
Satzes  SRxa^O  wird,  so  ist: 

^axM~^m^^^'  =  a,     ^m,%^at  +  a',     (19) 

indem  o,  a'  Eonstanten  bezeichnen.  Wenn  z.  B.  der  Einheits- 
vektor a  der  :r- Achse  parallel  ist^  so  finden  wir 

Diese  Gleichung  heißt  das  Flächenintegral  für  die  ye-^hene, 
sie  ist  algebraisch  und  bilinear  für  die  Koordinaten  und  Gre- 
schwindigkeitskomponenten.  ^) 

Schließlich  können  wir  sagen^  daß,  wenn  unter  der  Vor- 
aussetzung des  siebenten  Satzes  9t » 0  wird,  die  erwähnte 
Eigenschaft  für  jede  beliebige  Ebene  gilt  und  wir  demnach 
drei  Flächenintegrale  für  die  drei  Koordinatenebenen  finden. 

Die  Konstante  q  in  (19)  ist  gleich  der  halben  Projektion 
des  Momentvektors  M  auf  die  Richtung  des  Einheitsvektors 
a^  sie  erlangt  also  den  größten  Wert  für  die  Ebene,  die  senk- 
recht zu  der  Richtung  des  (konstanten)  Impulsvektors  ist. 
Diese  Ebene  heißt  die  invariable  Ebene  des  Systems;  sie 
heißt  invariabel,  weil  ihre  Stellung  sich  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung nicht  ändert  und  aus  der  bloßen  Kenntnis  der  momen- 
tanen Bewegung  des  Systems  ermittelt  werden  kann.') 

Wenn  das  System  aus  n  freien  Punkten  besteht  und  die 
Kräfte,  denen  sie  unterworfen  sind,  iti  ihre  Verbindungslinien 
zu  zweien  fallen,  indem  sie  paarweise  gleich  werden  und  Funk- 
tionen allein  von  der  Entfernung  r^j  der  beiden  betreffenden 
Punkte  sind,  wenn  also  das  System  ein  sogen.  Newtonsches 
System  ist,  so  finden  wir  folgende  Integrale:  das  Integral 
der  Erhaltung  der  Energie,   die   sechs  Integrale  des  Schwer- 

1)  Newton,  Philos.  naturalis  princ.  math.,  Lib.  I,  Sectio  II,  Prop.  I, 
D.  Bernoulli,  Nouveau  prohUnie  de  Me'canique,  M^m.  de  l'Acad.  de 
Berlin  1745,  p.  54;  Euler,  Solutio  prohlematis  mechanici,  etc.,  Opuscnla 
varii  argumenti  vol.  1,  p.  1  (1746);  d'Arcy,  M^moirea  de  TAcad.  de 
Paris  1747,  p.  844. 

2)  Laplace,  Mecanique  Celeste,  Livre  I,  Nr.  21. 
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punktes  und  die  drei  Flächeuintegrale;  im  ganzen  also  zehn 
Integrale,  die  für  n  >  2  zur  Bestimmung  der  Bewegung  nicht 
ausreichen. 

Es  wird  in  diesem  Falle 


^.-2-r'''(P^-P^)' 


woraus  anmittelbar 

K  =^  j;  =  0, 

folgt. 

Bildet  man  das  Impulsmoment  M'  für  irgend  einen  ande- 
ren festen  Punkt  0',  so  ergibt  sich  (Erster  Band,  S.  206) 

M'^M-iP'-  0)  A  B; 

wenn  also  M  und  ü  konstant  sind,  so  ist  es  auch  M\  Diese 
Gleichung  zeigt  auch,  wie  man  die  invariable  Ebene  für  irgend 
einen  anderen  Punkt  0'  des  Raumes  finden  kann,  denn  diese 
Ebene  ist  senkrecht  zu  dem  Vektor  31'  und  geht  durch  0' 
hindurch. 

Wählt  man  statt  des  im  Räume  festen  Punktes  0'  den 
Schwerpunkt  S  des  materiellen  Systems,  so  hat  man  bei  der 
Berechnung  des  Momentes  M^  für  diesen  Schwerpunkt  zu  be- 
achten, daB  nach  dem  Schwerpunktsatz 

fif  -  0  =  r<  +  r' 

wird,  wenn  r,  r'  zwei  konstante  Vektoren  bezeichnen,  und 
zwar  wird,  da  S  ^m^  =  JS  ist,  r  ^w,.  =  U.     Es  folgt  also 

Jlfo  =  Jlf~(S-0)  A  B  =  M-r' A  B, 

da  r  A  U  =  0  wird.  Demnach  ist  auch  das  Irapulsmoment 
für  den  Schwerpunkt  konstant,  und  es  gilt  der  Flächensatz 
und  das  Prinzip  der  invariablen  Ebene  auch  für  den 
Schwerpunkt.     Multipliziert  man  den  Ausdruck 

Jfo  =^»«,(P,  -  S)  A  P, 
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mit  ^Wy  und  setzt  ein  (S  —  P^)^mj^^$nj{Pj'- P^)^  so 
findet  man  leicht 

i  i 

Dieser  Ausdruck  zeigt  unmittelbar,  daß  der  Wert  Ton  Jf^ 
allein  durch  die  relative  Bewegung  der  Massenpunkte  gegen 
einander  bestimmt  wird. 

Im  Falle  eines  freien  Punktes  drückt  die  Bedingung 
a  X  9t  »  0  aus,  daß  die  an  dem  Punkte  angreifende  Kraft  die 
durch  0  parallel  zu  a  gezogene  Achse  trifft,  es  gilt  mithin 
der  Flächen  satz  für  eine  zu  einer  solchen  Achse  senkrechte 
Ebene. 

Wenn  der  Punkt  auf  einer  Fläche  bleibt,  so  drückt  die 
auf  die  Bedingungen  des  Systems  bezügliche  Voraussetzung 
des  fünften  Satzes  aus,  daß  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  mit 
derselben  Achse  ist,  und  wenn  außerdem  die  Voraussetzung 
erfüllt  ist,  daß  die  Krafb  die  Achse  trifft,  so  findet  man  wieder^ 
was  in  Kap.  U,  §  1  auseinandergesetzt  wurde. 

Wir  wollen  schließlich  bemerken,  daß  die  auf  die  System- 
bedingungen bezüglichen  Voraussetzungen  der  Sätze  2.  und  6. 
sicher  erfüllt  sind  in  dem  Falle,  wo  das  System  aus  freien 
oder  aus  starr  mit  einander  verbundenen  Punkten  besteht.  Wir 
finden  also: 

9.  In  einem  System  von  freien  Punkten  oder  in 
einem  freien  starren  System  gelten  die  beiden  Impuls- 
sätze, das  heißt,  es  ist  die  Änderung  des  Impulsvek- 
tors und  des  Impulsmomentes  in  der  Zeiteinheit  be- 
ziehungsweise gleich  der  Resultante  und  dem  resul- 
tierenden Moment  der  äußeren  Kräfte,  oder 

dB      m       dM      „g. 

W^  *>     "df  ==  *"• 

Dieser  Satz  ist  die  Verallgemeinerung  des  zweiten  Bewegungs- 
gesetzes. 

6.  Die  AJtUon  eines  materiellen  Systems.  Wir  setzen 
ein  holonomes  System  mit  irgendwelchen  Bedingungen,  die 
auch   die  Zeit   explizit  enthalten  können,  voraus   und  für  die 
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Kräfte  eine  Eräftefunktion  Uy  dann  können  wir^  nachdem  die 
Bewegungsgleichungen  integriert  sind;  die  Funktion  bilden 

t 

V^f{T+ü)dt,  (19) 

die  nach  Hamilton  die  Aktion  des  Systems  bei  dem 
Übergang  aus  der  Lage  zur  Zeit  t^  in  die  Lage  zur 
Zeit  t  heißt.  Diese  Funktion  offenbart  ihre  Bedeutung;  wenn 
wir  ihre  Variation  bilden^  indem  wir  die  Zeit  unvariiert  lassen. 
Wir  nehmen  an,  daß  die  Lagenkoordinaten  durch  die  allge- 
meinen Systemkoordinaten  q^  ausgedrückt  seien ;  daß  also  T 
als  Funktion  der  q^  und  q^,  U  2\b  Funktion  der  q^  allein  be- 
kannt sei;  dann  finden  wir 

"--/^gf/», +!?/»'.+ fr/'-)"'- 

BT  ^^9. 

Es  wird  aber  ^  «=»  p^  und,  da  öq^  ==  -^  '*  ist,  durch  partielle 

Integration  ^'' 


t  t 


fp, H,dt^  Lp^ 8q^\  ^fp^ 8q^ dt, 
also  ^ 

Zufolge  der  zweiten  Form  der  Lagrangeschen  Gleichimgen  ver- 
schwinden aber  die  Inhalte  der  Klammern  unter  dem  Integral- 
zeichen; und  sonach  wird  einfach 

SV  ~:2[p,Sq,l.  (20) 

Die  Variation  von  V  und  damit  V  selbst  hängt  also  nur  von 
dem  Anfangs-  und  Endzustande  des  Systems ;  nicht  aber  von 
der  Art  des  Überganges  aus  dem  einen  in  den  anderen  ab. 
Dies  ist  das  Theorem  der  variierenden  Aktion. 

Wir  können  aber  insbesondere  in  dem  Anfangs-  und  End- 
zustande alle  Variationen  dq^  « 0  annehmen,  dann  erhalten 
wir  auch 
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d.  h.  auch  die  Aktion  bleibt  ungeändert.  Dies  ist  das 
Theorem  der  invariablen  Aktion. 

Umgekehrt  können  wir  aber  aus  der  Gleichung  äV^O, 
wobei  wir  noch  allgemeiner 

annehmen  können,  unter  der  Voraussetzung,  daß  für  den  An* 
fangs-  und  Endzustand  die  Variationen  dq^  verschwinden^  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  rückwärts  ableiten.  Die  Gleichung 
äV^O  bildet  also  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
einen  vollgültigen  Ersatz  für  die  Bewegungsgleichungen.  Dies 
ist  das  sogen.  Hamiltonsche  Prinzip. 

Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Größen  g^,  d.  h.  die  Lagen 
der  Punkte  des  Systems  zu  einer  beliebigen  Zeit,  bestimmt 
sind  durch  die  Größen  g^,  q^^  zur  Zeit  t^,  d.  h.  den  Anfangs- 
zustand des  Systems,  und  die  Zeit  i.  Es  ist  also  durch  die 
Integration  der  Bewegungsgleichungen  möglich,  in  V  die  Größen 
q^  und  q^  durch  die  Anfangswerte  dieser  Größen  und  die  Zeit 
t  auszudrücken.  Denkt  man  sich  aber  die  Gleichungen,  die 
die  q^^  durch  die  Anfangswerte  qj^^  dieser  Größen,  ihre  Deli- 
rierten qi?^  und  die  Zeit  festlegen,  nach  den  qj^^  aufgelöst,  so 
kann  man  in  V  auch  die  q^  und  q^^  durch  die  g^,  die  q}^^ 
und  außerdem  die  Zeit  ausdrücken.     Dann  würden  wir 


*F  = 


=2Tlf/'-+S'''"'] 


erhalten,  und  da  anderseits  nach  (20) 

werden  soll,  finden  wir  unter  der  angegebenen  Voraussetzung 

Die  Komponenten  p^  des  Impulses  sind  also  die  Deri- 
vierten     der     Hamiltonschen    Funktion    V   nach    den 
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Koordinaten  q^.  Diese  Gleichungen  stellen  2k  unabhängige 
Relationen  zwischen  den  2  k  Größen  »„,  q^  und  ihren  2  k  An- 
fangswerten  dar.  Sie  lassen  sich  also  als  die  Integrale  der 
Bewegungsgleichungen  deuten,  welche  Integrale  derart  von  der 
Bestimmung  der  Funktion  V  abhängen.  Wir  wollen  nun  sehen, 
ob  diese  Bestimmung  sich  unabhängig  von  der  Integration  der 
Bewegungsgleichungen  ausführen  läßt.  ^ 

7.  Bie  OnindeigenBohaft  der  Aktion.  Bas  Jftoobi- 
sohe  Theorem.  Die  vollständige  Derivierte  von  V  nach  der 
Zeit  ist 

gemäß  der  Definitionsgleichung  (19).    Nach  (22)  wird  deshalb 

Diese  Gleichung  wird 

%  +  H^O,  (23) 

indem  wir 

setzen.  Die  so  eingeführte  Funktion  ist  dieselbe  wie  die  in 
Gleichung  (25)  des  vorigen  Kapitels  definierte.  Sie  fällt^  wenn 
die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind^ 
mit  der  Gesamtenergie  des  Systems  zusammen.  Denken  wir 
uns  in  dem  Ausdrucke  von  H  die  q^  als  lineare  Funktionen 
der  p  ausgedrückt;  so  wird  H  eine  Funktion  der  p^  und  q^, 
die  für  die  p    vom    zweiten  Grade  ist,   und    ersetzen  wir  die 

dv 

p    durch  ihre  Werte  ^— ,  so  erkennen  wir,  daß  die  Gleichung 

nur  die  ersten  Derivierten  von  V  und  zwar  nur  im  zweiten 
Grade  enthält.     Es  ergibt  sich  also: 

Die  Aktion  genügt  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  zweiten  Grades. 

Nun  gilt  der  grundlegende  Satz  von  Jacobi:  Es  sei 
V(t,  q^,  q^, . . .,  q^^y  «j,  «,, . . .,  a^  ein  vollständiges  Integral 
der   Differentialgleichung   (23),   womit    gefordert   ist. 
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daß  unter  den  Tc  willkürlichen  Konstanten  keine  ein- 
fach als  additive  Eonstante  zu  Fhinzutritt^  dann  sind, 
wenn  ß^y  ß%f  -  -  -)ßk  ^  neue  willkürliche  Eonstanten  be- 
zeichnen, 

If-'P'"    äV=^.    Oi-l,2,...,Ä)  (24) 

die  Integrale  der  Bewegungsgleichungen. 

Wir  wollen  diesen  Satz  derart  kurz  begründen,  daß  wir 
umgekehrt  aus  (24)  die  Bewegungsgleichungen  herleiten. 
Variieren  wir  F,  indem  wir  in  der  gewohnlichen  Weise  die 
Zeit  imvariiert  lassen,  so  ergibt  sich 

und  wenn  wir  nach  der  Zeit  differenzieren, 

Anderseits  wird  zufolge  (23) 

und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  variieren 

*  ^  =  -  2  (If  *!?/.  +  If  *^'')  +2(^/«*i  +  «M^i'^)- 

Also  folgt  aus 

dt  dt 

die  Beziehung 

2[(3/.  -  If )  ^i'.  -  (^. + ff )  *?J  -  0 

und  da  hierin  die  dp^.  und  Sq^  willkürlich  bleiben,  muß 

werden.  Das  Nähere  findet  man  in  Jacobis  Vorlesungen  über 
Dynamik,  herausgegeben  von  Glebsch  (Supplementband  von 
Jacobis  Werken). 
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Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.     Den  Amdruck 

bezeichnet  man  nach  Gauß  als  den  Zwang  des  materiellen  Systems. 
Zu  beweisen,  daß  dieser  2jtoang  bei  der  wirklich  eintretenden  Bewegung 
ein  Minimum  ist  (Prinzip  des  kleinsten  Zwanges). 

AuflöBung.     Wir  nehmeD  an,  daß  die  (holonomen  oder  nicht 
holonomen)  Bedingungsgleichungen  des  Systems  die  Form  haben 

^{Ä,  dx,  +  B,  öy^  +  C,  öz,)  -  0.  (1) 

Differenzieren  wir  diese  Gleichung  zweimal  nach  der  Zeit,  so  erhalten 
wir 

'^/iM,.  d*B.  d^C^       \ 

2j\-dt^^''i  +  -dt*'^^i  +  'di^^'0 

^^r^/dÄ,  dB,  dC,       \ 

+'2{-ir'^^  +  -di'yi  +  -dt'^'0 

+  ^iMi,  +  B.d'y,  +  C.d'i;)  «  0. 

Wählen  wir  also  die  Variation  d  so,  daß  die  Koordinaten  und  die 
Geschwindigkeiten  der  Punkte  des  Systems  ungeändert  bleiben  und 
nur  die  Beschleunigungen  sich  ändern,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

2(Ä,  öx,  +  B,  6'y,  +  C,  dz,)  =  0,  (2) 

die  zu  (l)  durchaus  analog  ist.  Um  diese  Variationen  auf  die  Glei- 
chung des  d'Alembertschen  Prinzips  anwenden  zu  können,  muß  man 
X,  zuvor  ersetzen  durch  den  Wert 

xf  =  X,  +  2Xidt  +  x^dt*, 

den  es  nach  der  Zeit  2 dt  annimmt,  und  analog  y,  und  z^  durch  yf 
und  z{.     Dann  wird 

öx,  =  Jif^,    dy,  —  dy,^     öjs/  =  dz^ 

und  die  Gleichung  des  d'Alembertschen  Prinzips  lautet 

^  { (m,x  -  X,)<Ji,  +  {m,y,  -  T,)Sy,  +  (m,?,  -  Z,)S0, }  -  0.     (3) 

Diese  Gleichung  bedeutet  aber,  daß  di^  erste  Variation  des  Ausdrucks 
f  verschwindet.     Die  zweite  Variation  des   Ausdruckes  f  ist  aber, 

Harcolongo:  theoret.  Meebanik.  IL  10 
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wie  man  sofort  sieht,  positiv,  also  ist  f  in  der  Tat  ein  Minimum  für 
die  wirkliche  Bewegung. 

Dieses  Prinzip  ist  angegeben  worden  von  Gauß,  Über  ein  neues 
allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik,  J.  f.  Math.  Bd.  4  (1829) 
S.  232,  Werke  Bd.  5,  S.  23.  Vgl.  Boltzmann,  VorL  über  die  Prin- 
zipe  der  Mech.  Bd.  1,  8.  65;  Gib bs,  On  the  fundamental  formolae 
of  dynamics,  American  Journal  of  Math.  YoL  2  (1879),  p.  49,  Scien- 
tific Papers  II,  p.  1.  Diese  beiden  Autoren  haben  eine  tiefgehende 
Yergleichnng  des  Gaoßschen  Prinzipes  mit  dem  Prinzip  der  virtaellen 
Verschiebungen  angestellt. 

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daß  aus  der  Formel  (3)  sofort  die 
scfibn  im  vorigen  Kapitel  abgeleiteten  Gibbs-Appellschen  Gleichungen 
folgen. 

2.  Aafjsabe.  Ben  aittgememsten  Variationsausdruck  für  das 
d'Alembertsche  Prinzip  zu  finden. 

AoflÖBung.  Wir  integrieren  die  Gleichung  des  d'Alembertschen 
Prinzips  zwischen  den  Zeiten  Iq  und  /  und  finden  so 

Wir  setzen  nun  zunächst  symbolisch 

Femer  ergibt  sich,  wenn  wir  zu  der  Variation  der  Koordinaten  auch 
eine  Variation  der  Zeit  hinzunehmen, 

dx^-\-d8x^       dx^       dtdix^  —  dx^ddt 

*^< ""  ~dt  +  dTt    ~"dt  'dt*  ^^• 

Es  wird  also  die  Variation  der  kinetischen  Energie 
d  T  =  ^  w,.(irf  ^i,  +  Pi  ^Vi  +  Zi  dZi) 

-  2j  Wdr  +  ^i'dT+  '^  dt  i-^^^-dt 

und,  wenn  wir  zwischen  t^  imd  t  integrieren  und  das  erste  Integral 
auf  der  rechten  Seite  durch  partielle  Integration  ausführen, 
t 

/  t 
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Nehmen  wir  also  die  Variationen  der  Koordinaten  an  den  Grenzen 
gleich  Null,  so  ergibt  sich 

und  somit  geht  die  Gleichung  des  d'Alembertschen  Prinzips  schließ* 

lieh  Ober  in 

t 

2T^  +  6T+  6WJ dt  -  0. 


/o 


8.  Aufgabe.     Zu  zeigen,  daß 

t 

öf^Tdi^'O 


to 


wird,  wenn  die  Variation  der  Zeit  durdi  die  Bedingung  öl  =^  6W 
bestimmt  wird  (Prinzip  der  Jcleinsten  AMan). 

Anflösuiig.    Die  Behauptung  folgt  sofort  aus  der  Schlufiglei- 
chung  der  vorigen  Aufgabe.     In  der  Tat,  macht  man  6T  =^  öW^  so 

folgt 

t  t 

J\2Tddt  +  2dTdt)  «  if^Tdt  «  0. 

Die  Formulierung  dieses  Prinzips,  das  in  der  ausgesprochenen  Form 
nichts  als  eine  Umgestaltung  des  d'Alembertschen  Prinzips  ist,  wird 
am  einfachsten,  wenn  eine  Krftftefunktion  existiert,  also  öW  *^  —  6TI 
wird,  wobei  J  77  die  wirkliche  Variation  einer  Funktion  i7,  der  poten- 
tiellen Energie,  bedeutet  Dann  ist  die  Variation  der  Zeit  so  zu 
bestimmen,  daß  J(T  +  77)  «  0  wird,  d.  h.  so,  daß  sie  die  Erhal- 
tung der  Energie  befolgt. 

Das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  hat  eine  sehr  merkwürdige 
Geschichte.  Es  wurde  von  Maupertuis,  zuerst  1740  (Accord  des 
diffirentes  lois  de  la  nature^  Memoires  de  TAcad.  de  Paris,  1744) 
and  darauf  voUstttndiger  1745  (Des  lois  de  mouvement  et  de  repos 
deduiies  d'un  principe  m^taphysique ,  Memoires  de  TAcad.  de  Berlin 
1745,  p.  286;  beide  Arbeiten  in  den  (Euvres,  Lyon  1768,  vereinigt) 
in  unklarer  und  unrichtiger  Fassung  und  mit  höchst  mangelhafter 
Begründung  mitgeteilt.  In  dem  Streit,  der  sich  an  dies  Prinzip 
bald  nach  seiner  Veröifentlichung  anknüpfte  und  dessen  Geschichte 
man  bei  Montucla,  Histoire  des  Math.  Vol.  3,  p.  645;  A.  Majer, 
Geschichte    des    Princips    der    kleinsten    Aktion,    Leipzig    1877; 

10* 
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E.  du  Bois  Raymond,  Berliner  Berichte  1892,  S.  393  findet,  wurde 
Euler  als  Verteidiger  Maupertuis'  hineingezogen  (M^m.  de  l'Acad. 
de  Berlin  (1751;,  p.  169,  p.  199,  p.  246,  auch  als  selbständige 
Schrift  IHssertatio  de  principio  minimcte  actionis  1753).  Die  eigent- 
liche Richtigstellung  erfolgte  erst  durch  Lagrange  (Miscellanea  Tau- 
rinensia  1. 11  (1760 — 61):  Application  de  la  methode  des  Maxima  et 
mimma,  (Euvres  T.  1,  p.  363),  wo  das  Prinzip  nur  als  ein  neben- 
sächliches Resultat  der  auf  die  Mechanik  angewandten  Variations- 
rechnung erscheint.  An  Interesse  gewann  das  Prinzip  erst  wieder 
durch  die  kurze,  aber  schwerwiegende  Abhandlung  von  Rodrigues, 
Correspondance  sur  Tecole  polyt.  t.  3,  p.  159,  Paris  1815,  und  durch 
die  Arbeiten  von  Hamilton.  Durch  Jacobi  und  Ostrogradskj 
wurde  aufs  Neue  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Unklarheiten  und  Un- 
richtigkeiten in  der  Begründung  des  Prinzips  hingelenkt;  auf  die 
Bedeutung  des  Prinzips  wies  wieder  Helmholtz  hin  (Berliner  Be- 
richte 1887,  S.  225,  Abhandlungen  Bd.  3,  8.  249);  die  wirkHche, 
endgültige  Aufklärung  gaben  dann  A.  Mayer,  Leipziger  Berichte 
Bd.  38  (1886)  S.  343,  und  0,  Holder,  Göttinger  Nachrichten  1896, 
S.  150. 

4.  Aufgabe.  Das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  bestimmt  unter 
der  Voraussetzung,  daß  die  Erhaltung  der  Energie  güt^  bloß  die 
Bahnen  der  einzelnen  Punkte  des  Systems.  Dies  soU  unmittelbar  zum 
Ausdruck  gcbradd  werden  (Jacobiscfie  Form  des  Prinzips  der  kleinstefi 
Aktion). 

Auflösung.  Ist  ds^  das  Bahnelement  des  t^*^  Systempunktes, 
so  wird 

^        i      dt*      ' 
also 


Nun  soll  aber 


2Tdt  =  y2T'y2:m^dSi\ 
2  ^h  —  II 


sein  und  diese  Beziehung  bei  der  Variation  erhalten  bleiben.     Also 
können  wir  statt 

sf2Tdt^0 
schreiben 

sfVh  —  n  y-Tm;  rfs.*  -  0, 

so  daß  aus  dem  variierten  Integral  die  Zeit  völlig  verschwunden  ist 
Die  Grenzen  des  Integrals,  die  unvariiert  bleiben,  sind  durch  die  An* 
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fangs-  und  die  Endlage  des  Systems  gegeben.     Vgl.  Jacobi,  Vor- 
lesungen über  Dynamik,  hggb.  von  Clebsch,  S.  43. 

6.  Aufgabe.  Bas  Variatiansprinzip  der  vorigen  Aufgabe  für 
den  besonderen  Fall  zu  formulieren^  daß  auf  das  System  keine  äußeren 
Kräfte  wirken. 

AnflöBOBg.     In  diesem  Falle  wird  77  =  konst.,  also 

öfyZm^ds^  =  0. 
Hertz  (^Die  Prinzipien  der  Mechanik^  Werke  Bd.  3)  setzt  nun 


y^Sm^ds^^  ^  Mds, 

indem  er  mit  m  die  Gesamtmasse  bezeichnet  und  ds  als  das  Element 
der  Systembahn,  d.  h.  des  Inbegriffes  der  von  allen  Systempunkten 
zusammen  beschriebenen  Bahnen,  ansieht.     Es  wird  dann  einfach 


^yds  =  0, 


d.  h.  die  Länge  der  Systembahn  ist  (wenn  die  Endlage  sich  nicht 
über  gewisse  Grenzen  von  der  Anfangslage  entfernt)  ein  Minimum. 
Hertz  nennt  daher  dieses  Prinzip  das  Prinzip  der  geradesten 
Bahn. 

Gleichzeitig  wird  dem  Energieprinzip  zufolge  I  »  konst.,  oder, 
da 

ist,  y  =  konst.  Also  kann  man,  wenn  man  v  die  System- 
geschwlndigkeit  nennt,  sagen,  das  System  bewege  sich,  wenn 
es  von  äußeren  Kräften  frei  ist,  mit  konstanter  System- 
geschwindigkeit in  einer  geradesten  Bahn  (moveri  uniformiter 
in  directissimam).     Dies  ist  das  Hertzsche  Grundprinzip. 

6.  Aufgabe.  Das  Verhältnis  des  Prinzips  der  kleinsten  Aktion 
zu  dem  Hamilionschen  Prinzip  zu  erörtern, 

Auflösung.  Hamilton  befolgt  den  Grundsatz,  wohl  die 
Grenzen,  aber  nicht  die  Zeit  mit  zu  variieren.  Nach  der  bei  der 
2.  Aufgabe  angestellten  Betrachtung  ergibt  sich  also 


—j  ^w^(i<<5a:^  +  Z/<<Jy<  +  z^öz^dt 


150    Kap.  rV.   Allg.  Pnnüpien  der  Bewegung  eines  materiellen  Sysienui. 

oder  mit  Bücksicht  auf  das  d'Alembertsche  Prinzip 

t  t 

Setzen  wir  hierin  unter  Voraussetzung  eines  konservativen  Systems 
ein 

so  ergibt  sich 
t  t 

Führen  wir  nun  die  allgemeinen  Koordinaten  q^  ein,  so  ist  leicht 
nachzuweisen,  daß  nicht  bloß 

sondern  auch 

wird.     Es  ergibt  sich  also  schließlich 

t  

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  das  Integral 

t 

m^f2Tdt 


l 


'O 


als  eine  Funktion  der  Größen  ^i,  ^s, .  .  .,  9^,  ihrer  An&ngswerte 
or^,  CT}, . . . ,  a^^  und  der  Energie  A,  von  welchen  2k +1  Größen  indes 
eine,  etwa  a^^  eine  Funktion  der  übrigen  ist,  anzusehen  ist,  und  zwar 
ergibt  sich 

£»     ar  a»     /arx      _        a» 

Anderseits  kann  man  setzen 

t 

also  wird  hier 

F=-Ä(«-g  +  8B. 
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Die  Gleichung  (23)  nimmt  dann  die  Form  an 

Auf  die  Integration  dieser  Differentialgleichung  reduziert  sich  zufolge 
der  Yorausgehenden  Gleichungen  das  mechanische  Problem.  Die 
Lösung  muß  k —  1  wesentliche  Konstanten  or^,  a^,  . .  .,  a^^^i  ent- 
halten.    Es  wird  dann  außer 

dh  -  ^~  'o  noch  ^  -  ft, .  •  •»  1^^=  P*-i- 

Dieses  Verfahren  können  wir  als  die  Jaco bische  Methode  bezeichnen. 

7.  Aufgabe.  Nach  der  Jacobischen  Methode  das  Problem  der 
Bewegung  eines  Punktes  unter  der  Einwirkung  einer  ZentraXhrafl  eu 
behanddn, 

Auflösung.  Wir  lehren  das  feste  Attraktionszentrum  in  den 
Koprdinatenursprung  und  fixieren  den  angezogenen  materiellen  Punkt 
durch  den  Radiusvektor  g^,  das  Breitenkomplement  q^  und  die  geo- 
graphische Länge  q^.  Dann  wird,  wenn  m  die  Masse  des  bewegten 
Punktes  ist,  die  kinetische  Energie 

T  -  i  m  («1»  +  «1»«,«  +  g,»  sin  g,«  •  q,*), 

also  die  Derivierten  (d.  h.  die  Impulskomponenten) 

Pi'^nhq^,    JP,  =-wigi*ft,    ft -- wtgi»  sin  g,*  .  g, 
und  damit 

^       amV^i    ^2i*^  gi* Bin  2,7 
Die  Exäftefimktion  wird  hier 

und  somit  ergibt  die  Gleichung  der  vorletzten  Aufgabe 

Dieser  Gleichung  kann  man  genügen  durch  einen  Ansatz  von  folgen* 
der  Form 

Dann  zerlegt  die  vorhergehende  Gleichung  sich  in  die  folgenden  beiden 
wobei  a^  eine  neue  Konstante  bezeichnet.    Diese  beiden  Gleichungen 
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sind  durch  Quadratur  lösbar,  und  so  ist  9B  selbst  durch  Quadraturen 
zu  finden  (Jacobi,  Vorl.  über  Dynamik,  S.  183). 

8.  Aufjsabe.  Bas  vorige  Problem  für  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  festen^  glatten  Oberfläche. 

Auflösung.  Bezieht  man  die  Punkte  der  Fläche  auf  ein  System 
GauBscher  krummliniger  Koordinaten  g^,  g,,  so  nimmt  dabei  das 
Quadrat  des  Linienelementes  die  Form  an 

ds*  «  ®dq^*  +  23dgidg,  +  ®dq^^, 

und  es  ergibt  sich,  für  ni  «=■  1, 

femer 

Pi  --  ®^i  +  Sft,    Pi  -=-  3^1  +  ®ft, 
woraus  umgekehrt 

folgt;  es  ergibt  sich  also 

2  i  —  p^q^^  +  Ag2  = g@_g« » 

mithin  wird  unter  der  Voraussetzung,  daß  das  Integral  der  Erhaltung^ 
der  Energie  gilt,  die  Jacobische  Gleichung 

Sind  die  Koordinaten  orthogonal,  so  wird  9  "»  0;  sind  sie  auch  iso- 
therm, so  wird  6  ««  ®  =  ^(^1,  ^2)'  ^^^  dann  der  Punkt  keinen 
Kräften  unterworfen,  so  kann  man  U  =  0  annehmen  und  man  findet 
für  diese  Bewegung,  die  sog.  geodätische  Bewegung, 

Im  Falle  der  Liouvilleschen  Flächen,  bei  denen 

^  =  ^1(^1)  +  ^2(^2) 
wird,  ergibt  sich,  wenn  man 

«J  =  S8i(f?i)  +  88,(9,) 

setzt,  sofort  S93,  und  es  werden  die  Integrale  der  Bewegung 

^Ä    "*      "^     '       da,  /  l/5>/il.  4-  a.         .  /  T/^äIT—  fl.  * ' 
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wobei  a^ ,  b^  willkürliclie  Eonstanten  bedeuten.  Die  letzte  Gleichung 
ist  die  Gleichung  der  geodätischen  Linie,  die  sonach  auf  Quadraturen 
zurückgeführt  ist.  Die  Flachen  zweiter  Ordnung  gehören  zu  diesen 
Liouvilleschen  Flächen. 

Im  Falle  der  Liouvill eschen  Flächen  gelingt  die  Trennung  der 
Variabein  und  damit  die  Zurückführung  auf  Quadraturen  auch  dann, 
wenn 

Man  kann  beweisen:  Die  Liouvilleschen  Flächen  haben  die 
charakteristische  Eigenschaft,  daß  die  Hamiltonsche  Glei- 
chung bei  geeigneter  Wahl  der  Funktion  U  die  Trennung 
der  Yariabeln  gestattet.  Vgl.  Morera,  Sulla  separazione  deUe 
variäbili  ecc,  Atti  delFAccad.  di  Torino,  vol.  16,  p.  276  (1881), 
S  t  ä  c  k  e  1 ,  Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Flächen  usw.,  Mathem. 
Annalen,  Bd.  35,  S.  91  (1890). 

0.  Aufgabe.  Die  Bewegung  eines  Punktes  P  auf  einer  Bota- 
tionsfläche  zu  untersuchen,  wenn  die  Kräftefunktion  eine  Funktion  des 
Ahsfandes  von  der  Botationsachse  ist. 

Auflösung.  Wir  nennen  q^  diesen  Abstand,  q^  den  Winkel, 
den  die  Meridianebene  des  Punktes  P  mit  einer  festen  Anfangsebene 
bildet,  z  die  Höhe  von  P  über  einer  zur  Botationsachse  senkrechten 
Ebene;  wird  dann 

"  -  fiqi) 

die  Gleichung  der  Meridiankurve,  so  finden  wir 

ds'  -  [1  +  f\q,)']dq,*  +  gi»<Jg,« 
und  die  zu  integrierende  Gleichung  lautet 

««*Q*  +  tl  +  f'(9i)']  (af )  -  2g,« [1  +  r(9.)*][»  +  mq,)]. 

Ihr  Integral  findet  man,  wenn  man  SB  »  a^g^  +  38|(9|)  ansetzt,  in 
der  Form 

3B  =  a,q,+  f^^^VilT'n9iy][Hf>  +  U{q,))q,'-  o,*J, 

wobei  a^  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet. 

10.  Aufgabe.  Xadi  der  Jacöbischen  Methode  das  folgende  Pro- 
blem zu  behandeln:  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Ebene, 
die  in  glddif^rmiger  Botation  um  eine  vertikale  Achse  begriffen  ist; 
die  Bewegung  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Wir  nennen  die  Rotationsgeschwindigkeit  cj,  den 
Abstand  des  Punktes  von  der  Rotationsachse  r,  seine  Höhe  z.    Wir 
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haben  hier  einen  Fall,  wo  die  Sjsiembedingangen  die  Zeit  enthalten. 
Es  wird,  wenn  der  Punkt  die  Masse  1  hat, 

Indem  man  g,  •**  t,  ^j  ■=■  j? ,  17  «—  —  gz  setzt,  findet  man  weiter p^  =■  f, 
und  die  zu  integrierende  Gleichung  wird 

It  +  *[(l7)'+  ©'-  -•"■]  +  '-  «■ 

Ihr  Integral  findet  man,  indem  man  setzt 

F--Äe  +  8Bi(r)  +  »,(iB), 
und  man  erhält  aus 

^e  Integrale 


dfß 
dh 


Die  weitere  Behandlung  ist  dann  leicht  zu  übersehen. 

^  j4  IL  Aufgahe.  Die  Bewegungsgleichungen  eines  Punktes  m  dlip- 
iiscken  Koordinaten. 

AoflÖBung.  Wir  betrachten  einen  in  der  Ebene  beweglichen 
Punkt  P  und  nennen  r,  r^  seine  Abstände  von  zwei  festen  Punkten 
F^F^  der  Ebene,  deren  gegenseitige  EntfemuDg  2  a  sei.  Wir  setzen 
weiter 

r  +  rj^'=>  2tt,     r  —  r^  «  2v. 

Die  Kurven  u  »  konst.  sind  Ellipsen  mit  den  Brennpunkten  F,  J\ 
und  den  Halbachsen  w,  "l/u*  ~  a*;  die  Kurven  v  =-  konst.  sind  Hy- 
perbeln mit  denselben  Brennpunkten  und  den  Halbachsen  t?,  ya^ — v*. 
Die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  P  bezüglich  dieser 
Achsen  werden  gegeben  durch  die  Gleichungen 


ax  =  UV,    ay  =«  y\u^  —  a*)(a*  —  t;*). 
Hieraus  leitet  man  mit  Leichtigkeit  ab 


ds'  «=    ,   — ^du^  —  ,        tot'  1 
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und  demnach  wird  die  kinetische  Energie  T  des  Punktes  P,  wenn 
seine  Masse  gleich  1  ist,  in  den  elliptischen  Koordinaten  u,  v 
durch  den  Ausdruck  gegeben 


Erfolgt  die  Bewegung  nicht  in  der  Ebene  und  nennen  wir  to  den 
Winkel,  den  die  Ebene  PFF^  mit  der  a?y- Ebene  bildet,  so  ist  der 
Ausdruck  fCtr  die  doppelte  kinetische  Energie  der  frühere  vermehrt 
um  y^toK  Demnach  lautet  die  partielle  Differentialgleichung,  der 
die  Funktion  SB  genfigt, 


■+■<»   tu'  — o«       v*  —  a*]  \dw) 
-2(M»-t>>)(Cr  +  Ä)=-0, 


(«) 


wenn    U  die  Kräftefonktion  bedeutet.     Zum  Beweis  genfigt  es  zu 
beachten,  daß 

y«  ==  u«  -  V*  lu*  —  a*       v^-a*] 
wird.     Die  Integration  von  (a)  wird  auf  Quadraturen  zurfickgeffihrt, 


wenn 


•#t  mS 


tt*  — »' 


ist,  wobei  9,  t|;  beliebige  Funktionen  bedeuten.     Insbesondere  kann 
man 

^="T+^*  +  «^'  +  ^  +  y- 

annehmen,  wenn  q  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Mitte  0 
zwischen  F  und  i^^  bedeutet.     In  der  Tat  wird 


und 
woraus 

endlich 


«^     ,     XjJ         X*(tt  —  P)  -f-  «1  *(t*  +  <^) 

^8  +  a>  ==  w*  +  t;«, 

o      u*  — «*  — a*(u'  — «■) 

A*   BS    


wo 
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Im  dem  Falle,  wo  a,  Ä,  B  ^^  0,  haben  wir  das  Euler  sehe  Problem 
des  von  zwei  festen  Zentren  F,  F^  nach  dem  Newtonschen  Gesetz  an- 
gezogenen Punktes  [Euler,  Memoires  de  l'Academie  de  Berlin  1760^ 
p.  228,  Novi  commentarii  Acad.  scient.  Petrop.  T.  10,  p.  207  (1766), 
T.  11,  p.  152  (1767). 

In  der  Gleichung  (a)  erscheint  w  nicht  explizit  und  demnach 
erhält  man  ein  vollständiges  Integral  durch  einen  Ansatz  von  der 
Form 

SB  =  yii,+SB^(«)+SB,(r), 

wobei  y  konstant.  Wenden  wir  dann  das  grundlegende  Jacobische 
Theorem  an,  so  erhalten  wir  zwei  Differentialgleichungen 

B(u)  =  2(u2  -  a*)[Äu2  -  (x«  +  x,«)u  +  c]  -  a^*, 
S{v)  «  2{v^  -  a^)[hv^  -  (x*  -  %i^)v  +c]-  aY 

und  c  eine  neue  Konstante.  Diese  Gleichungen  lassen  sich  leiclit 
diskutieren. 

Die  Bahnkurve  kann  im  Falle  der  ebenen  Bewegung  ein  Kegel- 
schnitt (insbesondere  auch  eine  Ellipse)  mit  den  Brennpunkten  F,  F^ 
sein.  Es  gibt  unendlich  viele  Falle,  wo  die  Bahnkurve  algebraisch 
ist.    Die  Differentialgleichung  einer  solchen  Bahnkurve  ist 

du      i      ^^    f\ 

VE(u)    ys^)^  ' 

wobei  y  =  0.  Unter  Umständen  vereinfacht  sie  sich  durch  die  Sub- 
stitution 

u  ^  a  Eof  § ,     v  =  a  cos  1? . 

Bezüglich  allgemeiner  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Bahn- 
kurve vgl.  Morera,  Giomale  di  matematiche,  Vol.  18  (1880)  p.  34; 
Charlier,  Mechanik  des  Himmels,  Bd.  1,  Leipzig  1902,  und  (^ 
den  Fall,  daß  ein  Zentrum  anzieht  und  das  andere  abstößt,  Wöller^ 
Inaug.-Diss.,  Kiel  1905. 

Für  Uli  =  0,  J?  =  0  ergibt  sich  das  Lagrangesche  Problem: 
der  Punkt  wird  von  zwei  festen  Punkten  F^  F^  nach  dem  Newton- 
schen Gesetz  und  von  0  mit  einer  der  Entfernung  ^  direkt  propor- 
tionalen Kraft  angezogen  [Lagrange,  Miscellanea  Taurinensia  T.  IV 
(1766—1769),  (Euvres  compl.  T.  II,  p.  67].  Die  Behandlung  des 
Problems  ist  genau  dieselbe.  Man  s.  noch  Serret,  Joum.  de  Math. 
Vol.  13  (1848)   p.  17;    Königsberger,    De    motu    puncti   versus 
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Außerdem  wird 
Setzen  wir  nun 


dno  fixa  centra  attracti  (Diss.)  Berlin  1860;  Whittaker,  Analjti- 
cal  Dynamics,  p.  69,  93. 

12.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß  sidi  die  Bewegung  eines  Systesm 
mit  eicei  Freiheitsgraden  immer  auf  ein  ebenes  Bewegungsprohlme 
zurückführen  läßt. 

AufLÖBung.  Die  Lagenparameter  des  Systems  seien  x,  y  und 
sie  seien  so  gewählt,  daß  der  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie 
die  Form  annimmt 

wobei  A  eine  Funktion  von  x  und  y  bedeutet.     Die  Bewegungsglei 
chungen  lauten  dann,  wenn  t  die  Zeit  bezeichnet, 

.    d{Xx)       .  /.j       .jN^X       du 

'di  ""*^^  '^^ hx'' dx' 
»-Hi'  +  ^l-J-lf- 

\l{i?  +  y^^h+U. 

di  »  Idt, 
so  erhalten  wir  leicht 

dies  aber  sind  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  in 
einer  Ebene,  wenn  die  Kräftefunktion  A(Z7  +  /*)  ist. 

Wird  insbesondere  A(Z7  +  ä)  =  qp(jc)  —  ^{y\  so  finden  wir 

d^x  //  V       d^y  //  V 

dj.  =  -  -P  (a;),     rfj.  -  ^  (y), 

woraus  mit  Rücksicht  auf  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie 

Das  Problem  ist  so  auf  Quadraturen  zurückgeführt.    Die  Gleichung 
der  Bahnkurve  lautet 

dx         dy 

Vä  —  <p{x)       i/^(y)  —  ~Ä 

Wenn  die  Trennung  der  Variabein   für  jeden  Wert  von  h  gilt,   so 
folgt  durch  Subtraktion  der  beiden  Funktionen  A(0'+  l)  und  k  ?7, 
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die  sich  für  A  »  1  und  A  »  0  ergeben,  daß  auch  l  von  der  Form 
X  *^  a(x)  —  /9(y)  sein  maß,  und  mithin  finden  wir  für  das  Qnadrat 
des  Linienelementes 

da'  -  [«(a:)  -  ß(jf)][dx*  +  d/]. 

Diese  Form  ergibt  sich  in  folgenden  F&llen:  1.  für  gewöhnliche  kar- 
tesische  Koordinaten,  wo  o(a;)  —  ß(ji)  ™  1;  2.  für  Polarkoordinaten^ 
bei  denen  wir  für  a:  «=  log  r,  y  ==  ö  finden  ds^  «=  c*'(a:*  +  y*),  so 
daß  die  Kr&ftefunktion  die  Form  haben  muß:  Z7  —  ^(a:)  —  «^*'^(y); 
3.  im  Falle  elliptischer  und  parabolischer  Koordinaten;  dies  sind 
aber  auch  die  einzigen  Fälle.  Vgl.  Liouville,  Journal  de  Math. 
Vol.  11  (1846),  p.  345;  Vol.  12  (1847)  p.  410. 

18.  Aufgabe.  Es  seien  von  dem  In^puls  eines  hokmamen  Systems 
JB  der  VeJctor,  M  das  Moment  und  U,  V,  W  die  Komponenten  von 
JB,  P,  Q,  B  die  von  M;  i?„  B^,  B^,  M^,  M^,  M^  seien  entsprechend 
die  Koordinaten  des  Vektor  Systems,  das  die  an  dem  materiellen  System 
angreifenden  Kräfte  hüden,  alle  Koordinaten  bezogen  auf  em  festes 
Bezugssystem.     Dann  bestehen  die  Gleichungen 


i  • 


JM.  +  i.2/  (*'  d.:-''W "^ *  ■  *•  "'"'• 


(I) 


Welchen  Einschrätihingen  müssen  die  Bedingungs^ächvngen  unter- 
worfen sein,  damit  eine  der  €Hei<Aungen  besteht: 


'dt  ~  ■""    dt  ~  ■"»'    dt'  ~  ■"•' 

dP        TUT      dQ         «      <*1«  _  X, 
dT"-"*'      dt  ■"»'     dt  ^^^ 


(H) 


AuflöBung.  Die  Gleichungen  (I)  folgen  mit  Leichtigkeit  aus 
den  Lagrangeschen  Gleichungen  in  der  ersten  Form.  Damit  die  erste 
der  Gleichungen  (II)  erfüllt  ist,  ist  notwendig  imd  hinreichend,  daß 

wird.    Im  Falle  einer  einzigen  Bedingungsgleichung  S^  *->  0  reduziert 
sie  sich  auf 

"r  "ö  — r  •  •  •  "T  o      =  V, 
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also  ist  S^  eine  Funktion  von  den  Differenzen  der  x,  wie  man  sofort 
sieht,  wenn  man  setzt 

dann  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung,  indem  man  mit  (S|)  be- 
zeichnet, was  so  aus  S^  wird,  in 

also  ist  (8j)  von  §^  unabhängig  und  nur  eine  Funktion  von 

g,  —  a:,  — a?i,-  •  •,  ^^x^  —  Xi. 

Die  allgemeine  Gleichung  (a)  geht  auf  dieselbe  Weise  über  in 

Man  kann  aber  annehmen,  daß  man  zuvor  |^  aus  allen  Gleichungen 
mit  Ausnahme  der  ersten  (S^)  »  0  eliminiert  hat.  Dann  reduziert 
sich  die  vorige  Gleichung  wieder  auf 

d.  h.  keine  der  Gleichungen  enth&lt  die  Variable  1^.  Also  müssen, 
damit  die  erste  der  Gleichungen  (II)  besteht,  die  Bedingungs- 
gleichungen die  X  nur  in  ihren  Differenzen  zu  je  zweien 
enthalten,  während  die  ^  und  x^  in  beliebigen  Verbindungen 
vorkommen  können.  In  diesem  Falle  gestatten  die  Bedingungs- 
gleichungen eine  Parallelverschiebung  des  Systems  in  der  Richtung 
der  X-Achse.  Die  gleichen  Schlüsse  gelten  auch  fQr  die  zweite  und 
dritte  Gleichung. 

Damit  die  vierte  Gleichung  (II)  besteht,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß 

'.2(».'4-'4|)+--»         « 

wird.  Führen  wir  in  der  ^;?- Ebene  ein  System  von  Polarkoordi- 
naten r,  d  ein,  so  ergibt  sich  sofort,  da 

ae.  ^  dx^  de.  "^  d~y.  de.  "^  a-?,.  de^  ^  ^<  dz^     '*  dy^ 

wird,  daß  die  Gleichung  (b)  sich  verwandelt  in  die  folgende 


K^ 


4-  •  •  •  =  0 

de^  ^  "' 
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die  von  derselben  Form  ist  wie  (a).  Also  können  die  6  ntir  in  den 
Verbindungen.©,.  —  Ö^  vorkommen.  Da  aber,  wenn  0  den  Koordi- 
natenursprung  und  M^^  M^  die  Projektionen  zweier  Punkte  des 
Systems  auf  die  ^jr -Ebene  bezeichnen,  der  Winkel  M^OM^  g^leich 
^t  —  ^k  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^"  Seiten  des  Dreiecks  M^OM^  berechnet 
werden  kann,  sieht  man,  daß  die  Bedingungsgleichungen  die  Koor- 
dinaten ^,  z  nur  in  den  Verbindungen 

**'  +  'i\   (3fi  -  y»)*  +  ("i  -  hf 

enthalten  können,  während  die  x  in  beliebiger  Weise  vorkommen 
können.  Das  Analoge  gilt  für  die  fQnfte  und  sechste  der  Glei- 
chungen (II). 


Fünftes  Kapitel. 

Dynamik  der  starren  Systeme. 

1.  Axiale  Trägheitsmomente.  Als  das  Trägheitsmo- 
ment eines  beliebigen  materiellen  Systems  bezüglich  einer 
Achse  bezeichnet  man  die  Summe  der  Produkte  aller  Massen 
nif  des  Systems  mit  den  Quadraten  ihrer  Abstände  r^  von  der 
Achse. ^)     Es  wird  also  durch  den  folgenden  Ausdruck  gegeben 

3  =  2:m,r,\  (1) 

der  immer  >  0  ist.  Handelt  es  sich  um  einen  kontinuierlich 
ausgebreiteten  Körper,  so  tritt  an  die  Stelle  des  vorstehenden 
Ausdruckes  der  folgende 

wobei  ft  die  Dichtigkeit  des  Yolumenelementes  dt  bezeichnet. 
Da  die  Dimensionen  von  3 

sind;  so  setzen  wir  ^ 

wobei  M  »  Um^  die  Gesamtmasse  des  Systems  bedeutet  und  Je 
eine  Länge  ist,  die  der  Trägheitsradius  bezüglich  der  Achse 
heißt.  Sie  bedeutet  die  Entfernung  von  der  Achse,  in 
der  man  eine  der  Gesamtmasse  des  Systems  gleiche 
Masse  anbringen  muß,  damit  sie  dasselbe  Trägheits- 
moment   hat   wie    das   System,    oder   auch    den    Radius 


1)  Diese  von  Huygens  in  seinem  Horologium  oscUlatoriumy  1673, 
Pars  IV  begründete  Theorie  ist  von  Eule r  entwickelt  worden:  Recherches 
sur  la  connaissance  mdcaniqiie  des  Corps,  Mömoires  de  TAcad^mie  de 
Berlin  1758,  p.  131;  Theoria  motus  corporum  solidorum^  Rostock  1766, 
Kap.  V. 

Marcoion go:  theoret.  Mechanik.  II.  11 
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eines  Kreises,  dessen  Ebene  zu  der  Achse  senkrecht 
ist^  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  Hegt  und  auf 
dem  die  Masse  des  Systems  sich  ausbreiten  läßt,  der- 
art, daß  sie  dasselbe  Trägheitsmoment  behält. 

Es  sei  0  ein  Punkt  der  Achse,  u  ein  ihr  paralleler  Ein- 
heitsvektor.    Weil 

r^  -  mod  [(P,  -  0)  A  u], 
ergibt  sich 

3  =  £m,[(P,  -0)  Au]x  [(P,  -  0)  A  w] 
^  -Sw^KP^  -  0)  A  m]  A  (P,  -  0)  X  M. 

Wir  betrachten  nun  den  folgenden  Vektor: 


öu  =  Um.KP,-  0)  A  tt]  A  (Pi-O) 

=  u  i:m,{P,  -  oy  -  2:,»»,  { (P,-  o)  x 


u}(P,-0).)   ^2> 


Hierbei  bedeutet  das  vorgesetzte  6  nicht  etwa  einen  Faktor^ 
sondern  die  als  Funktion  von  0  aufgefaßte  Operation,  durch 
die  aus  u  der  neue  Vektor  öu  hervorgeht.*)  Aus  (2)  er- 
geben sich  dann  die  folgenden  Eigenschaften: 

Wenn  u  und  v  zwei  Vektoren  sind,  m  eine  reeUe  Zahl^ 

so  wird 

tf(w  +  v)  ^  ÖU  +  6Vf  6(mü)  =  möu, 

M  X  tfV  =  V  X  6Uf 

6{du)  «=  döu. 
Wir  können  nun  schreiben 

^=-UX6U.  (3) 

Eine  bemerkenswerte  Darstellung  der  verschiedenen  Träg- 
heitsmomente des  Systems,  die  zu  allen  von  dem  Punkte  O 
ausgehenden  Achsen  gehören,  erhält  man,  indem  man  auf  jeder 
Achse  von  0  aus  eine  reelle,  endliche  Strecke  abträgt,  die 
man  gleich  1  :  j/^  macht,  wobei  auf  jeder  Geraden  durch  0 
zwei  solche  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  zu  liegen  kommen. 

1)  Weiteres  Über  diese  ,,linearen  Transformationen**  folgt  im  dritten. 
Teü. 
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Setzen  wir 


N-O^     " 


y3 


7w  y 


80  ist  der  Ort  des  Punktes  N  eine  geschlossene  Oberfläche, 
von  der  0  den  Mittelpunkt  bildet.     Ihre  Gleichung  wird,  da 

ist,  zufolge  (3) 

Dies  ist  eine  Gleichung  zweiten  Grades,  die  Fläche  ist  daher 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  heißt  das  Trägheitsellip- 
soid  fUr  den  Punkt  0^),  ihre  Achsen  heißen  die  Haupt- 
trägheitsachsen  und  zu  ihnen  gehören  die  Hauptträgheits- 
momente des  Systems. 

Ein  beliebiges  EUipsoid  kann,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
nicht  in  allen  Fällen  als  das  TrägheitseUipsoid  einer  bestimmten 
Massenyerteilung  aufgefaßt  werden.  Bei  homogenen  Rotations- 
körpern ist  auch  das  TrägheitseUipsoid  eine  Rotationsfläche; 
ist  der  Körper  eine  Kugel  oder  ein  Würfel,  so  ist  das  Träg- 
heitseUipsoid fär  seinen  Mittelpunkt  eine  Kugel. 

Ist  das  TrägheitseUipsoid  gefunden,  so  ist  es  leicht,  die 
Richtung  des  Vektors  tf(JV—  0)  anzugeben.  In  der  Tat  er- 
hält man,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  des  EUipsoids 
differenziert, 

dNx6(N-  0)  +  (N^O)x  d6{N^  0)  «  0. 
Es  ist  aber 

{N-0)x  d6(N^  0)  =  (JV^-  0)  X  <i{dN)  ^dNx  tf(iV~  0), 

mithin  wird 

6{N'-0)xdN=^0: 

Der  Vektor  <i(N—0)  ist  senkrecht  zu  der  in  N  an  das 
TrägheitseUipsoid  gelegten  Tangentialebene. 

1)  Cauchj,  Sttr  les  momenU  d'inertie^  Ezercices  de  math.  1827 
(CEuTres  compL  (2)  t.  VIT,  p.  124). 

11* 
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Ist  i  ein  Einheitsrektor,  der  einer  der  Achsen,  des  EUip- 
soides  parallel  ist,  und  I  das  zugehörige  Trägheitsmoment,  so 
wird 

I^  tx  6i, 

und   da  nach   der   soeben   entwickelten   Eigenschaft   6i  zu  i 
parallel  ist,  ergibt  sich 

Wir  beweisen  nun  zwei  sehr  wichtige  Sätze. 

1.  Eine  der  gefundenen  Hauptachsen  ist  Haupt- 
trägheitsachse für  einen  einzigen  ihrer  Punkte;  nur 
die  Hauptträgheitsachsen  des  Schwerpunktes  sind 
Hauptachsen  für  jeden  ihrer  Punkte. 

Wir  haben  zunächst 

2^i[{Pi -0)  M'\^  {p,-o) - 1  «; 

nun  wählen  wir  einen  Punkt  0'  derart,  daß 

und  es  bedeute  00'  auch  eine  Hauptachse  für  den  Punkt  0\ 
so  daß  auch 

^^iliPi  -  0')  A  <]  A  (P,  -  0')  -  J. « 
wird.     Dann  finden  wir  sofort 

^m,[{P,  -  0)  A  <]  A  «  -  0, 
d.  h.  wenn  S  den  Schwerpunkt  bezeichnet 

[(S-0)  Ai]  Ai«0, 

also  muß  S  —  0  zu  t  parallel  sein,  mithin  S  auf  00'  liegen. 

2.  Ist  h  der  Trägheitsradius  für  eine  Achse,  k^  der 
Trägheitsradius  für  eine  dazu  parallele  Achse  durch 

den  Schwerpunkt  S,  d  der  Abstand  der 
beiden  parallelen  Achsen,  so  wird 

Ä«  =  k^i  +  dl  (4) 

Es  sei  i  ein  Einheitsvektor,  der  zu  der  Ebene 

der    beiden    Achsen    parallel    und    zu    den 

Achsen  selbst  normal  ist,   so  wird   für   die 

Flg.  16.  Abstände   r^  r/   eines   Punktes   P^  von   den 
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beiden  Achsen 

r,«  -  r/»  +  d«  -  2*(P,  -  S)  X  «, 

denn  i  hat   die  Richtung   des   Abstandes   der   beiden   Achsen. 
Mithin  wird 

nnd  da  ^m^{P^  —  S)  =  0,  ergibt  sich  die  Gleichung  (4).  Durch 
dieses  Theorem  wird  die  Berechnung  der  Trägheitsmomente 
auf  die  für  die  Achsen  durch  den  Schwerpunkt  zurückgeführt.^) 
Für  ein  orthogonales  Tripel  von  Fundamentalvektoren 
0(01,  e^j  e^)  setzen  wir 

U'^ae^+  /Je,  +  ye»,    P^—  0=^  x^e^  ^  y^e^  +  z^e^, 

N—  0  =  |6i  +  i?e,  +  £^8. 
Dann  werden  die  zugehörigen  Trägheitsmomente 

und  ebenso 

B  =  6,  X  6e^  ^  ^^iW  +  ^i^)} 

0  =  ^5  X  tf^3  -  ^m^ix^^  +  y^), 
ferner  wird 

—  2A'  =  ^2  X  6e^  +  ^8  ^  *^^2  '^  2^j  X  6e^  =  —  2 ^nt^iy^ßi 
und  analog 

Es  ergibt  sich  sofort^  daß  der  Ausdruck 

^  +  5+  (7=  2^m,(P,  -  Oy 

von  der  Orientierung  der  Koordinatenachsen   unabhängig   ist, 
femer  zeigt  sich,  daß 

B+C-A>0,    C  +  A-B>Q,    A  +  B-OQ. 

Für  den  Wert  des  Trägheitsmomentes  3  =  m  x  6U  bezüglich 

1)  Hujgens,  Horologinm  oscillatorium,  Pars  IV,  Prop.  XYIIl 
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der  durch  0  gehenden  Achse^  die  durch  u  festgelegt  wird, 
finden  wir,  da 

tf  u  =  «  •  öe^  +  ß  •  öe^  +  y  •  öe^ 
ist, 

3  -  ^«*  +  Bß^  +  e/  -  2Ä'ßy  -  2B'ra  -  2C'aß,    (5) 

also  eine  quadratische  Form  der  Richtungskosinus  a,  ß,  y. 
Die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  lautet  entsprechend 

äV  +  Bn"  +  Cf«  -  2A'ni  -  2B'li  -  2C'iri  -  1. 
Ist  sie  auf  die  Hauptachsen  bezogen,  so  ist 

und  die  Gleichung  wird  dann 

Al^  +  Bn^  4-  Ct^  »  1, 
Führt  man  die  Haupttragheitsradien  ein  durch  die  Gleichungen 

A  =-  Ma*,    B  =  m6*,    C  =-  MC*, 

so  wird  die  Gleichung  des  Tragheitsellipsoides 

Zu  diesem  Ellipsoid  ist  das  für  die  Anwendungen  häufig  be- 
quemere EUipsoid 

a«g«  +  Vr^^  +  c«f«  -  1 

konzentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

2.  Kinetische  Energie  und  ImpulBkoordiBaten.  Wir 

wollen  nun  die  Beziehungen  untersuchen,  die  in  einem  ge- 
gebenen Augenblicke  zwischen  der  kinetischen  Energie  und 
der  momentanen  Bewegung  eines  als  starr  Torausgesetzten 
Körpers  bestehen. 

Wir  beginnen  mit  dem  besonderen  Falle,  wo  der  Körper 
einen  festen  Punkt  0  hat.     Da  dann 

P,-QA(P,-0) 
ist,  werden  die  Yektorkoordinaten  des  Impulses 

B  -  mQ  A  (S  -  0)  =  mS,  I 

M  -  2mi{Pt  -  0)  A  [Q  A  (P< -  0)].  J  ^^^ 
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Mithin  wird  nach  (2) 

nnd,   wenn  wir  daraus    in   der   gewöhnlichen  Weise   mit   6~^ 
die  zu  6  inyerse  Operation  bezeichnen. 

Für  die  kinetische  Energie  haben  wir 

2T  =  ^w,P,  X  P,  -  ^w,P,  X  Q  A  (P,  -  0), 

also 

2T^QxM  (7) 

oder 

2T-  Q  X  tfQ  =  Mxö-^M, 

Setzen  wir  mod  Q  =  cd  und  bezeichnen  mit  u  den  Ein- 
heitsvektor, der  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird,  so  ergibt  sich  auch 

2T  —  COM  X  ^(om)  =  (O^U  X  6U 
also 

2r«3(D»,  (8) 

wenn  3  das  Trägheitsmoment  bezüglich  der  momentanen  Rota- 
tionsachse bezeichnet. 

Wir  suchen  schließlich  die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  für  eine  bestimmte  unendlich  kleine  Zunahme  der 
Geschwindigkeiten  aller  Punkte  des  Körpers.  Es  ergibt  sich, 
da  rfP^  -  0, 

rfr=^m,P,xrfP,,    dP^^dü  /\{P,-0\ 

mithin 

c?r=JlfxrfQ;  (9) 

differenzieren  wir  aber  (7),  so  finden  wir  statt  dessen 

dT^^xdM.  (9a) 

Die  vorstehenden  Resultate  gestatten   eine  sehr  elegante  geo- 
metrische Interpretation.     Durch  den  Punkt 

e- 0  +  Q 
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lassen  wir  ein  dem  Tragheitsellipsoid  ähnliches  und  «.linlirLK 
gelegenes  EUipsoid  hindurchgehen.     Da  dann 

(6-0)«  =  «,«,    (^vi-^-,-3 
wird,  so  finden  wir 

((£  -  Oy  :  {N-  Oy  -  o«3  -  2T; 

aber  (©  —  Oy  hat  zu  {N  —  0)*  ein  konstantes  Verhaliaiis^ 
daher  ist  die  Gleichung  des  hier  eingeführten  EUipsoids 

2T«Qx«yQ  =  konst. 

und  da  wir  allgemein  gezeigt  haben,  daß  der  Vektor  öQ  za  Q 
senkrecht  ist,  haben  wir  den  Satz:  Das  Moment  des  Im- 
pulses ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  die  ein  beliebiges 
der  zu  dem  Tragheitsellipsoid  ähnlichen  und  ähnlich 
gelegenen  Ellipsoide  in  seinem  Schnittpunkte  mit 
der  momentanen  Rotationsachse  berührt.^) 
Wir  betrachten  nun  anderseits  den  Punkt 

Ä«  0  +  M 

und  lassen  durch  ihn  das  zu  dem  vorigen  reziproke  EUipsoid 
hindurchgehen,  dessen  Gleichung  lautet 

Mxö-'^M ^  konst. 

Da  sich  noch  ergibt 

Q  X  rf  Jf  =  0, 

finden  wir:  Die  momentane  Rotationsachse  ist  senk- 
recht  zu  der  Ebene,  die  ein  beliebiges  der  ähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen  Ellipsoide,  zu  denen  das  dem 
Trägheitsellipsoide  reziproke  EUipsoid  gehört,  in 
seinem  Schnittpunkte  mit  der  Achse  des  Impuls- 
momentes berührt.*) 

1)  Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  roiation  d'un  Corps,  Paris  1834, 
abgedruckt  im  Journal  de  Matbäm.  pures  et  appliqu^es  (1)  t.  17  (1851  \ 
p.  79. 

2)  Mac  Cullagh,  Chi  the  rotation  etc.^  Proceedings  of  the  Roy. 
Irish  Academy,  vol.  2  (1841)  p.  620,  642,  The  coUected  Works  (Dublin 
1880)  p.  329;  Clebscb,  Zur  Theorie  der  Trägheitsmomente  ustc.^  Journal 
für  Mathematik,  Bd.  67  (1859)  S.  73. 
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Es  ist  nun  leicht^  zum  allgemeinen  Falle  eines  freien  Kör- 
pers  überzugehen.  In  der  Tat  genügt  es,  zu  beachten  ^  daß 
zu  der  betrachteten  Rotation  dann  nur  noch  eine  Translation 
von  der  Geschwindigkeit  0  hinzutritt  und  bei  dieser  Trans- 
lation die  Yektorkoordinaten  des  Impulses  lauten: 

MÖ,  m(/S-  oj  a  d 

Daher  finden  wir  der  B^ihe  nach 


B  -mÖ  +  mQ  A  (S-  0), 
Jf  =  M(/Sf- 0)  A  Ö+tfQ 


.1  (") 


2T=-ÖxJR  +  Qxilf, 

dT^  ÖxdB  +  QxdM^BxdÖ+  MxdQ 

Wir  setzen  nun  wie  gewöhnlich  bei  der  Einführung  kartesischer 
Koordinaten 

femer 

Dann  sind  u^  v^  w,  p,  q,  r  die  Koordinaten  der  momentanen 
Schraubenbewegung y  Uy  F,  W,  P,  Q,  B  die  Koordinaten  des 
Impulses. 

Es  zeigt  sich  sofort;  daß  die  Koordinaten  des  Impulses 
homogene  lineare  Funktionen  von  den  Koordinaten  der  Scbrauben- 
bewegung  sind^  und  somit  folgt:  Die  kinetische  Energie 
ist  eine  positive^  definite  quadratische  Form  der 
Schraubungskoordinaten. 

Aus  der  ersten  Gleichung  (11)  dagegen  ergibt  sich: 
Die  kinetische  Energie  ist  eine  bilineare  Funktion 
der    Impuls-    und    der    Schraubungskoordinaten^    und 
zwar  wird 

2T^üu+rv  +  Ww  +  Pp+Qq  +  Rr.        (IIa) 

Aus  der  zweiten  Gleichung  (11)  leiten  wir  ab 

rfT-  Udu  +  -''  +  Pdp-{ ,  (IIb) 

d.  h.  die  Koordinaten  des  Impulses  sind  die  partiellen 
Derivierten   der    kinetischen   Energie    nach    den   ein- 
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zelnen  Koordinaten  der  momentanen  Bewegung.    Wir 

haben  also 

Tr_dT  p       dT 

^      du'      '  -^     dp' 

Diese  Gleichungen  sind  linear  in  u^  v,  Wj  p,  q,  r;  die  Determi- 
nante  dieses  Systems  linearer  Gleichungen  ist  die  Diskriminante 
von  T,  und  da  T  eine  positive  quadratische  Form  ist,  so  ist 
die  Diskriminante  immer  positiv.  Wir  können  demnach  das 
vorstehende  System  linearer  Gleichungen  nach  u,  i;, . . .  auf- 
lösen und  damit  die  Schraubungskoordinaten  linear  und  homogen 
durch  die  Impulskoordinaten  ausdrücken.  Setzen  wir  dann 
die  so  gefundenen  Werte  in  den  Ausdruck  von  T  ein,  so  er- 
gibt sich: 

Die  kinetische  Energie  ist  auch  eine  definite, 
positive  quadratische  Form  der  Impulskoordinaten. 

Aus  (IIa)  und  (Hb)  folgt  sofort^  daß  auch 

dT^udU+  '  •  •  +  pdP  +  '"  (He) 

ist,  oder:  Die  Koordinaten  der  momentanen  Schrau- 
bung sind  die  partiellen  Derivierten  der  kinetischen 
Energie  nach  den  Koordinaten  des  Impulses.^) 

AUes  dies  gilt  für  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem. In  den  folgenden  Entwicklungen  werden  wir 
häufig  ein  Koordinatensystem  zugrunde  legen,  dessen  Achsen 
im  Körper  fest  sind,  so  daß  die  Werte  A,B,C,  A\B\C' 
nicht  von  der  Zeit,  sondern  nur  von  der  Massenverteilung  und 
der  Gestalt  des  Körpers  abhängen. 

Auf  Grund  der  gefundenen  Relationen  gestatten  nun  die 
allgemeinen  Impulssätze-  des  vorigen  Kapitels  den  Impuls  in 
Beziehung  zu  den  wirkenden  Kräften  zu  setzen;  auf  dies^ 
Sätzen  muß  ja  in  der  Tat  eine  jede  dynamische  Untersuchung 
des  starren  Körpers  beruhen. 

3.  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste 
▲ohse.     In    dem    beliebigen   Kräften    unterworfenen   Körper 


1)  Klein  ü.  Sommerfeld,    Theorie  des  KreiseU^  1.  Heft,  Leipzig 
1898,  S.  93  ff. 
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seien  zwei  Punkte  0,  0'  festgehalten,  dann  ist  auch  die  Achse 
OO'y  die  wir  zur  ir- Achse  wählen,  im  Körper  und  im  Räume 
fest. 

Wir  wenden  die  Impulssätze  an,  indem  wir  bei  dem  An- 
satz der  äußeren  Einwirkungen  auch  die  von  den  festen 
Punkten  herrührenden  Reaktionskrilfke,  die  wir  mit  r  und  r' 
bezeichnen  wollen,  in  Rechnung  ziehen.  Wir  brauchen,  wenn 
wir  zum  Bezugspunkt  0  wählen,  nur  das  Reaktionsmoment 
m'  von  r'  für  den  Punkt  0  zu  nehmen.     Wir  erhalten  also 

—  ^r  +  r+f^,     ^^-m  +«• 

Wir  betrachten  zunächst  die  zweite  Gleichung.  Da  von  dem 
Momente  m'  die  Komponente  nach  der  jer- Achse  verschwindet, 
erhalten-  wir,  wenn  wir  die  Bezeichnung  des  vorigen  Para- 
graphen beibehalten, 

dt  • 

Es  sei  a>  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  der  Dre- 
hung (die  gleich  q>  wird,  wenn  q>  den  Winkel  bezeichnet,  den 
eine  im  Korper  feste  Meridianebene  mit  einer  im  Räume  festen 
Ebene  bildet),  S  sei  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  fär  die 
feste  Rotationsachse,  dann  wird 

Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Summe  der  von  den  Radienvek- 
toren der  Punkte  des  Systems  beschriebenen  Flächen,  jede  mul- 
tipliziert mit  der  zugehörigen  Masse,  den  Wert  erhält 

Außerdem  hängt  M^  von  der  Lage  der  verschiedenen 
Punkte  des  Systems  und  damit  von  tp  ab,  femer  von  ihrer 
Geschwindigkeit  und  damit  von  ip,  endlich  auch  von  der  Zeit. 
Wir  können  also  ansetzen 

3y  -  M,{g>,  %  0  (12) 

als  die  Differentialgleichung  der  Bewegung.  Diese  Gleichung 
bestimmt  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen  q>  als  Funktion 
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der  Zeit  und  so  die  Bewegung.  Die  Bestimmung  der  Bewe- 
gung hängt  demnach  von  der  Integration  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ab^  deren  Beschaffenheit  bekannt 
imd  der  Gleichung  (1)  des  ersten  Kapitels  analog  ist.  Die 
Integration  läßt  sich  durch  Quadraturen  ausführen,  wenn  M^ 
nur  von  9)  oder  von  9  oder  von  t  abhängt. 

Wenn  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential  besitzen  und  wir 
mit  n  die  potentielle  Energie  bezeichnen  ^  die  nur  Ton  9  ab- 
hängt,  so  läßt  die  Gleichung  (12)  ein  erstes  Integral  zu  (das 
Integral  der  Energieerhaltung);  wir  finden 

39« +  277(9^)«*,  (13) 

und  mit  Hilfe  dieses  Integrals  läßt  sich  durch  eine  einzige 
Quadratur  9  bestimmen. 

Es  bleibt  nun  noch  die  Bestimmung  der  Reaktionskräfte 
zu  erledigen.  Aus  der  ersten  Impulsgleichung  leiten  wir  ab, 
da  alle  Geschwindigkeiten  und  damit  auch  der  Impulsvektor 
It  senkrecht  zur  festen  Achse  sind, 

r  X  63  -h  r'  X  63  +  tt  X  63  —  0, 

wobei  63  die  Richtung  der  festen  Achse  hat,  also  O'—O^le^ 
wird.  So  können  wir  die  Summe  der  Komponenten  der  Reak- 
tionskräfte nach  der  festen  Achse  finden.  Legen  wir  nun  durch 
0  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  festen  Achse  und  bezeichnen 
mit  P/  die  Projektion  der  Systempunkte  auf  diese  Ebene,  mit 
5"  die  Projektion  des  Schwerpunktes  S,  so  wird 

-B  =■  ^^k^k  -2^k^K^k  -  0)  =  McDt(S'  -  0) 
und  mithin 

-^^f-M(ß,t-a)«)(S'-0); 

wenn  wir  also  mit  n,  n',  Ä  die  Komponenten  von  r,  r',  W 
nach  der  Ebene  bezeichnen,  erhalten  wir 

9l  +  n  +  n'  +  M(Ä'  -  0){(o^  -  cdj)  =  0.  (14) 

Ebenso  yerfahren  wir  auch  mit  den  Momenten,  d.  h.  der 
zweiten   Impulsgleichung.      Es   seien   in    der   üblichen   Weise 
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e^  j  e,  zwei  Einheiisvektoren,  die  mit  e^  ein  orthogonales  Tripel 
bilden.     Da 

wird,  hat  die  Komponente  von  M  nach  der  Ebene  den  Wert 

nach  den  Festsetzungen  im  ersten  Paragraphen  (S.  164).    Ihre 
Derivierte  nach  der  Zeit  wird,  wenn  wir  beachten,  daß 

e^  =  oe^,    €?j  =  —  ra^i 
ist,  gegeben  durch 

Das  Moment  von  r'  fttr  0  ist  lin\  folglich  wird 

Diese  Gleichung   liefert   uns   n'   und   darauf  (14)   den   Wert 
von  n. 

4.  Kr&ftefreie  Beweguns^.  PhysiBches  PendeL   Wir 

wollen  jetzt  zwei  besondere  Fälle  betrachten. 

a)  Der  erste  Fall  ist  der,  wo  der  Körper  keinen  Kräften 
unterworfen  ist.  Das  Integral  der  Energieerhaltung  drückt 
dann  sofort  aus,  daß  die  kinetische  Energie  konstant  ist  und 
mithin  auch  o  =  konst.  wird:  der  Körper  rotiert  gleichförmig 
um  die  Achse. 

Der  Rotationspol  ist  demnach  ein  fester  Punkt  C  der 
Achse;  das  durch  diesen  Punkt  G  gehende  und  dem  Trägheits- 
ellipsoid  für  0  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  EUipsoid  (E  rotiert 
ebenfalls  gleichförmig  um  die  Achse. 

Die  Änderung  des  Impulsmomentes  ist  allgemein  gleich 
dem  Moment  der  äußeren  Kräfte.  In  diesem  Fall  reduzieren 
sich  aber  die  Kräfte  auf  die  beiden  Reaktionskräfte  in  0  und 
0\  Wählen  wir  0  zum  Ursprung,  so  brauchen  wir  also  nur 
das  Moment  der  in  0'  wirkenden  Kraft  in  Betracht  zu  ziehen, 
und  es  bleibt  die  Bedingung  übrig,  daß  der  Körper  auf  den 
Punkt  0'  keinen  Druck  ausüben  darf.  Der  Körper  rotiert  also 
frei  um  die  Achse  00\   diese  Achse   hat   die    Richtung   des 
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(konstanten)  Impulsmomentes,  sie  muß  also  nach  dem  früher  ge- 
fundenen Satze  senkrecht  sein  zu  der  Tangentialebene  an  das 
EUipsoid  (E  in  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Achse  des  Impuls- 
momentes^  d.  h.  in  C  Mithin  steht  in  diesem  Punkte  die  Tan- 
gentialebene des  EUipsoids  auf  dem  zugehörigen  (mit  00'  zu- 
sammenfallenden) Durchmesser  senkrecht^  also  ist  die  Achse 
00'  eine  Hauptachse  des  Ellipsoids  und  damit  eine  Haupt- 
tragheitsachse f&r  0. 

Dasselbe  zeigt  die  Gleichung  (15),  da  aus  m,  SR^  n'  =  0 
auch  Ä',  J8'  «  0  folgt. 

Wir  können  demnach  sagen:  Soll  ein  Körper,  von 
dem  nur  ein  Punkt  0  festgehalten  wird,  trotzdem, 
ohne  daß  äußere  Kräfte  auf  ihn  einwirken^  fort- 
dauernd um  eine  und  dieselbe  Achse  rotieren,  so  muß 
dies  eine  der  Hauptträgheitsachsen  des  Körpers  sein. 
Aus  diesem  Grunde  heißen  diese  Achsen  auch  permanente 
Rotationsachsen.^) 

Soll  auch  das  Festhalten  des  Punktes  0  überflQssig  wer- 
den, so  muß  die  feste  Achse  auch  Hauptträgheitsachse  f&r  0' 
sein  und  ist  es  mithin  für  jeden  ihrer  Punkte,  sie  geht  also 
durch  den  Schwerpunkt  hindurch.  Dasselbe  ergibt  sich  auch 
aus  (14),  denn  hieraus  folgt 

Sf'  -  0  «  0, 

d.  h.  der  Punkt  0  liegt  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  S' 
gezogenen  Parallelen  zur  Rotationsachse,  diese  Achse  geht  also 
selbst  durch  den  Schwerpunkt: 


1)  Segner,  Specimen  theoriae  turbinum,  Halae  1755.  Der  Mathe- 
matiker Segner,  geboren  in  Preßburg  1704,  gestorben  1777,  war  einer 
der  bedeutendsten  Männer  des  18.  Jahrhunderts.  Er  lehrte  in  Göttingen 
(1735—1754)  und  darauf  in  Halle.  Nähere  Einzelheiten  über  ihn  bei 
S.  Günther,  Note  sur  Jean^ Andre  de  Segner,  im  Bullettino  di  Biblio- 
grafia  e  storia  delle  Scienze  mat.,  t.  9,  p.  217  (1876)  und  C.  H.  Müller, 
Studien  zur  Geschichte  der  Mathematik,  insbesondere  des  maÜi.  Unter- 
richtes an  der  Universität  Göttingen  im  18.  Jahrhundert,  Abh.  zur  Gesch. 
d.  mathem.  Wissensch.,  18.  Heft,  S.  51,  Leipzig  1904. 
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Ein  freier  starrer  Körper^  auf  den  keine  Kräfte 
wirken,  kann  nur  um  eine  der  Hauptträgheitsachsen 
des  Schwerpunktes  eine  Drehung  fortsetzen,  als  ob 
die  Achse  fest  wäre.  Deshalb  heißen  diese  Achsen  auch 
spontane  Rotationsachsen. 

b)  Wir  nehmen  jetzt  die  Achse  in  dem  Körper  wieder 
beliebig  an,  denken  sie  uns  aber  durch  das  Festhalten  zweier 
Punkte  befestigt  und  in  horizontaler  Lage,  wir  setzen  femer 
voraus,  daß  auf  den  Körper  allein  die  Schwere  wirkt.  Wir 
sprechen  dann  von  einem  physischen  Pendel.  Rechnen 
wir  den  Winkel  q)  Ton  der  Yertikalebene  aus,  die  durch  die 
Achse  geht,  so  folgt  aus  der  Entfernung  r^  einer  Masse  m^  von 
der  Achse  und  dem  Winkel  9  +  0,;  den  die  Richtung  dieser 
Entfernung  mit  der  Yertikalebene  bildet,  die  Tiefe 

r,.  cos  (9  +  öj 

der  Masse  unter  der  durch  die  Achse  gehenden  horizontalen 
Ebene  und  wir  können  die  potentieUe  Energie  der  Schwere  in 
d^  Form  ansetzen 

J7  =  —  gJE'i^iU  cos  (9  +  ÖJ. 

Die  Winkel  6^  reebnen  wir  von  der  im  Körper  festen  Ebene  17 
aus,  deren  Neigung  9  gegen  die  Vertikale  die  augenblickliche 
Lage  des  Körpers  festlegt.  Wir  können  diese  im  Körper  feste 
Ebene  1}  insbesondere  so  annehmen,  daß 

^m^  r^  sin  ö^  «  0      oder  ^w,^^  =«  0 

wird,  wenn  p^  die  Abstände  der  einzelnen  Massenpunkte  von 
ihr  bezeichnen.  Diese  Gleichung  ist  erfüllt,  wenn  die  Ebene 
durch  den  Schwerpunkt  geht,  und  ist  s  ferner  der  Abstand 
des  Schwerpunktes  von  der  festen  Achse,  so  wird  auch 

Sm^  r^  cos  0^  =»  Ms, 

denn  r^  cos  0^  sind  die  Abstände  der  Massenpunkte  von  einer 
zu  7}  senkrechten  Ebene  durch  die  feste  Achse.  So  wird  die 
Gleichung  (13) 

So*  —  A  +  2ugs  cos  9 
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oder,  wenn  vir  noch  ^  =^v.k^  setzen, 

OJ*  ■=   ^/  (cos  9)  +  c), 

wo  c  wieder  eine  Konstante  bedeutet.  Vergleichen  wir  dies 
mit  der  Bewegungsgleichnng  eines  mathematischen  Pendels 
von  der  Länge  l 

ra*  =    ^  (cos  (p  +  c), 

80  sehen  wir,  daß  das  physische  Pendel  sich  wie  ein  mathe- 
matisches Pendel  bewegt,  dessen  Länge  l'^^k^ :  s  ist. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  hierbei  stets  l>  s  wird,  denn 
nennen  wir  k^  den  Trägheitsradius  des  Schwerpunktes,  so  wird 

k^^s^  +  to*,  also  **  -  5  +  ^^*  >  s. 

o  9 

Wir  nehmen  nun  in  der  Ebene  rj  durch  den  Schwerpunkt 
eine  zweite  Achse  parallel  zur  ersten  Achse  in  der  Entfernung 
l  von  ihr  an.     Nennen  wir  s'  den  Abstand  des  Schwerpunktes 

von  dieser  zweiten  Achse,  so  wird  5'=      —  s=   *  •     Es  ist 

'  8  S 

also  s$'  ^  Äq*,  Z  =  5  +  5'  und  daraus  ist  zu  sehen,  daß  die  bei- 
den Achsen  vertauschbar  sind,  d.  h.  daß  das  Pendel  in  der 
gleichen  Weise  schwingt,  gleichgiltig  welche  von  den  beiden 
Achsen  wir  als  feste  Achse  wählen.  In  der  Tat  wird  die 
reduzierte  Pendellänge  l  dieselbe,  von  welcher  der  beiden 
Achsen  wir  auch  ausgehen. 

Der  Punkt  der  einer  gegebenen  so  zugeordneten  Achse, 
der  in  der  Ruhelage  unter  dem  Schwerpunkte  liegt^  heißt  der 
Schwingungsmittelpunkt. 

Die  halbe  Schwingungsdauer  des  Pendels  ist  für  sehr  kleine 
Schwingungen  gegeben  durch 


- « V '  ■■ 


9 

auch     die    kleinen    Schwingungen    eines    physischen 
Pendels  sind  isochron.    Die  halbe  Schwingungsdauer  wird 

gleich  1,  wenn  die  reduzierte  Länge  den  Wert  A  =  -^  hat  (Länge 

des  Sekundenpendels).     Es   ergibt   sich    daraus   dann  1^=^  l,x^. 


5.  Der  Stoß  bei  einem  starren  Körper.    Perkussionszentrum.     177 


Wir  nehmen  nun  an^  wir  hätten  zwei  parallele  Achsen  in  den 
Abständen  s  und  8^  Tom  Schwerpunkte  gefunden^  für  welche 
die  Schwingungsdauer  t  dieselbe  ist,  dann  wird 

und  daraus 

s  +  $1  ^  l '  tK 

Darauf  beruht  ein  Verfahren^  die  Länge  des  Sekundenpendels 
zu  bestimmen^  indem  man  zwei  solche  Achsen  auswählt^  für 
welche  die  Schwingungsdauer  gleich  ausfallt.  Die  beiden 
Achsen  nimmt  man  zu  einander  parallel  und  in  einer  Ebene 
durch  den  Schwerpunkt  an.  Dividiert  man  ihren  Abstand  durch 
das  Quadrat  der  beobachteten  Schwingungsdauer^  so  erhält  man 
die  Länge  l  des  Sekundenpendels  und  damit  die  Beschleuni- 
gung der  Schwere  g.  Der  zu  diesem  Verfahren  benutzte  Ap- 
parat wird  als  Reversionspendel  bezeichnet.^) 

Die   ganze  Theorie   des   physischen  Pendels   stammt  von 
Huygens.*) 

5.  Der  BtoB  bei  einem  um  eine  feste  Achse  dreh- 
baren,   starren    Körper.     Perkussionssentmm.     Wir 

denken  uns  den  Körper  einer  Stoßkraft  f  unterworfen^  die  aui 
einen  Punkt  P  in  ihm  wirkt;  r,  r'  seien  die  Stoßkräfte  für 
die  Aufhängepunkte  0,  0\  Behalten  wir  die  Bezeichnungen 
von  §  3  bei  und  wenden  an^  was  wir  in  Kap.  lU,  §  2  ausein- 
andergesetzt haben^  so  ergibt  sich 

und  wir  können  weiter  ganz  analog  wie  in  §  3  verfahren. 
Wir  suchen  insbesondere  die  Bedingungen  dafür,  daß 

r  =  f '  =  0 

wird.     Wir  finden  dann  sofort 

1)  Dieses  Pendel  findet  sich  bereits  beschrieben  in  Bohnenbergers 
Astronomie  (Tübingen  ISll)  S.  448.  Praktisch  verwendet  wurde  es  zu- 
erst von  Kater:  Experiments  for  determining  ihe  length  of  ihe  Pendu- 
lum  vibrating  Seconds,  Philos.  Transactions  1818,  p.  82. 

2)  Horologium  oscillatorium,  Pars  IV.  Die  von  Huygens  befolgte 
Methode  ist  sehr  gut  erörtert  in  Machs  Mechanik. 

Maroolongo:  theorel  Heohanik.  II.  12 
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r  X  e,  «  0, 

also  steht  die  Stoßkraft  zur  festen  Achse  senkrecht,  und  wenn 

wir  demnach  e^  parallel  zu  F  annehmen  and  eine  Ebene  ins 

Auge  fassen,   die  in  einem  Punkte  0^  auf  der  festen  Achse 

senkrecht  steht  und  die  Kraft  f  enthält,   so   ergibt  sich  aus 

(15),  weil  jetzt  Jtf,  =  0,  -Sf^  =  0,  n'  «==  0  und  endlich  o  =*  O 

ist, 

(B'e^  +  A'e^)^Gi  =  0, 

mithin  A\  B' »  0:  die  feste  Achse  ist  Hauptträgheits- 
achse für  einen  ihrer  Punkte.    Da  nun 

r  =  «2  mod  r  =  f  «1  mod  f 

wird,   finden  wir  weiter  nach  (14),  da  jetzt  Ä  «  f,  n,  ft' «  0 

und  G>  =>  0  ist, 

m(S'  —  Ol)  ^o  =  e^  mod  f, 

d.  h.  der  Massenmittelpunkt  ist  von  der  festen  Achse 
entfernt  um  die  Strecke 

modr 

Endlich  wird,  da  Jlf»3(De,, 
3^0)  -  (P  -  0)  A  r  X  ^3  =  (P  -  0)  X  ^1  mod  r, 

und  wenn  wir  s^  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  festen 
Achse  nennen,  so  daß 

(P  -  0)  X  ei  =  «1 
wird,  ergibt  sich 

.3        *• 


^  U8  «    ' 


woraus  wir  den  Angriffspunkt  der  Stoßkraft  finden  können; 
s^  ist  dabei,  wenn  wir  den  Körper  als  physisches  Pendel  auf- 
fassen, die  Entfernung  des  Schwingungsmittelpunktes  von  der 
festen  Achse.  Der  Punkt  P,  der  hier  als  Perkussionszen- 
trum bezeichnet  wird,  ist  sonach  von  dem  Schwingungsmittel- 
punkt des  physischen  Pendels,  was  die  Entfernung  von  der 
festen  Achse  anbetrifft,  nicht  yerschieden. 

6.  Beweguns^   eines   starren   Körpers   nm   einen 
festen  Punkt.     Es  sei  durch  den  Ursprung  0  und  die  Grund- 


6.  Bewegung  eines  gtarren  Körpers  um  einen  festen  Punkt     179 


Tektoren  ^1,61,^3  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  fest- 
gelegt; 0  sei  der  feste  Punkt,  um  den  sich  der  Körper  dreht, 
F  die  in  ihm  angreifende  Reaktionskraft.  Dann  liefern  uns 
die  Impulssätze  sofort  die  beiden  Gleichungen 


Setzen  wir 


^-Ä  +  j', 


SM 


dt 
I-0~M, 


an 


(17) 


60  sagt  die  zweite  Gleichung  aus:  die  absolute  Geschwin- 
digkeit des  Momentenpols  /  ist  gleich  dem  Momente 
der  äußeren  Kräfte  für  den  festen  Punkt. 

Nennen  wir  P,  Qj  R  die  Komponenten  von  M,  p,  q,  r  die 
von  Q,  X,  r,  Z  die  von  F,  i2„  JR^,  B,  die  von  «,  Jtf,,  -1/^,  M, 
die  von  fBl,  alle  genommen  für  die  im  Körper  festen  Achsen, 
dann  können  wir  aus  den  Gleichungen  (17)  sofort  die  folgen- 
den herleiten: 


^  +  Wq-Vr   --R.  +  X, 
AW 


+  Fj>   -Uq-R.+Z; 


(18) 


+  Rq-Qr'-  M„ 


dP 

d( 

-^,+Pr-Rp^M,, 


(19) 


Die  Komponenten  P,  Q,  R  des  Impulsmomentes  sind  die  Deri- 
vierten  der  kinetischen  Energie  nach  p,  g,  r  und  demnach  line- 
are, homogene  Funktionen  von  p,  q,  r  mit  konstanten  Koeffi- 

1)  P.  Saint-Guilhem,  Nouvelle  determination  synihdique  du 
mauvement  d'un  corpa  solide  autour  d'un  point  fixe,  Journal  de  Mathem. 
pures  et  appliqu^es  (1)  t.  19,  p  866  (1864),  Nouvelles  Annales  de  Math. 
(1)  t.  16,  p.  68  (1866);  R.  B.  Hayward,  On  a  direct  meüiod  of  estima- 
ting  f>elocitie$  etc.,  Cambridge  Phil.  Trans,  vol.  10  (1866). 

12» 
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zienien,  die  linken  Seiten  von  (19)  sind  also  Funktionen  von 
p,  qy  r  und  lineare  Funktionen  von  p^  q,  r.  Die  rechten  Seiten 
hängen  ebenso  wie  die  äußeren  Kräfte  Ton  den  Koordinaten 
der  einzelnen  Punkte  des  Körpers,  ihren  Geschwindigkeiten  und 
von  der  Zeit  ab.  Sie  hängen  mithin  ab  yon  den  Rieh  tun  gs- 
kosinus  der  Grundvektoren  e^,  e^,  e^  und  ihren  ersten  Deri- 
vierten.     Diese  ersten  Derivierten  sind  bestimmt  durch 

de.  d«,  de^  /ckrw 

^l^re^-qe^,     -jf -- pe^- re,,    -^^qe^-pe^,      (20) 

Vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus  hängt  demnach  das 
Problem  ab  von  der  simultanen  Integration  der  Gleichungs- 
systeme (19)  und  (20)^  d.  h.  Ton  der  Integration  eines  Systems 
von  zwölf  simultanen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Über  die  Integration  dieses  Systems  läßt  sich  im  einzelnen 
nichts  aussagen.  Ist  die  Integration  ausgeführt,  so  liefert  die 
Gleichung  (17)  oder  das  Gleichungssystem  (18)  die  Reaktions- 
kraft in  dem  festen  Punkte. 

Das  System  (19)  vereinfacht  sich  bedeutend^  wenn  ^1,6^,^ 
den  Hauptträgheitsachsen  des  Punktes  0  parallel  sind.  In  der 
Tat  wird  dann 

2T^Äp'  +  Bq^  +  Cr^  (21) 

P^Ap,     Q^Bq,    R^Cr  (22) 

und  das  Gleichungssystem  nimmt  die  folgende  Eulersche 
Form  an: 


A^^  +  (C -  B)qr  =  M,, 
B^l  +  {Ä-  C)rp  =  M^, 
cl}  +  iB-Ä)pq  =  M,.^) 


(23) 


1)  Die  Lösung  des  in  diesem  Paragraphen  behandelten  Problems 
wurde  angebahnt  von  d'Alembert,  Becherches  sur  la  precession  des 
^quinoxes,  Paris  1749,  und  darauf  von  Euler,  Deeouverte  d'un  nouvean 
principe  de  Mecanique,  M^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin  1750,  p.  185. 
In  der  letzteren  Arbeit  finden  sich  Gleichungen,  die  den  obenstehenden 
(2S)  analog,  aber  noch  nicht  auf  die  HaupttrSlgheitsachBen  bezogen  sinrl. 
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Verschwinden  die  äußeren  Kräfte  oder  liefern  sie  eine 
Resultante^  die  durch  den  festen  Punkt  geht^  so  haben  wir 
den  Fall  eines  kräftefreien  oder  auch  den  eines  in  seinem 
Schwerpunkte  unterstützten  oder  aufgehängten  schweren  Kör- 
pers vor  uns.    Die  Gleichungen  (23)  werden  dann 

A^^- -  (B -  C)qr, 

Wir  kommen  so  auf  die  bereits  im  ersten  Bande  behandelte 
Poinsotsche  Bewegung.*) 

Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  und  die  zweite 
Gleichung  (17)  liefern  dann  die  Beziehungen 

2T-QxJf-Ä,    Jf«x, 

wenn  h  und  x  Konstanten  bedeuten.  Diese  Gleichungen  lauten 
in  der  anderen  Form 

^V  +  SY  +  C^r^  -  »* 
und  lassen  sich^  wie  wir  es  im  ersten  Bande  getan  haben,  aus 
den  Bewegungsgleichungen  unmittelbar  ableiten.  Setzen  wir 
P  —  0  =»  Q  und  legen  in  P  an  das  zum  Trägheitsellipsoid 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  EUipsoid  die  Tangentialebene, 
so  wird  diese  Ebene  senkrecht  zu  üf .  Da  außerdem  die  Pro- 
jektion von  Q  auf  M  konstant  ist,  ergibt  sich,  daß  die  Ebene 
im  Räume  fest  ist  und  mithin  das  EUipsoid  ohne  Gleitung 
auf  einer  festen  Ebene  rollt.  So  finden  wir  wieder  die  Grund- 
eigenschaft der  Poinsotschen  Bewegung. 

Nach  der  Entdeckung  dieser  Achsen  durch  Segner  gelängte  Euler 
durch  die  so  entstehende  Vereinfachung  der  bereits  gefundenen  Glei- 
chungen wirklich  zu  der  Gleichungsform  [23) :  Du  mouvement  de  rotation 
etc..  M^moires  de  TAcadämie  de  Berlin  1758,  p.  154,  Theoria  motus 
corporum  rigidorum,  Rostock  1765,  Cap.  XI — XV. 

1)  Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  d'un  corps,  Paris  1884, 
Journal  de  math.  pures  et  appliqu^es  (1)  t.  17,  p.  79  (1851). 
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Es  ist  aber  von  Wichtigkeit,  hervorzuheben,  wie  die  Be- 

wegang,  die  wir  hier  vor  uns  haben,  unter  den  Poinsotscfaen 

Bewegongen   ausgezeichnet  ist.    Zunächst  können  wir  Toraoe- 

setzen 

^>J8>C>0. 

Da  AjByC  aber  die  Hauptträgheitsmomente  sind,  folgt  weiter 

B  +  OA, 

Died  ist  die  Besonderheit  der  hier  auftretenden  Poinsotschen 
Bewegung.  Schon  bei  der  allgemeinen  Poinsotschen  Bewe- 
gung hatten  wir  als  Bedingung  dafür,  daß  sie  in  reeller  Form 
möglich  ist,  gefunden 

Ah>x^>  Ch 

oder,  wenn  wir  wieder  h  «=  Dä\  x*  «=»  2)*d*  setzen, 

A>D>C. 

7.  Beweguns^  eines  eohweren,  aa  einem  festen 
Punkte  anfjg^eh&ngten  starren  Körpers.  Wir  bezeichnen 
mit  g  einen  vertikal  nach  abwärts  gerichteten  Einheitsvektor, 
dann  wird  das  Moment  SR  der  äußeren  Kräfte  gleich 

M(S-O)  Aar. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (17)  liefert  sodann 

^jf-.M(S-0)Aur.  (23) 

In  dieser  Gleichung  sind  alle  Bewegungsgesetze  enthalten. 
Multiplizieren  wir  sie  skalar  mit  Q  und  halten  uns  gegen- 
wärtig, daß 

dT        ^        dJkt       dS        r\    A    /a        /i\ 


ist,  so  ergibt  sich 

dl 
dt 


''J^^mQxCS-O)  A  flr  =  MQ  A  (S~0)xflf 


und  demnach 

T  -  M(Sf  -  0)  X  gr  +  ^h,  (24) 

Dies  ist  das  Integral  der  Erhaltung  der  Energie. 
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Multiplizieren  wir  (23)  ekalar  mit  g^  so  ergibt  sich 

dM      ^ 

oder 

Mxg^  tonst.  (25) 

die  vertikale  Komponente  des  Impulsmomentes  ist 
also  konstant,  d.  h.  wenn  wir  die  im  Räume  von  dem  End- 
punkte des  Vektors  M  beschriebene  Kurve,  welche  die  erste 
Impulskurve  heißt,  ins  Auge  fassen,  so  können  wir  sagen: 
die  erste  Impulskurve  ist  in  einer  horizontalen  Ebene 
enthalten 

Außer  den  beiden  gefundenen  Integralen  (24)  und  (25) 
laßt  sich  aber  im  aUgemeinen  kein  weiteres  Integral  bestimmen. 
Wir  können  indessen  bemerken,  daß  aus  (23)  noch  die  Relation 
folgt: 

^{(S-O)xJlf}  -(S-0)  A-MxQ.  (26) 

Um  zu  erkennen,  welchen  Schwierigkeiten  die  analytische 
Lösung  des  Problems  begegnet,  beziehen  wir  alle  Größen  auf 
die  Haupttragheitsachsen  und  nennen  a,  ß,  y  die  Komponenten 
von  g  bezüglich  dieser  Achsen,  |,  %  %  die  Komponenten  von 
S  —  0.  Dann  löst  sich  (23)  in  die  folgenden  drei  Gleichungen 
auf: 


A^f  +  iC  -  B)qr  ^  M(riY  -  tß), 
B^  +  (A  -  C)rp  -  u{ta  -  iy), 
C^  +  {B  -  Ä)pq  ~  uiiß  -  fia). 


(27) 


Zu  diesen  müssen  wir  die  nachstehenden  hinzunehmen,  die  sich 
aus 

g-O     oder   Jf  +  QAl,-0 
ergeben: 

li-rß-qy,     l^-py-ra,    Jj  -  go  -  j)/S.     (27a) 
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Diese  Gleichungen   sind   nichts   anderes  wie  die  Poissonsclieii 
Gleichungen  (Erster  Band,  S.  112,  Formeln  (11)). 

Wir  haben  also  ein  System  von  sechs  linearen  Differential- 
gleichimgen  zu  integrieren  und  dieses  reduziert  sich,  wenn  i^ir 
d^  eliminieren,  auf  ein  System  von  folgender  Foim: 

dp__dq_dr       da  _dß       dy  {07U\ 

*  $  "  O  "  91  ""  «  ""  »  *"   6  ■  ^^*  ^J 

Man  sieht  sofort,  daß  |7  in  ^,  g  in  £l,  r  in  9i,  a  in  S(,  /)  in  93, 
y  in  6  nicht  enthalten  ist.  Von  dem  System  (27  b)  kennt  man 
drei  (von  der  Zeit  unabhängige)  Integrale.  In  der  Tat  liefern 
(24),  (25)  und  die  bekannte  Relation  zwischen  den  Richtongs- 
kosinus  a,ß,y  der  Reihe  nach: 

Äp'  +  Bq'  +  Cr*  =  A  +  2m(|«  +  riß  +  j;y), 
Apa  +  Bqß  +  Cry  =  konst., 

a«  +  /}«  +  y»  ==  1, 

und  da 

^  +  ...  +  ^  +  ...=.0 

ist  (denn  alle  einzelnen  Glieder  dieser  Summe  sind  ja  Null), 
so  liefert  die  Theorie  des  letzten  Multiplikators^)  den  Satz, 
daß  die  Kenntnis  eines  yierten  Integrals  des  Systems  (27  b), 
welches  von  den  vorstehenden  unabhängig  ist,  ein  fünftes 
Integral  durch  eine  bloße  Quadratur  zu  finden  erlaubt.  Es 
gestattet  also  die  Kenntnis  eines  vierten  von  der  Zeit 
unabhängigen  Integrals,  das  Problem  durch  eine  ein- 
fache Quadratur  zu  lösen.  Im  allgemeinen  aber  läßt  sich, 
von  bestimmten  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  abgesehen, 
jenes  vierte  Integral  nicht  angeben. 

Es  ist  indessen  in  folgenden  speziellen  Fällen  ermittelt 
worden: 

1.  Der  Körper  ist  in  seinem  Schwerpunkt  aufge- 
hängt. Dann  ist  ä  — -  0  =  0  und  wir  kommen  wieder  auf  den 
bereits  betrachteten  Eulerschen  Fall,  für  den  Jlf=  konst.  ist. 

1)  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik  (1842  —  43)  hggb.  Yon 
Clebsch  (Berlin  1866),  Werke  Supplement  S.  97flF. 
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2.  Das  Trägheitsellipsoid  ist  ein  Rotationsellip- 
soid^ auf  dessen  Achse  der  Schwerpunkt  liegt.  Diese 
Bedingungen  sind  sicher  erfüllt,  wenn  der  Körper  ein  homo- 
gener,  schwerer  Rotationskörper  und  an  einem  Punkte 
seiner  Symmetrieachse  aufgehängt  ist  (Lagrangescher 
Fall).^ 

Da  die  Normale,  die  man  im  Rotationspol  6  auf  dem 
mehrfach  benutzten  Ellipsoid  errichtet,  zu  Jf  parallel  ist  und 
die  Achse  des  Rotationsellipsoides,  also  die  Linie  OS,  treffen 
muß,  so  finden  wir  sofort:  die  drei  Vektoren  3f,  Q,  S—O 
sind  komplanar.     Daher  liefert  uns  (26)  das  folgende  Integral 

(S  -  0)  X  Jlf  =  konst.  (28) 

es  ist  also  die  Komponente  des  Impulsmomentes  nach 
der  Symmetrieachse  konstant,  oder  die  Yon  dem  End- 
punkte ^  des  Vektors  M  im  Körper  beschriebene 
Kurve,  die  sogen,  zweite  Impulskurve,  ist  in  einer  zur 
Symmetrieachse  normalen  Ebene  enthalten. 

Man  findet  noch,  daß  auch  die  Komponente  der  mo- 
mentanen Rotationsgescb windigkeit  nach  der  Sym- 
metrieachse konstant  ist,  oder:  die  Polhodie  ist  eine 
ebene  Kurve  und  in  einer  zur  Symmetrieachse  nor- 
malen Ebene  enthalten. 

Die  Quadraturen  lassen  sich  mit  Hilfe  von  elliptischen 
Funktionen  ausführen.  Jacobi  hat  den  folgenden  merkwürdigen 
Satz  bewiesen,  den  wir  bloß  anführen  wollen:  Die  Bewegung 
eines  schweren,  an  einem  Punkte  seiner  Symmetrie- 
achse aufgehängten  Körpers  ist  gleichbedeutend  mit 
der  Relativbewegung  bei  zwei  Poinsotschen  Bewe- 
gungen.*) 

1}  Lagrange,  Mecanique  analytique,  (Envres  complätes  t.  XII, 
p.  268.  £8  existieren  über  dieses  Problem  zahlreiche  wichtige  Arbeiten. 
tTber  die  Hedaktion  auf  Quadrattiren  mit  Hilfo  von  elliptischen  Funk- 
tionen B.  Halphen,  Fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  81;  Klein  u.  Sommer- 
feld, Theorie  des  Kreisele,  S.  199  u.  892. 

2)  Fragments  sar  la  rotation  d'un  corps,  communiqu^  par  Lottner, 
Werke  Bd.  2,  S.  477.    Man  vgl.  hierzu  außer  den  Büchern  von  Halphen 
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3.  Der  Fall,  in  dem  ^  «5  — 2C  und  der  Schwer- 
punkt in  der  Ebene  der  beiden  ersten  Hauptträglieits 
achsen  liegt  (Fall  der  Kowalewska).^)  Auch  in  diesem 
Falle  kann  man  ein  viertes  algebraisches  Integral  der  Glei- 
chungssysteme (27)  und  (27  a)  angeben  und  die  Quadraturen 
lassen  sich  mit  Hilfe  Ton  fayperelliptischen  Funktionen  aus- 
führen.*) 

und  Klein  u.  Sommerfeld  die  Notes  ä  la  Meeaniq^e  de  Deqteyrons 
Yon  Darboux  und  dessen  Arbeit  Sur  U  mouvemewt  d*un  ooirp»  peaant 
etc.  Journal  de  Math.  (4)  t.  1,  p.  403  (188d),  femer  Marcolon^^o, 
Teoria  dd  giroscopio  himmetrico  pesante,  Annali  di  matem.  (3)  t.  7,  p.  99, 
(lö02). 

1)  S.  Eowalewski,  Sur  le  probUme  de  la  rotation  d'un  eorps  so- 
lide  autour  d'un  point  fixe,  Acta  mathematica  Bd.  12,  S.  177  (1889), 
Memoires  pr^sent^s  par  divers  savants  ^trangers  etc.  (Paris)  t.  30,  Nr.  1. 
Die  Bestimmung  der  Richtungskosinus  hat  F.  KGtter  ausgeführt:  Acta 
math.  Bd.  17,  S.  209  (1893).  Mit  der  geometrischen  Deutung  des  Pro- 
blems haben  sich  zahlreiche  Arbeiten  beschäftigt.  Man  ygl.  eine  Mono- 
graphie yon  0.  Lazzarino,  Rendic.  B.  Aecad.  di  Scienze  fisiche  e  mat. 
di  Napoli  (3)  vol.  42,  p.  68—146  (1911). 

2)  S.  Kowalewski  fand  den  nach  ihr  benannten  Fall  bei  der 
Untersuchung  der  Bedingungen  dafür,  daß  das  System  (27),  (27  a)  ein- 
deutige Integrale  zuläßt,  deren  Pole  im  Endlichen  liegen.  Appelroth, 
über  das  Problem  der  Bewegung  usw.  Moskau  1893,  vervollständigte 
die  Analyse  der  Kowalewska  und  zeigte,  laß  die  drei  au%ezählten  Fälle 
die  einzigen  sind,  in  denen  die  Integrale  eindeutig  sind.  B.  Liouville, 
Sur  le  ynouvement  d'un  corps  solide  suspendu  par  an  de  ses  points.  Acta 
math.  Bd.  20,  S.  239  (1896),  stellte  sich  die  Aufgabe,  alle  Fälle  zu  be- 
stimmen, in  denen  die  Differentialgleichimgen  ein  viertes  algebraisches 
von  der  Zeit  unabhängiges  Integral  zulassen.  Er  fand  die  folgenden 
notwendigen  Bedingungen 

2(7 
t=0,     ^  =  J5  =  —  (n  ganze  positive  Zahl). 

Da  aber 

A  +  B^C 

sein  muß,  ergibt  sich  n  ^  4.  Für  n  »=:  1  erhält  man  den  Fall  der 
Kowalewska,  für  n=»2  ist  das  Trägheitsellipsoid  eine  Kugel  und 
man  kommt  auf  einen  Spezialfall  des  Lagrangeschen  Problems;  na>S 
und  n  =  4  liefert  neue  Fälle ,  in  denen  aber  die  Aui'findung  des  vierten 
Integrales  trotz  der  Bemühungen  zahlreicher  Mathematiker  nicht  gelang. 
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8.  Bewegung  eines  fireien  starren  Körpers.  Be- 
ziehen wir  die  BewegnngsgleicbnDgen  eines  freien  starren  Kör- 
pers auf  einen  in  dem  Körper  festen  Punkt  S,  so  liefern  die 
Impulssätze  die  Gleichungen 

^««,  (29) 

g-[Jlf  +  (S -  0)  A  1?]  =  W  +  (S-  0)  A  «, 

wenn  0  einen  im  Räume  festen  Punkt  bezeichnet.  SR  und  M 
sind  die  auf  den  Punkt  8  bezogenen  Momente,  die  Gröfien  in 
der  letzten  Gleichung,  von  denen  die  linker  Hand  nach  t  diffe- 
renziert ist,  sind  dann  die  Momente  für  den  festen  Punkt  0, 
und  die  Gleichung  stimmt  in  der  Tat  mit  der  früheren  überein. 
Entwickeln  wir  die  zweite  Gleichung,  so  ergibt  sich 

und  mit  Rücksicht  auf  (29) 

^-J^+S  AR^m.  (30) 

In  die  gefundenen  Gleichungen  (29)  und  (30)  haben  wir  noch  die 
Differentiationen  nach  der  Zeit  innerhalb  des  Körpers  einzu- 
führen und  finden  dann  analog  wie  oben  das  Gleichungspaar 

-*!.-  -f  Q  A  1?  -  «, 
"**  }  (31) 

^df +  °  ^  M+S  A  B  =  W. 


Das  war  indes  nicht  anders  möglich,  denn  die  Liouvilleschen  Bedingungen 
reichen  nicht  aus,  um  festzustellen,  daß  das  vierte  Integral  keine  Eom> 
bination  der  bereits  bekannten  Integrale  ist.  Husson,  Becfierche  des 
integrales  algeT)riques  etc.,  Annales  de  la  Facult(j  des  Sciences  de  TUni- 
Torsit^  de  Toulouse  (2)  t.  8,  p.  73  (1906)  und  Burgatti,  Rendic.  del 
Circ.  matem.  Palermo  t.  29,  p.  369  (1910)  gelang  es  endlich  in  aller 
Strenge  zu  beweisen,  daß  jedes  algebraische  und  von  der  Zeit 
unabhängige  erste  Integral  der  Differentialgleichungen  (27), 
(27a)  eine  Kombination  der  bekannten  Integrale  ist  mit  Aus- 
nahme der  Fälle  von  £uler,  Lagrange  und  der  Eowalewska. 
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Zerlegen  wir  diese  Vekiorgleichungen  in  ihre  kartesischen 
Komponenten  tmd  behalten  die  früheren  Bezeichnungen  bei, 
anBer  daß  jetzt  ti,  v,  w  die  Geschwindigkeitskomponenten  des 
festen  Punktes  S  bezeichnen  und  die  Koordinatenachsen  von 
diesem  Punkte  S  ausgehen,  so  ergeben  sich  die  Gleichiin^n 

Ü  +Wq-rr  -i?„ 
V  +  Ur  -Wp~  B,, 
W+Vp  -TJq^B,, 

P-^Rci-Qr+Wv-  Vw  -  M^, 
Q  +  Pr-Rp+  Uw-  Wu=M^, 
B  +  Qp  —  Pq+Vu-UvM, 


«■  ' 


(32) 


Wie  man  sieht,  stehen  auf  der  linken  Seite  die  Koordinaten 
der  Momentanbewegung  w,  v,  w,  p,  q,  r  und  ihre  Derivierten 
nach  der  Zeit.  Die  Größen  auf  der  rechten  Seite  hängen  ab 
von  der  Lage  des  Bezugspunktes  S  im  Räume  und  von  den 
Richtungen  der  im  Körper  fest  gewählten  Koordinatenachsen 
gegen  den  umgebenden  Raum.  Legt  man  diese  Richtungen 
durch  drei  Eulersche  Winkel  fest,  so  ergeben  sich  drei  Glei- 
chungen, welche  p,  q,  r  mit  diesen  Winkeln  yerknüpfen,  und 
ferner  lassen  sich  mit  Hilfe  dieser  Winkel  aus  den  Kompo- 
nenten w,  V,  w  der  Geschwindigkeit  von  S  nach  den  im  Körper 
festen  Achsen  auch  die  Komponenten  nach  den  im  Räume 
festen  Koordinatenachsen  finden.  So  haben  wir  zur  Bestim- 
mung der  Bewegung  im  ganzen  12  Gleichungen,  in  denen 
12  Unbekannte  enthalten  sind,  nämlich  u,  v,  «;,  p,  g,  r,  die  Euler- 
sehen  Winkel  qp,  ^,  d"  und  die  Koordinaten  |,  i^,  g  von  S  in 
dem  gegen  den  Raum  festen  Koordinatensystem.  So  sieht  man, 
dafi  das  Problem  in  der  Tat  bestimmt  ist. 

Eine  besondere  Vereinfachung  erfahren  die  Bewegungs- 
gleichungen,  wenn  wir  für  den  Punkt  S  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  wählen.     Dann  ist 

B  -  mS,     also  SA  B  -  0,  (32a) 

und  die  zweite  der  Gleichungen  (31)   geht  über  in  die  Form 
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^^^  +  Q  AM^m,  (33) 

oder  in  Zahlgleichungen  aufgelöst 

Ap  +  {C^  B)qr  -  3f„ 

er  +  {B-  A)pq  =  M,, 

Diese  Gleichungen  sind  dieselben  wie  die  der  Drehung  um 
einen  festen  Punkt. 

Es  läßt  sich  also  die  Drehung  eines  schweren  Körpers 
um  seinen  Schwerpunkt  unabhängig  betrachten,  ebenso  wie 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes  sich  zufolge  (32a)  für  sich 
behandeln  läßt.  Das  Problem  zerlegt  sich  also  in  zwei  ge- 
trennte Aufgaben,  die  eine  betrifft  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes, die  andere  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt. 

Bisweilen  ist  es  nützlich,  den  Gleichungen  ein  Koordi- 
natensystem zugrunde  zu  legen,  das  nicht  im  Räume  und  nicht 
gegen  den  Körper  fest  ist.  Wir  woUen  den  Ursprung  dieses 
Koordinatensystems  der  Einfachheit  halber  im  Schwerpunkt 
S  des  Körpers  annehmen,  und  nun  mit  Q'  die  Rotation  des 
Körpers,  bezogen  auf  dies  veränderliche  Koordinatensystem, 
bezeichnen,  dann  ist  sofort  zu  seben,  daß  man  die  Gleichungen 
erhält 


''^f  +  Q'  A  B  =  «, 


(34) 


Wir  heben  einen  besonderen  Fall  heraus.  Wenn  die 
jT-Achse  mit  dem  Körper  fest  verbunden  ist,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Punktes  Z  auf  ihr  dieselbe,  ob  wir  sie  auf 
das  im  Körper  feste  oder  das  andere  Koordinatensystem  be- 
ziehen.    Es  ergibt  sich  also 

Q' A  (Z-iS)  =  Q  A  (Z-S) 
^^^^  (Q'-Q)  A(Z-S)  =  0 

d.  h.  der  Vektor  Q' —  Q  ist  zu  Z— Ä  parallel;   sind    also  jp, 
g,  r  und  p\q'yr'  die    Komponenten   von    Q,  Q',    auf   dasselbe 
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(im  Lanfe  der  Bewegung  sich  teilende)  Koordinatensystem  mit 
der  angegebenen  Richtung  der  jer- Achse  bezogen,  so  wird  p^p\ 

Liegt  der  noch  speziellere  Fall  Yor,  daß  der  Korper  ein 
Rotationskörper  mit  der  Achse  z  ist,  so  wird  Ä^  B  und  J, 
Bj  C  sind,  wenn  man  das  Koordinatensystem  sich  auch  um  die 
jer- Achse  gegen  den  Körper  drehen  laßt,  unabhängig  von  der 
Zeit;  femer  werden  die  Komponenten  des  Vektors  Jf 

Ap,     Aq,     Cr 

und  somit  ergeben  sich  die  Gleichungen 

Ap  +  (Cr  -  Ar')q  -  Jf„  | 

Aq  +  {Cr -- Ar')p  ^  M^,  (35) 

Cr  «Jf..   J 

8.  BtoBbewegiing  eines  fireien  oder  an  einem  Punkte 
anfgeh&ngten  starren  Körpers.  Im  Falle  einer  Stoßwir- 
kung gehen  die  Bewegungsgleichungen  über  in 

z/B  =  «  +  J?;    z/Jf-«,  (36) 

wobei  R,  91  die  Koordinaten  der  Stoßdyname,  JP  die  impul- 
sive Reaktionskraft  in  einem  eventuellen  festen  Punkte  (oder 
sonst  gleich  Null)  ist,  während  JB,  M  die  Vektorkoordinaten 
des  Impulses  bezeichnen. 

Die  Yorstehenden  Gleichungen  ändern,  da  Q^t  mit  Jt 
verschwindend  klein  wird,  ihre  Form  nicht,  wenn  man  sie  statt 
auf  ein  im  Räume  festes  System  auf  ein  im  Körper  festes 
System  bezieht.  Bezieht  man  sie  insbesondere  auf  die  Hsupt- 
trägheitsachsen  des  festen  Punktes  oder  des  Schwerpunktes 
und  setzt  voraus,  der  Körper  sei  vor  dem  Stoß  in  Ruhe,  so 
ergibt  sich,  indem  man  p,  q,  r  die  durch  den  Stoß  entstehenden 
Rotationskomponenten  nennt, 

Ap  =  M„    Bq-.M^,    Cr^M,.  (37) 

Die  Ebene  eines  Kräftepaares,  das  das  Stoßmoment 
repräsentiert,  und  die  Achse  der  durch  den  Stoß  ent- 
stehenden Rotation  sind  also  einander  konjugiert  be- 
züglich des  Trägheitsellipsoids 
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Ax*  +  By*  +  Cg*  -  konst.  (38) 

Daher  fällt  nur  für  die  Hauptträgheitsachsen  die 
Achse  der  entstehenden  Rotation  mit  der  Achse  des 
StoSpaares  znsammen. 

Für  einen  freien  Körper  treten  hierzu  noch  die  Gleichungen 

MM  «  JB,,    M»  =  B^,    MW  =«  jR,  (39) 

für  die  durch  den  StoB  entstehende  Bewegung  des  Schwer- 
punktes. Diese  Bewegung  hat  immer  die  Richtung  der  resul- 
tierenden Kraft  der  StoBdyname  und  ist  ihrer  Größe  propor- 
tional. Soll  die  Achse  der  instantan  entstehenden  Schraubung 
mit  der  Achse  der  StoBdyname  zusammenfallen,  so  muB  diese 
Achse  eine  der  Hauptträgheitsachsen  sein. 

Ist  das  zugehörige  Hauptträgheitsmoment  A  »  Ma',  so  wird 

2i  ■=■  Mr     Jlf  =•  ÄG)  —  Ma'cD 

wenn  R,  M  Resultante  und  Momente  der  StoBdyname^  x,  o 
Translation  und  Rotation  der  instantanen  Schraubung  der  GröBe 
nach  festlegen.     Soll  nun  auch  noch 

M        X        , 

Ä    "*    CO    ^   '^^ 

also  der  Parameter  der  Dyname  gleich  dem  Parameter  der 
Schraubung  sein,  so  muß 

i  =  a*-jr- ,  also  i  «  ±  a 

sein.  Für  jede  Haupttragbeitsachse  ergeben  sich  so  zwei  Dy- 
namen,  welche  nach  Sir  Rob.ert  Ball  die  Hauptträgheits- 
dynamen  des  Körpers  heißen.^) 

10.  Über  den  BtoB  iweler  Körper.  Wenn  zwei  freie 
Körper  K^y  K^  mit  glatten  und  überall  konvexen  Oberflächen 
in  einem  gegebenen  Augenblicke  aufeinanderprallen ,  so  daß 
sie  sich  in  einem  Punkte  J7  berühren,  so  erfahrt  ihre  Bewe- 
gung eine  plötzliche  Änderung,  um  deren  Bestimmung  es  sich 
jetzt  handelt.    Der   Stoß   bedeutet   eine   plötzlich   auftretende 


\ 


1)  Vgl.  Ball,   The   Theory   of  Screwa,   Cambridge  1900;  Timer- 
ding, Geometrie  der  Kr&fte,  Leipzig  1908. 
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StoSkraft,  die  in  dem  Berührungspunkte  H  angreift,  senkrecht 
zu  der  gemeinsamen  Berührungsebene  der  beiden  Körper  ge- 
richtet ist  und  für  beide  Körper  entgegengesetzt  gleich  aus- 
fällt. Kennen  wir  ihre  Größe  17  und  sind  o^.ß^^y^^  JL^^/i^^t-, 
die  Koordinaten  der  Geraden,  in  der  sie  wirkt,  auf  die  Haupt 
tragheitsachsen  für  den  Schwerpunkt  des  ersten  Körpers  be 
zogen,  ttj,  Vj,  Wj,  ;),,  Ji,  r^,  und  u^',  t?/, . .  .,  fi'  die  Koordinaten 
der  momentanen  Bewegung  des  erbten  Körpers  K^ ,  dessen  Masse 
H|  sei,  unmittelbar  vor  und  nach  dem  Stoß,  dann  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

Ml  (tt/  -  mJ  =  77«! ,  Mj  (r/-  v J  -  TIft ,  M^  (u^/-  w^)  «  Uy^ ,  | 

in  denen  A^,  B^y  C^  die  Hauptträgheitsmomente  bezeichnen. 
Für  den  zweiten  Körper  K^  ergibt  sich  ein  analoges  Gleichungs- 
system, in  dem  nur  der  Index  1  mit  dem  Index  2  vertauscht 
ist.  Da  das  Koordinatensystem  im  allgemeinen  für  den  zweiten 
Körper  ein  anderes  ist  wie  für  den  ersten,  wird  keineswegs 
«1  :  /3j  :  ^1  •  ^1  ^  f*!  *  1^1  =  «2  :  A  :  y,  :  1,  :  f4  :  V, ,  trotzdem  diese 
Koordinaten  dieselbe  Gerade  festlegen. 

Wir  haben  12  Gleichungen  gefunden,  in  denen  aber  13  Un* 
bekannte  stecken,  nümlich  außer  den  Koordinaten  der  Bewe- 
gung nach  dem  Stoß  die  Größe  der  Stoßkraft  i7. 

Um  noch  eine  dreizehnte  Gleichung  zu  finden,  stellen  wir 
folgende  Überlegung  an.  Wir  multiplizieren  die  Gleichungen 
(40)  der  Reihe  nach  mit  u^  +  ^i,  ^i'  +  t?,,  •  •  •  r,'  +  r^  und  ad- 
dieren sie,  dann  ergibt  sich  auf  der  linken  Seite 

2{T'  -  T,), 

d.  h.  die  doppelte  Differenz  der  kinetischen  Energie  Yor  und 
nach  dem  Stoß.     Auf  der  rechten  Seite  ergibt  sich 

-ir(F/+FO, 

wenn  Fj'  und  Fj  die  Geschwindigkeiten  von  H  in  der  Rich- 
tung der  äußeren  Normalen  nach  und  vor  dem  Stoß  bezeichnen. 
In  der  Tat  bedeutet 

—  Fj  =  «jMi  +  ftvi  +  •  •  •  4-  Vi^i 
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das  Moment  der  Momentanbewegung  für  die  Wirkungslinie  des 
StoBeSy  also  die  Geschwindigkeitskomponente  aller  Punkte  der 
WirkuDgslinie  nach  der  Richtung  dieser  Geraden^  denn  wir 
können  schreiben 

+  {^1+ PiVi  -  9i^i)ri 

wenn  Oß^,yi,^i  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  auf 
der  Wirkungslinie  sind  (vgl.  Bd.  I,  S.  112^  Gleichungen  (7)). 
So  finden  wir 

und  analog  für  den  zweiten  Körper 

2(r,'-T,)  =  77(F;+F,), 

wenn  wir  die  Geschwindigkeiten  bei  beiden  Körpern  nach  der- 
selben Richtung  positiv  und  nach  derselben  Richtung  negativ 
rechnen. 

Durch  Addition  folgt 

2(r  -  T)  -  -  i7(Fi  -  F,  +  F/  -  F.O, 

wenn  T,  T'  die  Gesamtenergie  des  Systems  vor  und  nach  dem 
Stoß  bezeichnen.  Nun  gilt  das  allgemeine  Prinzip,  daß  die 
Energie  durch  den  Stoß  keine  Vermehrung  erfahren 
kann.     Es  wird  also  T'  —  T<  0. 

Fl  —  F,  und  F/  —  F,'  sind  aber  die  relativen  Geschwindig- 
keiten beider  Körper  vor  und  nach  dem  Stoß.  Diese  relative 
Geschwindigkeit  muß  aber  ihr  Vorzeichen  wechseln,  wenn  die 
Körper  zusammenstoßen  und  wieder  auseinandei^ehen.  Die 
beiden  Differenzen  haben  also  notwendig  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen. Ihre  Summe  muß  aber  positiv  sein,  damit  die  Diffe- 
renz T'  —  T  negativ  wird,  also  überwiegt  immer  die  positive 
Differenz.  Diese  positive  Differenz  ist  F|  —  F,,  denn  unsere 
Vorzeichenbestimmung  ist  so,   daß  die  Richtung  der  gemein- 

Mftffoolongo:  theoret.  Meohanik.  II.  18 
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sameti  Normale,   die   vom   ersten  nach   dem   zweiten    Korper 
weiflt,  positiv  gerechnet  wird.     Es  wird  also 

F,' -  F,' -  -  c(Fi  -  F,),  (41. 

wenn  e  einen  positiven  echten  Brach  bedeutet.  Wir  nehmen 
nun  unbewiesen  an^  daß  dieser  Koeffizient  e  eine  Kon- 
stante ist,  die  nur  von  der  Beschaffenheit  der  beiden 
Körper  abhängt.  Sie  heißt  der  Restitutionskoeffizient. 
Ist  6  »  0,  so  heißen  die  Körper  vollkommen  unelastisch;  ist 
e  ^  1,  so  heißen  sie  vollkommen  elastisch. 
Wir  bilden  nun 

F,  -  F/  -  a,{u,'  -  «J  +  /?.(»/  -v,)  +  ---  +  v,(r,'  -  rj 

und  setzen  aus  (40)  die  Werte   fflr  u^'  —  u^,  v^  —  t^i? "  •  •  ©in. 
Dann  ergibt  sich 

F/-F,-i7[l  +  ^  +  ^Vg;^ 
und  analog 

Subtrahieren  wir  diese  Gleichungen  und  setzen  zur  Abkürzung 

*         M,   ^  M,  ^  ^1  ^  yl,  ^  5,   ^  JB,  ^  C,    ^  C,  ' 

SO  erhalten  wir 

F,'-F,'--c(F^-F,)=F,-F,-xJT 

und  mithin 

^^(l+«)(F.-F.),  ^42^ 

Ist  n  gefunden,  so  können  wir  aus  (40)  u/,  t7i', . . .  berechnen. 
Soll  hierbei  jp/«=l>i,  ^Z  =  ffi,  »"i' "■  ^i  werden,  ohne  daß  JJ 
verschwindet,  so  muß  A^,  fx^,  r^  ==^  0  sein  und  analog  für  den 
zweiten  Körper  A^,  ^^y  v^  »  0.  Das  bedeutet  aber:  Soll  durch 
den  Stoß  keine  neue  Rotation  um  die  Schwerpunkte 
der  zusammenstoßenden  Körper  entstehen,  so  muß 
die  gemeinsame  Normale  durch  die  beiden  Schwer- 
punkte hindurchgehen.  Dann  spricht  man  von  zentralem 
Stoß. 
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In  diesem  Falle  wird 


also 


X  = f-  — 


jj  „  JV!!ii5^^IiL  (1  +  e)  (43) 


und 


^i'-'^i-  .i:Ti^(i  +  «)(''i -'"«)' 


(44) 

Dies  sind  die  Gesetze  des  zentralen  Stoßes,  aus  ihnen  sind  die 
gewöhnlichen  Sätze,  die  in  d'en  Physiklehrbüchem  gegeben 
werden,  leicht  herzuleiten. 

HistoriBOhe  Bemerkungen.  Schon  Galilei  hatte  in  den 
Discorsi  e  dimostrazioni  den  Stoß  behandelt,  ohne  aber  zu  bestimmt 
formulierten  Gesetzen  zu  gelangen.  In  Descartes'  physikalischem 
Weltbilde  spielten  die  Stoßgesetze  eine  entscheidende  Bolle;  seine 
Stoßgesetze  sind  aber  falsch.  Das  wichtigste  von  ihnen,  das  Gesetz 
von  der  Erhaltung  des  Impulses,  gilt  in  der  Form,  wie  es  Descartes 
ausspricht,  nur  für  den  zentralen  Stoß,  also  für  Körper,  die  sich  in 
einer  geraden  Linie  bewegen.  Auf  solche  wurde  dann  auch  zunächst 
das  Problem  beschränkt,  und  seine  korrekte  Lösung  fand  sich,  als 
1668  die  Royal  Society  ihren  Mitgliedern  diese  Aufgabe  vorlegte. 
Es  liefen  drei  Bearbeitungen  ein,  die  in  den  Philosoph^al  Transadlons 
des  nächsten  Jahres  abgedruckt  sind:  von  Christopher  Wren,  John 
Wallis  und  Christian  Huygens.  Wren  beschränkte  sich  auf  eine 
kurze  Angabe  der  Lösung;  Wallis  behandelte  nur  den  unelastischen 
Stoß  und  gab  die  Lösung  für  den  Stoß  vollkommen  elastischer  Körper 
erst  in  seiner  Mechanica  seu  moius  scientia  (1671);  die  Huygens  sehe 
Behandlung  des  Problems  wurde  ebenfalls  erst  viel  später,  in  seinen 
Opuscula  posthuma,  1704,  mit  den  i^äheren  Einzelheiten  bekannt. 
Sie  ist  prinzipiell  außerordentlich  interessant,  sowohl  durch  die  zu- 
grunde gelegten  Anschauungen  von  der  Relativität  der  Bewegungen 
als  auch  durch  die  Formulierung  der  Endresultate.  Diese  sind  in 
zwei  Sätzen  ausgesprochen,  die  in  unserer  Bezeichnungs weise  lauten: 

1.  Beim  vollkommen  elastischen,  zentralen  Stoß  bleibt 
die  algebraische  Summe  der  Impulse  ungeändert. 

2.  Ebenso  bleibt  die  Summe  der  kinetischen  Energien 
beider  Körper  ungeändert. 

Der  Begrifif  der  kinetischen  Energie  trat  hier  zum  erstenmale 
auf  und  wurde  dann  von  Leibniz   sofort   aufgegriffen,  dem  die  Er- 

13* 
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kenntniB  seiner  allgemeinen  Bedeutung  zu  danken  ist  und  der  iluxi 
den  Namen  „lebendige  Kraft^^  (vis  viva)  im  Gegensatz  zu  der  toten 
Kraft  des  ruhenden  Körpers  gegeben  hat. 


Cbungsbeispiele. 

L  Anfisabe.    Das  TrägheüsmamffU  eines  geraden  Kreisz^Undrrs 
für  seine  Achse  zu  findm. 

Auflösung.  Bezeichnet  r  den  Abstand  eines 
Punktes  P  im  Innern  des  Zylinders  von  seiner 
Achse,  a  den  Halbmesser  des  Grundkreises,  h  die 
Höhe,  so  wird  das  Trägheitsmoment  f&r  ft  «-  1 


<^i. 


.  ! 


a 

3  '^^f^nhr^dr  =  ^Tta^h, 


Kig.  17. 


und    da  M  -"  na^h  die  Zylindermasse  ist,    wird, 
wenn  wir  ^^^uk*  setzen,  der  Trägheitsradius 

h^V\a. 

2.  Aufgabe.  Dafi  Trägheitsmoment  einer  recht- 
eckiffen  Platte  für  eine  ihrer  Symmetritochsen  zu 
finden, 

Auflösung.  Nennen  wir  a^^2a\  &»-2&',  c=»2c'  die  Kanten- 
längen  der  Platte,  so  ergibt  sich  für  das  Trägheitsmoment 

0    0    0 

und  für  den  Trägheitsradius 

Flg.  18.  21/6 

3.  Aufgabe.  Das  Träghiitsmament  einer  Kugel  für  einen  ihrer 
Durchmesser  zu  finden. 

Auflösung.  Aus  der  Symmetrie  der  Kugel  folgt  für  ein  auf 
ihren  Mittelpunkt  bezogenes  Koordinatensystem 

K^fxHx  ^fy^U  ^fz'dx  -  -^JV  +  /  +  ^^)^^' 
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die  Integrale  über  alle  Volumenelemente  dt  der  Kugel  erstreckt.  Wir 
zerlegen  jetzt  die  Kugel  in  konzentrische  Schalen,  deren  Radius  wir  q 
und  deren  Dicke  wir  dg  nennen,  und  finden  sofort,  wenn  a  der  Kugel- 
radius ist. 


3  =  if{x*  +  y»  +  t^dt 


0 


Das  axiale  Trägheitsmoment  wird  also 

und  da  m  =»  —  a*  die  Masse  der  Kugel  ist, 
folgt  für  den  Trägheitsradius 

_  Pig   19. 

4.  Aufgabe.  Ben  analytischen  Ausdruck  für  das  axiale  Trag- 
heitsni'tmf'nt  aufzustdlen, 

AufLÖBung.  Die  Bezugsachse  sei  dadurch  festgelegt,  daß 
sie  den  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  x^^y^^  Zq  enthalten  und  die 
Richtungskosinus  a,  /?,  y  haben  soll.  Wir  gehen  dann  aus  von  der 
Gleichung  (4)  des  Textes.  Wenn  a,  &,  c  die  Hauptträgheitsradien 
für  den  Schwerpunkt  S  sind  und  die  Hauptträgheitsachsen  mit  den 
Koordinatenachsen  zusammenfallen,  so  wird 

Ferner  ergibt  sich 

J*  »  Q*  sin*  9  =  ^*  —  ^*  cos*  9, 

wenn  q  die  Länge  des  Radiusvektor  SP  und  <p  den  Winkel  zwischen 
diesem  Radiusvektor  und  der  Bezugsachse  des  Trägheitsmomentes 
bezeichnet.     Es  wird  nun  aber 

Q*  «=  V  +  yo*  +  V»     ^  cos  9  —  uXq  +  ßy^  +  yZo 
und  somit  finden  wir  schließlich 

Ä>  =.  Ä-,«  +  d*  «  a«««  +  h^ß^  +  cy  +  V  +  Po'  +  ^0* 

-  (aa?o  +  ßyo  +  y^o)*- 

5.  Aufgabe.  Wenn  man  die  Hauptträgheitsachsen  für  den 
Schwerpunkt  S  kmnt,  die  Hauptträgheitsachsen  für  einen  beliebigen 
anderen  Punkt  P  zu  finden. 
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AnflÖBXUig.  Wir  kOnnen,  indem  wir  x^,  ^q,  Zq  die  Koordinaten 
Ton  P  nennen,  von  dem  in  der  yorigen  Aufgabe  gegebenen  Ausdmck 
für  den  Tr&gheitsradios  k  ausgehen  and  haben  dann  die  Werte  dieses 
Trägheitsradius  zu  bestimmen,  die  ein  Extremum  werden.  Differen- 
zieren wir  aber  den  genannten  Ausdruck  nach  a,  ß^  y,  indem  wir  k* 
noch  den  Faktor  a^  +  ß^  +  y',  der  »  1  ist,  beifügen,  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen 

(a*  +  Q^  —  **)«  «=  («Xo  +  ßtf^  +  yzojx^, 

(c*  +  p*  ~  1f)y  -  (aa:o  +  ßVf^  +  yz^W 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  mit 

^0  Vo  ^Q 

a*  —  u*  6"  —  «  '  c*  —  tt 
multipliziert  und  addiert,  wobei  w^  k^  —  q^  gesetzt  ist,  solange 

_5> I yo I fo 1 

und 

/>  .  ^0  Vo  '» 

et  i  ü  i  y  =**  ' —  •     —         ' —  • 

Das  bedeutet  aber:  Jede  der  Hauptträgheitsachsen  des 
Punktes  P  ist  die  Normale  einer  durch  den  Punkt  P  gehen- 
den Fläche  zweiter  Ordnung  aus  einer  Schar  von  konfo- 
kalen Flächen.^)     Zu  dieser  Schar  gehört  auch  das  Ellipsoid 

Ä*        V*       «■ 

—  4-  3L  4- 1_  «  1 

a*  ^  6«  ^  c«        ^' 

dessen  Hauptachsen  die  reziproken  Werte  von  den  Hauptachsen  des 
Ton  uns  betrachteten  Trägheitsellipsoids  sind  und  der  Lage  nach 
mit  ihnen  zusammenfallen. 

Wird  CLX^  +  ßy^  -f  y-^o  "^  ^  ^°^  ^^^  «  +  ö>  ^  ergibt  die  erste 
der  drei  zu  Anfang  der  Aufgabe  aufgestellten  Gleichungen 

a«  +  9*  -  Ä«  =  0 

and  die  anderen  beiden  Gleichungen 

(6«  +  ^t -.  Ä«)^  «,  0,     (c«  +  ^«-*«)y  =  o 

1)  Binet,  Journal  de  lYcole  poljtecbn.  Cah.  16,  p.  41  (1818). 
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sind,  wenn  a^byC  verschieden,  nur  durch  ß  ^  Oj  y  ^  0  zu  erfüllen. 
Also  wird  ax^  =»0,  d.  h.  x^  «  0:  Der  Punkt  P  liegt  in  der  xy-. 
Ebene,  d.  h.  in  einer  der  Hauptebenen,  und  die  eine  Hauptträgheits- 
achse ist  der  £:'- Achse  parallel.  Die  anderen  beiden  Hauptträgheits- 
achsen  müssen  daher  in  der  xy-Ehene  selbst  liegen,  für  sie  wird 
also  a  »  0.  Dann  folgt  aus  den  beiden  letzten  der  drei  Grund- 
gleichungen genau  wie  vorhin 

d.  h.  alles  bleibt  ungeändert,  nur  ist  hier  Xq^O,  Die  beiden  Haupt- 
trftgheitsachsen  sind  die  (in  die  Hauptebene  x^^^  0  fallenden)  Nor- 
malen zweier  der  konfokalen  Flächen  oder,  was  dasselbe  ist,  der  kon- 
fokalen Kegelschnitte,  in  denen  die  Flächen  die  Hauptebene  schneiden. 
Der  Fall  endlich,  wo  der  Punkt  P  auf  einer  der  Hauptträgheits- 
achsen des  Schwerpunktes  liegt,  ist  schon  im  Text  erledigt. 

6.  Aufgabe.  Die  Bedingung  dafür  m  finden,  daß  eine  Gerade 
HaupUrägheüsachse  eines  ihrer  Punkte  ist 

Auflösung.  Wir  bezeichnen  mit  x^,  ^q,  Zq  die  Koordinaten  des 
Punktes  der  Geraden,  für  den  sie  Hauptträgheitsachse  ist,  mit  a, 
ßy  y  ihre  Bichtungskosinus.     Dann  wird  nach  der  vorigen  Aufgabe 

also 

» 

""  (6  ■  —  u)  (c»  —  M)  •  (c « —  «)  (a » —  u)  •  (o « —  u)  (6*  —  tt) 
und  weiter 

aX  :  ßfiiyv^  (6*  -  c*)  :  (c*  —  a*)  :  (a*  —  b^. 

Hieraus  kann  man  die  zwei  Gleichungen  ableiten 

ak  +  ßfi  +  yv  ^  0, 
a^aX  +  b^ß)i  +  c*yv  —  0. 

Die  erste  ist  für  die  Koordinaten  jeder  beliebigen  Geraden  erfüllt, 
die  zweite  kann  man  als  die  Gleichung  des  quadratischen  Strahlen- 
komplexes ansehen,  der  hier  entsteht.  Dieser  Komplex,  der  aus  den 
Normalen  aller  Flächen  2.  Ordnung  einer  konfokalen  Flächenschar 
besteht,  heißt  der  Beyesche  Achsenkomplex  (s.  Band  I,  S.  28). 
Vgl.  Beye,  Geometrie  der  Lage,  2.  Bd.  4.  Aufl.  1907,  28.  Vortrag; 
Timerding,  Geometrie  der  Kräfte,  17.  Kapitel. 
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7.  Aufisabe.  Das  Trägheitsmoment  für  eine  Ebene  su  unter- 
suchen. 

Aoflörang.  Unter  dem  Trägheitsmoment  für  eine  Cbene  ver- 
stehen wir  einen  dem  Trägheitsmoment  für  eine  Achse  genau  ana- 
logen Ausdruck,  in  dem  nur  die  Abstände  von  der  Achse   durch  die 


Flg.  20. 

Abstände  von  der  Ebene  ersetzt  sind.  Sind  diese  letzteren  Abstände 
für  die  Massen  m^  des  Systems  mit  p^  bezeichnet,  so  wird  der  Aus- 
druck des  planaren  Trägheitsmomentes 

Sind  aber  r^  die  Abstände  der  Massenpunkte  P^  von  einer  in  einem 
Punkte  0  der  Ebene  senkrecht  zu  ihr  errichteten  Achse,  so  wird 

Pi*  +  U*  -  {P,  -  0)* 
und  somit 

ft  =  2nit{Pi  -  oy  -  3, 

wenn  3  =^  ^m^  r^  das  Trägheitsmoment  für  die  Achse  ist. 
Behalten  wir  die  Bezeichnungen  des  §  1  bei,  so  wird 

^in,(P,  -  Oy  =  2«*i(x*  +  y*  +  e*)  -  X(^.+  B  +  C) 
und  somit 

S  =  Ä^a^  +  JB,j3«  +  Cy  +  2Ä'ßy  +  2B'ya  -f  2C'a/J, 
wenn  wir 

2A^^B  +  G-A,     2B^^C  +  Ä'-B,    2(7,  =^  +  2?-  C 
setzen,  und  zwar  wird 

Tragen  wir  von  0  aus  auf  der  Normalen  der  Ebene  eine  Strecke 

gleich  1  :  l/^  nach  beiden  Seiten  ab,  so  erfüllen  die  Endpunkte 
dieser  Strecken  das  Ellipsoid 

A,l*  +  B,n*  +  (7.?»  +  2Ä'rit  +  2B'n  +  2C'|ij  -  1. 
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dessen  Hauptachsen  mit  denen  des  Trägheitsellipsoides  fllr  den  Punkt 
0  zusammenfallen.  Das  zu  diesem  neuen  Trftgheitsellipsoid  rezi- 
proke EUipsoid  wurde  von  Bin  et  betrachtet.  Auf  die  Hauptachsen 
bezogen  werden  die  Gleichungen  der  beiden  so  zur  Bestimmung  der 
planaren  Trägheitsmomente  dienenden  Ellipsoide  von  der  Form 

A,i'  +  B^r,*  +  Cif»  -  1,   £  +  -J'  +  -^-  -  1. 

Nennen  wir  S  den  Schwerpunkt  des  Massensjstems  und  legen 
durch  ihn  eine  zu  der  ursprünglich  angenommenen  parallele  Ebene 
hindurch,  nehmen  wir  femer  an,  daß  die  Linie  OS  auf  beiden  Ebenen 
senkrecht  steht,  so  wird  das  Trägheitsmoment  für  die  Ebene  durch 
den  Schwerpunkt  t 

und  es  ergibt  sich 

ft  ^^rn^iP,  -  Sy  -  2^in,(P,-.S)  x  (0-5)  +  m(O-S)»-  3 

«  »0  +  M(J* 

wenn  wir  OS  =-  d  setzen;  denn  es  ist  Sm/Pf  —  S)  =»  0.  Das 
Trägheitsmoment  für  eine  beliebige  Ebene  ist  also  gleich  dem 
Trägheitsmoment  fär  die  parallele  Ebene  durch  den  Schwerpunkt, 
vermehrt  um  die  mit  dem  Quadrate  des  Abstandes  beider  Ebenen 
multiplizierte  Gesamtmasse. 

Wählen  wir  den  Schwerpunkt  S  zum  Kpordinatenursprung 
eines  Koordinatensystems,  dessen  Achsen  in  die  Hauptträgheitsachsen 
von  S  fallen  und  in  dem  die  betrachtete  Ebene  die  Gleichung  hat 

«J  +  ß9  +  yj  -  ^  -  0, 

dann  wird  S  von  der  Form 

ß  -  «a*  +  »|3»  +  Ky*  +  Md«. 

Schreiben  wir  die  Ebenengleichung  aber 

U|+  0^  +  toj— 1  =0, 
setzen  wir  also 

7-«'    >=»'    T-»'    i'-u'  +  ö'  +  to*. 
so  finden  wir  die  Gleichung 

fi(tt*  +  D*  +  w»)  ==  «u»  +  »D»  +  ero«  +  M 
oder 

(ft  -  «)u»  +  (ft  -  85)»»  +  (ß  -  e)w*  =  M. 
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Die  Ebenen,  die  dieser  Gleichung  genügen  und  für  die  aomit  das 
Trägheitsmoment  gleich  S  wird,  umhüllen  eine  Fl&che  zweiter  Ord- 
nung, deren  Gleichung  in  Punktkoordinaten  lautet 

ir  1"  Ä       «1" 


Die  Flftchen,  die  man  hieraus  für  variierendes  St  erh&lt,  sind  alle 
konfokal,  es  bilden  also  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  von  den 
Ebenen  desselben  Trägheitsmomentes  umhüllt  werden,  eine  konfo- 
kale Flächenschar. 

Man  kann  immer  vier  Massen  Jf|,  M^,  M^^  M^  finden  derart, 
daß  ihr  Trägheitsmoment  für  jede  Ebene  und  damit  auch  für  jede 
Gerade  mit  dem  des|vorgelegten  Massensystems  übereinstimmt  Man 
braucht  in  der  Tat  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Gleichung  anzusetzen. 

^Jtf,(«5<  +  P\  +  7hi-  *)•  -  ««*  +  W  +  «/  +  M*», 

1 

der  für  beliebige  Werte  von  a,  ß^  y^  d  genügt  werden  soll.  Man  er- 
halt sofort  10  Gleichungen  zwischen  den  16  unbekannten  M^,  (i, 
^^,  2^.  Das  Problem  bleibt  also  noch  sechsfach  unbestimmt.  Es  ist 
sofort  zu  sehen,  daß  die  sechsfach  unendlich  vielen  MassenquadrapeL, 
die  man  so  erhält,  denselben  Schwerpunkt  und  dieselben  Trägheits- 
ellipsoide  besitzen. 
Setzen  wir 

i.=£,yf,  v.-r,y§,  ii-uVf,  'i-y^^^ 

so  drücken  die  Gleichimgen,  die  man  erhält,  aus,  daß  ^^  rj^^  £,.,  0^ 
die  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Substitution  in  vier  Yariabelo 
sind.     Man  hat  also 

i**  +  %*  +  ?;+e/  =  i, 
hh  +  ViVi  +  t,ti  +  efij  -  0 

"a"  ■•"  ■»"  +  '(£"  +  ^ "  °-     . 

Die  letzten  Qleichungen  bedeaten,  dafi  di^  vier  Massen  in  den  Ecken 
eines  Poltetraeders  des  Polarsjstems  liegen,  dessen  imaginäre  Ord- 
nungsfl&che  die  Gleichung  hat 


oder 
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Die  reziproken  Werte  der  Massen  M^  sind  die  Werte  der  Funktion 
auf  der  linken  Seite  in  den  betreffenden  Punkten.  Vgl.  Beje,  Bri- 
trag  zur  Lettre  von  den  Trägheitsmomenten,  Zeitschrift  für  Math.  u. 
Physik  Bd.  10,  S.  433  (1865). 

8.  Aufgabe.  Zu  zeigen  ^  daß  hei  der  DreJiung  eines  aüdn  der 
Trägheit  folgenden  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  die  Hirpol- 
hodie  keinen  Wendepunkt  besitzt. 

Auflösung.  Die  Aufgabe,  die  Wendepuokte  der  Herpolhodie 
einer  Poinsotschen  Bewegung  zu  bestimmen,  ist  bereits  im  ersten 
Band,  S.  180,  behandelt  worden.  Es  zeigte  sich,  daß,  damit  die 
Wendepunkte  reell  werden,  außer  ^  >>  D  die  Bedingung  erfCÜlt  sein 
muß 

B  +  C<Ä. 

Bei  der  Trägheitsbewegung  ist  aber  im  Gegenteil 

B  +  C>Ä, 

also  können  hier  nie  Wendepunkte  auftreten,  sondern  die  Kurve  legt 
sich  schlingenförmig  innerhalb  des  größeren  begrenzenden  Kreises 
um  den  kleineren  herum. 

9.  Aufgabe.  Zwei  gleich  lange,  homogene  starre  Stangm  sind 
an  Hiren  Endpunkten  durch  zwei  gleich  lange  Fäden  mit  einander 
verbunden.  Die  eine  Stange  ist  um  ihre  Mitte  dreiibar  und  das  ganze 
System  bleibt  in  einer  vertikalen  Ebene,     Die  Bewegung  zu  bestimmen. 

Auflösung.  0  sei  die  festgehaltene  Mitte  der  oberen  Stange, 
0'  die  der  imteren,  die  Länge  der 
Fäden  AA'  und  BB"  sei  l.  Die 
Linie  00'  bilde  mit  der  Vertikalen  z 
durch  0  den  Winkel  0,  die  Strecke 
OA  bilde  mit  z  den  Winkel  fp.  Durch 
diese  zwei  Winkel  wird  die  Lage  des 
Systems  festgelegt.  Es  hat  also  zwei 
Freiheitsgrade.  Die  kinetische  Energie  ^^L 
der  Stange  AB  wird 

die  der  Stange  A'B' 

^mk^ip^-^-^ml^e^ 

wenn  m  die  gleiche  Masse  der  beiden  Stangen  und  k  ihr  Trägheits- 
radius für  den  Mittelpunkt  ist.  Die  el^nentare  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte,  d.  h.  der  Schwere,  ist 

dW mgl  sin  6  dO. 


Fig.  91. 
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Die  Lagrangeschen  Gleichungen  in  ihrer  zweiten  Form  liefern  aJso 

^^0,     e -|-  sin  A 

Die  Drehung  der  Stange  AB  um  0  ist  gleichförmig,  die  Bewegrang 
von  0'  ist  eine  gewöhnliche  Pendelbewegung. 


10.  Aufgabe.     Den  SchtcingungsmiUelpunkt  einer  rechin 
ebenen  Flaue  zu  hcsUmmen^  die  mit  einer  Kante  an  einer  horieontaien 

Achse  befestigt  ist. 

Auflösniig.  Ist  b  die  Länge  der 
horizontalen  Kante,  h  die  der  vertikalen 
Kante,  so  wird  das  Trägheitsmoment 

k 

\^bde^\bh\ 
ö 

Fig.  «2.  /- 

also  der  Trägheitsradius  Ic  =»  y^h^  der 
Abstand  des  Schwerpunktes  S  von  dem  oberen  Rande  der  Platte  ist 
aber  5  »  ^/»,  also  ergibt  sich  fOr  den  Abstand  des  Schwingungs- 
mittelpunktes M 

5   =  —  »  Aä. 
1  8  ,      ^ 

11.  Aufgabe.  Den  FaU  eines  schweren,  um  einen  PuiM  seiner 
Achse  drehbaren  Körpers  zu  untersuchen  (Lagrangescher  Faü:  No- 
blem des  Kreisels  im  engeren  Sinne), 

Auflösung.  Wir  fQhren  die  Eulerschen  Winkel  9,  tf;,  ^  ein 
und  haben  dann  (Band  I,  S.  104,  164) 

|)  »  <({;  sin  ^  sin  9  4-  ^  cos  9, 
5  =  ij;  sin  -^  cos  (p  —  O  sin  g>, 

r  »  i/;  cos  -^  +  9 .  ^) 

Die  Achse  des  Rotationskörpers  0  Z  bildet  mit  der  im  Räume  festen 
vertikalen  Achse  OZ'  den  Winkel  O  und  die  Achse  OX  mit  der 
Knotenlinie  ON  den  Winkel  qp;  t|;  ist  der  Winkel,  den  die  Knoten- 
linie ON  mit  der  Achse  OX'  bildet.  Das  Gewicht  iig  des  Körpers 
greift  in  dem  Schwerpunkte  an,  der  auf  der  Achse  OZ  in  der  Ent- 
fernung l  von  dem  festen  Punkte  0  liege.  Sein  Moment  für  die  zu 
OZ  senkrechte  horizontale  Achse  OiVist  dann  ugl  sin  ^,  und  ftlr  die 


1)  Vgl.  z.  B.  Webster,  Dynamics  of  a  particle  etc.,  p.  276 ff. 
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im  E9rper  festen  Achsen  OX  und  0  T,  die  mit  ON  die  Winkel  tp 
und  -J-n  -|-  9»  bilden,  ergeben  sich  die  Momente 
Jf,  —  ugl  sin  &  cos  tp, 
M^  =  —  ugl  sin  #  sin  qo, 
wShrend  Jf,  —  0  ist. 
Da  hier  nun  A^—B 
wird,  haben  wir  die  Be- 
wegungsgleichungen 

Ap  —  (A  —  C)qr 

Bq {A~  C)pT 

—  Ujrlsindsin^, 
Cr  "0. 

Es  folgt  also  zu- 
nBchst 

Cr^H, 

woi/  =  const.     Ferner  wird   das   Integral,   welches  die   Erfaaltuug 
der  Energie  ausdrückt, 

-^(P*4-«*)  +  Cr*  —  h—  2m^Icos&, 
woraus 

jP*  +  g'  =  a  —  a  cos  *, 


setzen.     Das  Integral  (25)  wird  hier 

Ap  sin  #  sin  p  -f-  Äg  sin  6  cos  <p 
+  Cr  cos  &-H; 

wo  wieder  H'  =-  const.     Daraus  folgt 

sin  #(p  sin  9)  +  3  cos  91)  =  |3  —  6  cos  4 
wenn  wir 
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setzen.     Wir  drücken  nun  p,  g,  r  durch  9),  if;,  *&  aus,  setzen  noch 


c  »  y^  und  haben  dann 


djb         .    ,   dw 
_  eo.  0  + -jj- -  ., 

(^)'+'^'»(S)' --■»'».    ■ 
sin*  &-^  =  /3  —  6  cos  ^. 

Eliminieren  wir  --rr  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung,  so  fin- 
den  wir 

sin*  O  /^y  =-  sin*  ^(a  —  a  cos  O)  -  (jJ  —  5  cos  ^)*. 

Dafür  können  wir  schreiben,  wenn  wir  abkürzend 

cos  ^  «=  f 


setzen , 


d^ 


£s  wird  also 

t 


C-1 


wobei  /*(J)  ein  Polynom  dritten  Grades  ist,  d.  h.  i  wird  ein  ellip- 
tisches Integral  erster  Gattung  mit  dem  Argrument  ^,  und  ^  eine 
elliptische  Funktion  von  /. 

Dann  ergibt  sich  weiter  aus  der  dritten  der  drei  Gleichungen 

di^_^ßj--hi 
dt        1  —  t* 
und  aus  der  ersten 

dt  ""^         1-2:'    ' 

Es  ist  ^  die  Höhe  eines  Punktes  der  Rotationsachse  im  Abstände  1 
von  dem  festen  Punkt  über  diesem  festen  Punkte.  Der  so  bestimmte 
Punkt  heißt  der  Apex  des  Kreisels,  wie  der  um  einen  festen  Punkt 
drehbare  Rotationskörper  kurz  genannt  wird. 

12.  Aufgabe.  Das  Resultat  der  vorigen  Aufgäbe  weiter  eu 
diskutitren  unter  der  htsartdirtn  Voraussetzung,  daß  der  Körper  an- 
fänglich mit  sehr  großer  Geschwindigkeit  um  seine  Achse  rotiert. 
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Auflösung.     Für  t=^0  wird  hier  j)  »  0,  g  »  0;  sei  dann 
femer  ^  =  -^o »  s°  ^^^^ 

i>'  +  ?*  =*  o  —  «  cos  O  =»  a(cos  &Q  —  cos  ^), 
sin  &(p  sin  g>  +  Ö'  cos  9?)  =  |3  —  t  cos  O  «  5(cos  -d^  —  cos  d). 

Die  Differentialgleichung  für  d'  nimmt  also  die  Form  an 

-jrj  =«=  (cos  -^Q  —  COS  '^)[a  sin*  &  —  6* (cos  Oq  —  cos  &)]. 

Ist  nun  die  anfangliche  Rotationsgeschwindigkeit  r  und  damit  H-^ 
also  auch  5  sehr  groB,  so  können  wir  annehmen,  daß  d'  sehr  nahe 
an  ^Q  hleibt,  denn  wenn  b  unendlich  groß  wird,  so  ist  die  Lösung 
der  Differentialgleichung  •&  »  Oq.     Wir  können  also  setzen 

^  =-  ^0  +  ^ 
wobei  €  sehr  klein  ist,  und  demgemäß 

cos  O  =  cos  ^Q  —  £  sin  -^q,     sin  O  «  sin  -^q  +  e  cos  -^q; 

damit  wird  die  vorige  Gleichung  bei  Vernachlässigung  der  höheren 
Potenzen  von  e 

sin*  &Q  (~j  =  6*  £  sin  &q  -p  sin*  -^o  ~~  ^  ^^^  "^o 
=  6*£6in*«^o[2«,  -£], 

wenn  wir  e^  =  r^  sin  ^q  setzen.  Die  Gleichung,  die  sich  so  ergibt, 
läßt  sich  sofort  integrieren;  es  wird,  da  für  ^  ^=^  0  auch  e  =»  0  sein 

6  =  «1(1  —  cos  Dt) 
und  somit 

^  =  ^0  +  ^1  —  *i  ^^^  ^^• 
Dann  wird  weiter 

cos  bt 


d'üf       .  cos 

4«    ^ 

-^^j  —  008^           b     ^         be^           6f, 

sin'  '9-               sin  9"^           sin  ^^        sin  ^^ 

und  demnach 

•« 

^        ^"    '    sin^o         8m^<, 

Der  Winkel  ^  wird   also  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  t 
mit  der  Periode  -r- ,  der  größte  Wert,  den  O  erreicht,  ist  Oq  +  2«^ 

und  ergibt  sich  für  '  =  -r-  *    I^ic  Achse  des  Körpers  oszilliert  daher 
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um  eine  ihrer  Anfangslai^e  sehr  nahe  Lage  und  rückt  infolge  dieser 
Bewegung,  die  man  als  Nutation  bezeichnet,  der  Vertikalen  ab- 
wechselnd nfther  und  von  ihr  ab.  Die  Bewegung  der  Knotenlinie 
ON  in  der  horizontalen  Ebene  ist  nicht  periodisch;  nach  der  Periode 

27t 

,-  der  Nutation  ist  die  Knotenlinie  nicht  in  ihre  Anfangslage  zu- 
rückgekehrt, sondern  um  das  Stück  '•— ^~  vorgerückt.     Ein  solches 

Vorrücken  heißt  Prftzession  und  diese  Bewegung  der  Knotenlinie, 
die  nach  Abstraktion  von  der  Nutation  übrig  bleibt,  wird  als  eine 
Präzessionsbewegung  bezeichnet.     Damit  ON  bei  der  Prazession  in 

seine  Anfangslage  zurückkehrt,  muß  -  •— k"  <  =  2  «  werden,  die  Periode 

der  Prftzession  ist  also  T  »  -  -^  •     Ist  Oq  nicht  sehr  klein,  so 

wird  daher  die  Periode  der  Prftzession  sehr  groß  gegen  die  Periode 
der  Nutation. 

13.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß,  wenn  das  Imptdsmomcnt  in  einer 
durdi  den  Punkt  0  gehenden  und  im  Körper  festen  Ebene  ij  liegt  und 
man  den  starren  Körper  als  der  Schwere  unterworfen  und  im  Funkte 
0  aufgehängt  voraussetzt,  die  Ebene  ri  das  dem  IVägheitsellipsoid 
reziproke  EUipsoid  in  dntm  Kreise  schneidet  und  die  Bewegung  des 
Schwerpunktes  mit  dem  eines  sphärischen  Pendels  identisch  ist  (Hess- 
scher  Fall). 

Auflösung.  Aus  den  Formeln  (23)  in  §  7  folgt,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit des  Endpunktes  von  ]H  senkrecht  zu  S—O  ist;  wenn 
daher  3£  in  einer  Ebene  liegen  soll,  so  muß  diese  Ebene  zu  S'  —  0 
senkrecht  sein,  d.  h.  wir  haben  beständig 

(S  -  0)  X  Jf  -  0 
und  folglich  nach  (26) 

(5  —  0)  A  Jlf  X  Q  -  0, 

es  sind  also  S  —  0,  3£^  Q  drei  komplanare  Vektoren.  Im  Punkte 
Qj  in  dem  ]U  das  reziproke  EUipsoid  d«'S  Trägheitsellipsoides  schnei- 
det, konstruiere  man  die  Tangentialebene,  sie  wird  normal  zu  Q. 
Durch  0  lege  man  die  Ebene  t/  senkrecht  zu  S  —  0,  ihre  Schnitt- 
linie mit  der  Tangentialebene  in  Q  wird,  da  sie  zu  der  Ebene  von 
8 —  0  und  31  normal  ist,  normal  zu  H,  also  auch  normal  zu  ^ —  0, 
und  da  sie  die  Schnittkurve  der  Ebene  ij  mit  dem  EUipsoid  berührt, 
ist  diese  Schnittkurve  ein  Kreis. 
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Man  hat  weiter  eine  Gleichung  von  der  Form 

Q-aJf +/3(Ä~0) 
und  mithin,  da  (Ä  —  0)  x  Jlf  —  0, 

Es  wird  mod  {Q  —  Ö)  der  Radiusvektor  eines  Ereisschnittes 
des  reziproken    Ellipsoids,   also   gleich  der  mittleren  Achse  dieses 

EUipsoids,  d.  h.  gleich  YB,  das  Quadrat  des  Radiusvektors  für  das 
reziproke  Ellipsoid  ist  aber  gleich  Jlf '  :  2  T  — ■  — ,  mithin  wird 

Nun  haben  wir 
demnach 

(s-0)  A  s - ^{{s - oy- M - (S- 0)x M-iS - 0)) 

=  iis-oy.M 

und  weiter 

•      gxiS-O)  A  Ä  -  ^^-^^^  (Jf  X  flr)  -  konst.  (a) 

weil  3£  X  g  konstant  war.     Es  ergibt  sich  noch 

^  ""        B«       ■"       B 

und  aus  (24)  folgt  dann 

S,,J^^^  +  ^J^^l^S-0)xg.  (b) 

Vergleichen  wir  die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  mit  denen  für 
das  sphärische  Pendel  (S.  54),  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung. 

Sind  I,  ij,  {;  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  für  die  Haupt- 
trägheitsachsen von  0  und  beachten  wir,  daß  die  Kreisschnitte  des 
reziproken  Ellipsoids  durch  die  Gleichung 
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gegeben  sind,  so  wird  die  gestellte  Bedingung  analytisch  dmt^  die 
Proportion  gegeben 


oder 


Vgl.  Joukowskj,  Jahresberichte  der  deutschen  Math.  Ver. 
Bd.  3  (1893)  S.  62. 

14.  Aufgabe.  Bei  der  Bewegung  eines  schweren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  die  Fälle  eu  bestimmen^  wo  die  momentane  Boia- 
tionsachse  im  Körper  fest  ist, 

Auflösimg.     Wir  setzen 


(OC, 


p  «—  oa,     q  —  ö)6,     r  « 

wobei  nun  die  Ricbtungskosinus  a,  6,  c  konstant  sein  sollen,  während 
die  Botationsgeschwindigkeit  oo  im  allgemeinen  sich  mit  der  Zeit 
verändert.  Das  Gewicht  des  Körpers  setzen  wir  gleich  1,  dann  wer- 
den die  Gleichungen  (27)  und  (27  a) 


do 


Äa  ^^  —  (J9  —  C)6c(ö*  +  7iy'-i;ß  usw. 
'  (o{cß  —  by)  usw. 


da 
d^ 


(1) 
(2) 


Die  Gleichungen  (l)  kann  man  umformen,  indem  man  die  zuerst  mit 
$,  1^,  f,  darauf  mit  a,  jS,  y  und  endlich  mit  {Ocrj  —  Bb^)  usw.  multi- 
pliziert und  jedesmal  addiert.  Dann  erhält  man  die  folgenden  Glei- 
chungen, die  dritte  nach  einigen  leichten  Umformungen: 


dcD 


[(B 


C)6c|  +  (C  -  Ä)cati  +  {A-  B)abt]m*, 

dcD 


wobei 


(Aaa  +  BIß  +  Ccy)  ^^ 
\{B  -  C)bca  +  (0  -  Ä)caß  +  (^  —  B)aby']a\ 


(3) 


A  -  (a;  +  6»/  +  ct){Ä*a'  +  JB»6«  +  CV) 

-  {Aal  +  Bhri  +  Cct){Äa*  +  Bh*  +  Cc\ 
^  -  («g  +  ^ij  +  yO(^«l  +  BhTi  +  Cef), 
V  -  (S»  +  1?*  +  f*)(^a«  +  Bhp  +  Ccy). 
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AuB  dem  System  (2)  erhftlt  man  weiter 

acc  +  bß  +  cy  ^  konst.  (4) 

Wir  betrachten  die  ersten  beiden  Gleichungen  (3).  Da  der  Fall 
der  Buhe,  wo  o>  »-  0,  ai  »  0,  natürlich  auszuschließen  ist,  finden  wir, 
dafi  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  oi  und  co'  verschwinden 
muß  und  somit 

[<s{B  -  C)bc  -  QÄa]a  +  [a{C  -  Ä)ca  -  9 Bb]ß 

+  [a(Ä  -  B)ab  -  q  Cc]y  -  0      (6) 
wird,  wobei 

^  «  (J5  -  C)bc^  i-{C-  Ä)cari  +  (-ä  —  B)abl 

Wir  müssen  nun  drei  Fälle  unterscheiden: 

1.  Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind  unabhängig.  Dann 
müssen  er,  jS,  y  konstant  sein  und  (2)  zeigt,  daß  sie  gleich  a,  &,  c 
sind.  Die  dritte  Gleichung  (3)  sagt  weiter  aus,  daß  cd  »  konst. 
und  die  erste  liefert 

{B  -  C)bcl  +  (C  -  Ä)cari  +  (^  -  B)abt «  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung;  jede  seiner 
Mantellinien  (a,  &,  c)  ist,  in  vertikale  Lage  gebracht,  eine  perma- 
nente Rotationsachse  (Standes  permanente  Rotationen). 
Diesem  Kegel  gehören  die  Hauptträgheitsachsen  an  und  femer  die 
Verbindungslinie  des  Schwerpunktes  mit  dem  festen  Punkt.  Zu  einer 
Hauptträgheitsachse  gehört  der  Wert  ©  «—  c» ,  wie  die  Gleichungen 
(1)  zeigen.  Die  Kegelgleichung  wird  zur  Identität  im  Eulerschen 
Falle  (§,  i7y  ^  »  0),  man  erhält  dann  das  triviale  Resultat,  daß  für 
CO  »  0  jede  Achse  eine  permanente  Achse  ist. 

2.  Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  sind  nicht  unabhängig. 
Dann  muß  die  Konstante  in  (4)  verschwinden  und  daraus  ergibt  sich 

xa  =  <y(J5  —  C)bc  —  qÄa^ 
t5  =  (5{C  —  A)ca  —  QBb, 
xc  «=•  6{A  —  B)ab  —  qCc, 

wobei  r  +  0.  Die  Determinante  dieser  drei  für  p,  <y,  x  linearen  und 
homogenen  Gleichungen  muß  gleich  Null  sein,  also  wird 

{B  -  Cyb^c*  +  {C-  Ayc^a^  +  U  -  ^)'a*&*  -  0, 

und  es  müssen  von  den  drei  Größen  a,  2>,  c  zwei  verschwinden;  die 

14* 
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dritte  ist  dann  gleich  1.  Ist  z.  B.  o,  5  —  0,  c  «  1,  so  ergibt  die 
erste  Gleichung  (3) 

und  da  m  nicht  konstant  ist,  folgt  {;  »•  0.  Mithin  wird  <y,  ^  ->•  O 
und  damit  r  «=  0  entgegen  der  ursprünglichen  Annahme.  Dieser 
Fall  reduziert  sich  also  auf  den  folgenden: 

3.  Die  Gleichung  (5)  ist  identisch  hefriedigt.  Es  wird 
dann 

tf(J?  —  C)he  —  QÄa  usw., 
woraus 

^(Äa^  +  Bb^  +  Ce^  ^  0, 
mithin  • 

und  es  bieten  sich  wieder  zwei  FftUe  dar:  tf  »•  0  und  o,  &  »«  0, 
c  -  1. 

Sei  zun&chst  a,  &  »  0,  c  »-  1 ;  dann  ergeben  die  ersten  beiden 
Gleichungen  (3) 

C^m  —  0,      Cym  —  0, 
woraus 

?=0,     y-0. 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  (l)  sind  identisch  erfüllt,  die  dritte 
wird  für 

a  a-  sin  9,      j3  aa  cos  9, 

Ca)  =*  S  cos  {p  —  1}  sin  9, 
außerdem  liefern  die  ersten  beiden  Gleichungen  (2) 

^  —  CD, 

die  dritte  ist  von  selbst  erfüllt.  Man  sieht  also,  daß  die  Gleichung, 
die  (p  bestimmt,  die  der  Pendelbewegung  ist,  mithin  schwingt  der 
Körper  um  eine  horizontale  Achse  nach  der  Art  eines 
Pendels.    Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  2;^- Ebene. 

Wir  untersuchen  jetzt  den  Fall  (T  —  0.  Die  erste  Gleichung 
(3)  ist  identisch  erfüllt.  Aus  der  zweiten  Gleichung  und  der  Deri- 
vierten  der  dritten  folgt  durch  eine  leichte  Rechnung 

,  dco        _ 

und  mithin 

ag  +  &^  +  cf-0.- 
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Yergegenw&rtigen  wir  uns  außerdem,  daß  tf,  ^  «  0,  also 

Äa^  +  Bhfi  +  Oc?— 0, 
(B  -  C)hc^  +  (C  -  Ä)cari  +  (^  -  B)abt  -  0 

ist.     Aus  den  vorstehenden  drei  Gleichungen  eliminieren  wir  a,  b,  c 
und  finden 

(B  -  C){C  -  Ä){A  -  B)UI{1*  +  »J*  +  r*)  -  0, 

wir  kommen  also  wieder  auf  den  zuerst  betrachteten  Eall  (Mio dz - 
jejowskjsche  Bewegungen). 

Vgl.  0.  Staude,  Über  permanente  Botatiansachsen  bei  der  Be- 
wegung eines  schweren  Körpers  um  einen  festen  PunJU,  Journal  für 
Math.  Bd.  113,  S.  318  (1894);  B.  K.  Mlodzjejowsky,  Arbeiten 
der  phys.  Sektion  der  Kais  Russ.  Gesellschaft  der  Freunde  der 
Naturkunde  in  Moskau  Bd.  7,  S.  46  (1894);  P.  StÄckel,  Die  redu- 
eierten  Differeniialgleichungen  der  Bewegung  des  schweren  imsymme- 
triscSim  Kreisels,  Math.  Annalen  Bd.  67,  S.  399  (1909). 

15.  Aufgabe.  Ein  starrer  Körper  ist  um  eine  feste  Achse  o 
drehbar,  ein  zweiter  Körper  ist  um  eine  in  dem  ersten  Körper  feste 
Achse  o'  drehbar,  die  eu  o  parallel  ist.  Es  wirken  keine  Kräfte;  die 
Bewegung  ist  eu  untersucJien, 

Anflösting.    Wir  legen  durch  den  Schwerpunkt  S  des  zweiten 
Körpers  eine  Normalebene  zu  den  beiden  Achsen,  die  diese  in  0  imd 
0'  schneidet.     Es  sei  00'  ^  a^  0*8  =-  b  und  9, 1/;  seien  die  Winkel, 
die   00'  und  O'S  mit 
einer  festen  Richtung  in 
der  Ebene  bilden.   Diese 
Winkel  legen  die  Lage 
der    Körper    fest,    und 
das  System  besitzt  zwei 
Freiheitsgrade.   Die  ki- 
netische    Energie     des 
ersten  Körpers  ist 

\mk^q>^^ 

wenn  m  seine  Masse  und 
k  den  Tragheitsradius 
für  die  Achse  o  durch  0  ^*8-  **■ 

bezeichnet      Die  kine- 
tische Energie  des  zweiten  Körpers  setzt  sich  aus  zwei  Bestandteilen 
zusammen:  der  erste  rührt  her  von  der  Drehung  des  Körpers  um  die 
zu  0  und  0'  parallele  Achse  s  durch  den  Schwerpunkt  S  und  ist 
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wenn  m^  die  Masse  des  Körpers  und  k^  den  Trftgheitsradins  für  die 
Achse  s  bedeutet;  der  zweite  Bestandteil  wird  \fn^v\  wenn  v  die 
Geschwindigkeit  von  8  bedeutet  und  zwar  ergibt  sich  t;  als  die  Resul- 
tante zweier  Geschwindigkeiten,  von  denen  die  eine  von  der  Drehung 
um  0  herrührt,  also  senkrecht  zu  00'  und  gleich  agp  ist,  die  andere 
Ton  der  Drehung  um  o'  stammt,  also  senkrecht  zu  O'S  und  gleich 
bip  ist.     Daraus  ergibt  sich  für  die  resultierende  Geschwindigkeit  v 

t?»  =.  a*9*  +  5*4^'  +  2ab(piff  cos  (<p  —  ^) 

und  für  die  kinetische  Energie  der  Ausdruck 

2  T  —  (wJk*  +  fn^a^4>^  +  mi(V  +  ^')^*  +  2ahni^  cos  (ip  —  ii)g>ilf 

Die  zweite  Form  der  LagraDgeschen  Bewegungsgleichungen  liefert 
nun  sofort  die  Integrale 

l^'+II-c     und  22 -Ä. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  wird 

aus  ihr  folgt,  wenn  wir  9  —  t(;  =-  eo,  also  9  —  tf;  «>  cd  setzen, 

(a  +  ß  +  2y)tf;  -  c  —  (or  +  y)Ä, 

(a  +  ß  +  2'y){ag>  +  yr/;)  —  (a  +  y)c  +  (aß  —  y*)i. 

Die  zweite  Gleichung  2T  =  h  können  wir  aber  mit  Benutzung  der 
ersten  schreiben 

(o(ag>  -f"  y^)  +  ciff  =■  Ä, 
also  ergibt  sich 

lo\aß  -  y«)  +  c«  =  Ä(«  +  |3  +  2y), 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  Bedeutung  yon  y 

.,       h(a  + ß  4-2ahm,conoa)  —  c" 

Qj'  aHB  - ' — • 

a^  —  o'ft'iiij'coß*© 

Das  Problem  ist  so  auf  Quadraturen  zurückgeführt.  Vgl.  Thomson 
und  Tait,  Natural  Philosophy,  vol.  1,  p.  310,  324. 

16.  Aufgabe.  Die  vorige  Aufgabe  soll  so  modifieiert  werden^ 
daß  die  zweite  Achse  0'  eur  ersten  Achse  0  senkreehi  wird  und  die 
Ebene,  die  durch  0  senkrecht  zu  0'  gelegt-  wird,  die  letztere  Achse  in 
einem  Punkte  0'  schneidet,  für  den  sie  eine  Hauptirägheitsachse  ist 
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Auflösung.  OZ  sei  die  erste  Achse,  00'  senkrecht  zu  OZ^ 
0'  A  sei  die  zweite  Achse  und  0' B^  O'C  die  anderen  beiden  Haupt- 
trftgheitsachsen.  O'Z'  sei  parallel  zu  OZ,  00'  ^^  a,  der  Winkel 
JBO'Z'  gleich  0  und  <p  der  Winkel,  den  die  Ebene  durch  0,  Z,  0' 
mit  einer  festen  Ebene  ri  bildet.  Die  kinetische  Energie  des  ersten 
Körpers  ist  dann  ^inA^^^  wie  in  der  vorigen  Aufgabe. 


Fig.  86. 

Für  den  zweiten  Körper  läßt  sich  nun  die  Drehung  um  OZ 
zerlegen  in  eine  gleiche  Drehung  um  0' Z'  und  eine  Gleitung  von 
der  Geschwindigkeit  a^  in  der  Richtung  O'A,  Die  Drehung  um  0' Z' 
läßt  sich  zerlegen  in  zwei  Drehungen  von  den  Winkelgeschwindigkeiten 
q>  cos  0  und  9  sin  0  um  0' B  und  O'C,  denn  die  Achse  0' Z'  liegt 
mit  O'B  und  O'C  (und  mit  O'O)  in  einer  Ebene.  Schließlich 
führt  der  zweite  Körper  noch  eine  Drehung  von  der  Geschwindigkeit 

B  um  O'A  aus.    0'  sei  der  Schwerpunkt  des  zweiten  Körpers. 

Die  kinetische  Energie  der  Translation  ist  dann  \fn^(i^ip\  die 
der  drei  Rotationen 


m 


~  WO^  +  h^^<p^  cos*  e  +  CiV'  sin«  ö), 

wennjo]^,  5^,  q  die  Trägheitsradien  für  die  Achsen  O'A,  O'B,  O'C 
bedeuten.     Setzen  wir 

so  wird  die  gesamte  kinetische  Energie 

T  -  ^[(a  +  ß  cos«  e)!p^  +  yO^  -  \h. 

Außerdem  ergibt  sich  ^-r  »  d,  wobei  d  eine  Konstante  bedeutet,  und 
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die  vorstehende  Gleichung  liefert  dann  weiter 

'  a  +  ^cosö* 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  0  durch  eine  Quadratur,  and  durch 
eine  weitere  Quadratur  bestimmt  man  tp  aus 

^  ™  a  -1-  /?  cos»  6  * 

Die  Aufgabe  ist  also  ebenfalls  durch  Quadraturen  lösbar.  YgL  Thom- 
son und  Tait,  a.  a.  0.,  vol.  1,  p.  312. 

17.  Aufgabe.  Die  Bewegung  eines  sdiicercn  starren  Körpers 
zu  untersuchen^  der  auf  einer  horizontalen  Ebene  hreiscU  und  roüt, 

AaflÖBnng.  Bei  dieser  Bewegung  verschwindet  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  P,  in  dem  der  Körper  die  Ebene  berührt,  dieser 
dreht  sich  also  in  jedem  Augenblick  um  den  Auflagepimkt  P  und  die 
Drehung  läßt  sich  zerlegen  in  eine  solche  um  eine  zur  Ebene  senk- 
rechte Achse  (Kreiseln)  und  in  eine  Drehung  um  eine  in  der  Ebene 
selbst  liegende  Achse  (Rollen).     Das  System  ist  anholonom. 

Wir  bezeichnen  mit  x^y^z  wieder  die  Hauptträgheitsachsen 
durch  den  Schwerpunkt  S^  mit  a,  ^,  y  die  auf  diese  Achsen  bezogenen 
Bichtungskosinus  der  nach  oben  gerichteten  Normalen  in  dem  Be- 
rührungspunkt Py  mit  x^yyZ  die  Koordinaten  von  P,  mit  X,  Y^  Z 
die  Komponenten  der  Beaktionskraft  N  in  P.  Dann  erhalten  wir 
die  Gleichungen 

M^^Zy--  Yzy     M^^Xz-  Zx,     3f ,  =•  T«  -  Zy, 

und  damit  die  Bewegungsgleichungen 


m(u  '\-  <Lw  —  rv)  —  —  uga  +  X,  usw. 
Ap  +  {C—  B)qr  -^  Zy  ^  Tz,  usw. 


}  (-) 


Drücken  wir  aus,  daß  die  Geschwindigkeit  von  P  verschwindet^  so 
haben  wir 

tt  +  gjr  —  ry  =»  0,     v  +  rx  —pZ'^  0,     w  +  py  —  qx  ^  0.     (b) 

Die  Veränderung,  welche  die  im  Baume  feste  gemeinsame  Normale 
der  Ebene  und  des  Körpers  gegen  den  Körper  erleidet,  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  der  Drehung,  welche  eine  mit  dem  Körper  bewegte 
Linie  von  dieser  Bichtung  im  Baume  ausführt  So  gelangt  man  zu 
den  Gleichungen 

i  — r/3  — gy,     ß^py  —  ra,     y '^  qa -- pß.  (c) 
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Ist  die  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  gegeben,  so  sind  a, 
/9,  y  bekannte  Funktionen  von  x^  y,  xr.  Wir  haben  also  im  ganzen 
12  Gleichungen  vor  uns,  in  denen  die  12  Unbekannten  u,  t;, «?, 
P'i  9y  **)  ^)  yj  ^f  ^9  ^)  ^  enthalten  sind,  und  die  Bestimmung  ist  dem- 
nach vollständig. 

Multiplizieren  wir  die  Gleichungen  (a)  der  Reihe  nach  mit  u, 
V,  M7,  Pf  g,  r  und  addieren  sie,  so  finden  wir  mit  Bücksicht  auf  (b) 

M(i*ti  +  vv  +  tvw)  +  Äpp  +  Bqq  +  Crr^  —  vig(aU'\-  ßv  -hyw). 

Es  wird  aber  wieder  infolge  von  (b) 

au  +  ßv  +  yw  ^  x{qy  —  rß)  +  y(rcc  —  py)  +  z{pß  —  qa) 

und  dies  wegen  (c) 

■ 

—  —  (irc  +  /3y  +  yz). 
Da  aber  x,  y,  ir  »  0  ist,  können  wir  schreiben 

m(wu  +  vv  +  wio)  +  Äpp  -f  -Bg'ö'  +  ^^^  ™  ^^  ä*  ("^  +  ?y  +  y^)- 

Diese  Gleichung  ist  integrierbar  und  drückt  die  Erhaltung  der  Ener- 
gie aus. 

Vgl.  Appell,  Les  mouvements  de  roulement,  p.  25. 

18.  Aufgabe.     Das  vorige  Problem  für  einen  Botationskörper. 

Auflösung.  Wir  behalten  die  früheren  Bezeichnungen  bei, 
nehmen  für  die  jer- Achse  die  Rotationsachse,  für  die  y- Achse  die  zur 
Rotationsachse  senkrechte  Horizontale  durch  den  Schwerpunkt  S^  die 
rr- Achse  sei  eine  feste  Achse  in  der  Meridianebene,  aber  nicht  im 
Körper  fest,  für  die  £r^- Achse  wählen  wir  die  Vertikale  durch  8,  und 
nennen  0  den  Winkel  (r,  r^),  tj;  den  Winkel  (yi,y),  dann  haben  wir 
eine  Drehung  um  die  Achse  z^  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ij;, 

eine  Drehung  um  die  Achse  y  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  0,  und 
schließlich  wird  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  des  Rota- 

tionskörpers  um  seine  Achse  z  gleich  iL  Da  o;  und  z  mit  f  ^  in  einer 
Vertikalebene  liegen,  werden  die  Komponenten  der  Drehung  um  z^ 
nach  den  Achsen  x  und  z 

—  i(;  sin  ö,     ilß  cos  ö, 

und  demnach  finden  wir  hier 

j>  —  —  ^  sin  ö,     g  —  ö,     r  —  tf;  cos  ö  +  iL 
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Durch  Anwendung  der  Gleichungen  (32)  und  (35)  erhalten 

1)  M(fi  +  gte^  —  (r  —  il)t;)  —  m^  sin  Ä  +  X, 
2)M(i  +  (r-«u~i>«;)-  r, 

3)  u(w  +  pv  —  qu)  —  —  M^  cos  ö  +  Z, 

4)  Ap  +  {G-  Ä)qr  +  Äql »7, 

5)  Äq  —  {C-  Ä)rp  —  Äpi  =  f  X  -  xZ, 

6)  Cr^xT. 

Die  Gleichungen  (b)  der  vorigen  Aufgabe  werden 

w  +  gr  «*  0,     t;  +  ro:  —  j?jB!  «  0,     w  —  qx  ^  0, 

Zwischen  den  neun  so  gefundenen  Gleichungen  kann  man  die  sechs 
Größen  u,  v,  tr,  X,  Y,  Z  eliminieren  und  behält  dann  drei  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  für  x^y^B  übrig,  da  sich  die  Winkel 
if;,  0  aus  der  Gleichung  der  Meridiankurve  herleiten  lassen. 
I  ^  Die  Gleichung  der  festen  Ebene  wird  in  dem  gegen  den  Körper 
festen  Koordinatensystem 

rc  sin  ö  —  iP  cos  ö  —  t  —  /'(fl). 

Die  oben  gegebene  Gleichung  für  die  Erhaltung  der  Energie  liefert 
hier 

ia{uÜ  +  t;y  +  tvw)  +  A{jßp  +  qq)  +  Crr 

«—  —  M^  ^  (x  sin  6  —  ß  cos  ö), 

und  nach  der  vorhergehenden  Gleichung  wird  die  rechte  Seite 

dt 

Vgl.  Appell  a.  a.  0.,  p.  27. 

10.  Aufigabe.    Den  besonderen  Fall  zu  behanddn,  ioo  der  Körper 
eine  homogene  kreisförmige  Scheibe  mit  dem  Rctdius  a  ist 

AuflöBung.  Die 
Koordinaten  des  Punktes 
P  sind  jetzt  (a,  0,  0), 
wenn  wir  die  x-Ach^ 
der  jS^- Achse  entgegen- 
gesetzt gerichtet  an- 
nehmen.   Es  wird  dann 

Flg.  87.  O—  Ma*, 
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und  die  Gleichangen  der  vorigen  Aufgabe  werden 

tt  =-  0,     t;  +  ar  =  0,     to  —  ag  —  0, 
Ma[g*  +  r(r  —  X)]  —  ng  sin  ö  +  X,      —  u[ar  +  apq]  =-  T, 

u[aq  —  aj>r]  =-  —  Mry  cos  ö  +  ^i 
4-Ma'p  +  4-Ma*(r  +  il)g  —  0,     ^ua^q  —  ^ua^(r  +  i)j9«— —  aZ, 

Ans  den  letzten  sechs  Gleichangen  sind  sogleich  u,  t;,  w  durch  die 
drei  ersten  Gleichungen  entfernt  worden.  Wir  eliminieren  nun  auch 
X,  Yy  Z  und  finden 

P  +  (r  +  i)q^  0,    3g  -  (3r  +  i)^  -  -  ^-  cos  ö,  2f  +i)g  -  0. 

Eliminieren  wir  aus  den  ersten  beiden  dieser  Gleichungen  X,  so  fin- 
den wir  mit  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung 

PP  +  3gg  +  Arr  =- ^^  cos  ö  •  fl. 

Auf  der  rechten  Seite  haben  wir  d  statt  g  geschrieben.  Integrieren 
wir,  so  ergibt  sich 

p*  +  3g*  4-  4r« *J^  sin  ö  +  h. 

Setzen  wir  in  der  ersten  und  dritten  der  gefundenen  Gleichungen 
g  «"  0,  so  können  wir  sie  schreiben 

Es  ist  aber 

;t  =  #•  —  -if;  cos  ö  =»  r  +  p  cotg  ö, 

und  setzen  wir  den  aus  der  zweiten  der  vorstehenden  Gleichungen 
für  p  folgenden  Wert  in  die  erste  ein,  so  wird  sie 

-rfö-.  +  cotge^^-r-o. 

Dabei  ist  r  die  Drehgeschwindigkeit  des  Rades  um  seine  Achse. 
Die  gefundene  Differentialgleichung  läßt  sich  mittels  der  hypergeo- 
metrischen Reihe  integrieren.  S.  Appell  a.  a.  0.  p.  34,  Rendiconti 
del  Circolo  matematico  di  Palermo,  t.  14  (1900);  Korteweg, 
ibidem;  C arvall o,  Thiorie  du  mouvement  du  monocyde  etc.,  Journal 
de  l'ecole  polyt.  (2),  Cah.  5,  6  (1900). 
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20,  Aufgabe.  Die  Bewegung  eines  schweren  starren  Körpers 
auf  einer  absolut  glatten  horizontalen  Ebene  zu  uniersuchen» 

AuflöBong.  Es  sei  S  der  Schwerpunkt,  die  Achse  b^  zur  Ebene 
.senkrecht,  P  der  Berührungspunkt,  N  die  zur  Ebene  senkrechte 
Beaktionskraft,  Xy  y,  z  die  Hauptträgheitsachsen  durch  den  Schwer- 
punkt. Legen  wir  durch  die  Winkel  9),  iL  die  Lage  der  letzteren 
bezüglich  z^  fest,  so  wird  auch  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Ebene 
und  damit  die  Höhe  l  seines  Schwerpunktes  über  der  Ebene  fest- 
gelegt, wir  haben  also 

Das  System  besitzt  fünf  Freiheitsgrade. 

Da  R^  «=  0,  -Ry  =0,  wird  die  Geschwindigkeitskomponente 
des  Schwerpunktes  nach  der  x^-  und  y, -Achse  konstant,  der  Fuß- 
punkt  0  des  aus  8*  auf  die  Ebene  gefällten  Lotes  bewegt  sich  also 
in  der  Ebene  mit  konstanter  Geschwindigkeit  nach  stets  derselben 
Richtung.  Nennen  wir  u^  v^  w  die  Geschwindigkeitskomponenten 
des  Schwerpunktes,  J9,  g,  r  die  Komponenten  der  Drehung  um  ihn, 
so  muß  die  Erhaltung  der  Energie  gelten,  es  wird  also 

-^[M(tt*  +  v«  +  w^)  +  Äp^  +  B(f  +  Cr«]  +  ugt^  konst 

oder,  da  die  Horizontalkomponente  der  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes, also  ]/u*  -f  t;*,  konstant  ist,  folgt 

MM?*  +  Äp^  +  Bq^  -[-  Cr*  «=  Ä  —  2m^?. 

Da  noch  M^  ==^  0  ist,  folgt  auch 

Äp  cos  (rc,  z^  '\-  Bq  cos  (y,  jf^)  +  Cr  cos  {z^  z^  —  k. 

Dies  sind  aber  die  einzigen  Integi*ale,  die  •sich  in  dem  allgemeinen 
Falle  finden  lassen. 

Ist  der  Körper  ein  Rotationskörper,  das  Trägheitsellipsoid  also 
ein  Rotationsellipsoid  {A  —  B\  so  trifft  die  Reaktionskraft  N  die 
Rotationsachse,  also  wird  M^  »  0  und  daher  Cr^  d.  h.  auch  r  kon- 
stant. Außerdem  ist  ^»  f{'fp)^  ^^il  ^ino  Drehung  des  Körpers  um 
seine  Rotationsachse  seine  Berührung  mit  der  Ebene  nicht  ändert 
Das  Problem  läßt  sich  wie  im  vorigen  Falle  auf  Quadraturen  zurück- 
führen. 

Im  Falle  des  als  Kinderspielzeug  dienenden  Kreisels,  wo  der 
Körper  mit  einer  Spitze  aufsteht,  wird 

?  =»  i  sin  9), 
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wenn  l  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der  Spitze  ist.     Im 
Falle  einer  kreisrunden  Scheibe  dagegen  wird 

f  =  a  cos  q>y 

wenn  a  den  Radius  der  Scheibe  bezeichnet.     Vgl.  Foisson,  Traite 
de  Mecanique,  Tome  II,  p.  214. 

21,  Aufgabe.     Das  Problem  der  BUlardkugd, 

Auflösung.  Die  Billardkugel  ist  eine  schwere  Kugel,  die  sich 
auf  einer  rauhen,  horizontalen  Ebene  bewegt.  Die  Reaktionskraft 
dieser  Ebene  setzt  sich  aus  zwei  Kräften  zusammen,  die  beide  in 
dem  Auflagepunkt  der 
Kugel  angreifen.  Die 
eine  iV,  die  Druck- 
kraft, ist  vertikal  ge- 
richtet und  gleich  dem 
Gewicht  m^  der  Kugel, 

die  andere  JP,  die  Rei-  lig.  28. 

bungskraft,  ist  hori- 
zontal und  der  Druckkraft  proportional,  «»  fN^  sie  hat  die  Richtung 
der  ßewegimg  des  Punktes  P.  Wählen  wir  die  x-  und  y- Achse  hori- 
zontal und  bildet  die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  P  den  Winkel 
er  mit  der  rr-Achse,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes die  Gleichungen 

m|  =  X  =■  fug  cos  a,      m'i^  =  F  =»  fvig  sin  a. 

Die  Eulerschen  Gleichungen  f&r  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt 
werden,  da  hier 

A«  J?«C-|Ma* 

wird,  wenn  a  der  Radius  der  Kugel  ist. 

Wir  bezeichnen  mit  u,  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  des 
Auflagepanktes  P,  dann  wird 

w  —  I  —  ag,     V  =^71  +  ap. 

Differenzieren  wir  diese  Gleichungen,  so  ergibt  sich 

du       'j  da        X    .   a'  -^ 

dv        ...       dp        y    ,   a"  — 
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Es  ist  alBO 

di  '  dt        ^'  ^' 

Andererseits  wird  aber  nach  der  Definition  des  Winkels  a 

ii  :  V  •"  cotg  a 

und  dies  nach  den  gemachten  Vorraussetzungen  <—•  X :  Yl  Demnach 
wird 

—  =a  — ,  also  log  u  «=  log  V  +  log  c  oder  —  =»  c, 

wenn  c  eine  Konstante  bedeutet,  und  wir  haben 

u  ,  X 

-  «=  cotg  a  «  y  =  c. 

Da  aber  die  Größe  F  der  Kraft  konstant  ist,  sind  auch  X  und  J 
konstant,  die  Eulerschen  Gleichungen  lassen  sich  sofort  integriereB 
und  ergeben,  wenn  P,  Q,  B  die  Anfangswerte  von  p,  g,  r  sind 

Integrieren  wir  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunktes, 
so  ergibt  sich,  wenn  27,  V  die  Komponenten  der  Anfangsgeschvnndig- 
keit  sind, 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichungen  für  ti,  v  ein,  so  werden  sie 


u 


Aus  den  Gleichungen  m  :  t;  «=■  X  :  Y  und  y X*  +  !F^  =  fug  ent- 
nehmen wir  dann,  daß 

u        X  ^  ü—aQ 

V  "°  r      r  +  a  p 

wird  und  weiter 


u  +  i 

X 

M 

<-««. 

V+-1 

1 

Y 

M 

«  +  oP. 

X^fiig 


f^9- 


F-f  aP 


l/r^-ae)*  +  (F+aP)« 
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Es  gibt  einen  Augenblick,  wo  das  Gleiten  der  Kugel  aufhört  und  ein 

reines  Rollen  anfÄngt.     Dies  geschieht,  wenn  ^mI^  -f-  v*  =  0  wird, 
und  hieraus  berechnet  sich  diese  Zeit 


t 


y(C;-ae)'  +  (F+aP)« 


''      '  fg 

Von  nun  an  muß  u  «-  0  und  t;  ^^  0  sein.     Daraus  folgt 

—  «  5  «  og  «  -  ^  X  «  —  I-  ~  ,     also  Z  -  0, 
I-^'^ ap^^^jY^-^^l-,     alsoF-O, 

mithin  p,  Q  =^  konst.,  d.  h.  der  Ball  bewegt  sich  mit  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  in  einer  geraden  Linie. 

Vorher  bewegte  sich  der  Ball  in  einer  Parabel,  was  sich  durch 

Integration  der  Gleichungen  für  |,  ij  sofort  ergibt.  In  der  Tat  fin- 
den wir  auf  diese  Weise,  wenn  wir  uns  das  Koordinatensystem  so  ge- 
wählt denken,  daß  X  ^  0,  also  Y  =  fug  wird, 

l  =  lo+  ^^    ^  =  ^0+  yt  +  ^fgi'- 

Vgl.  G.  Coriolis,  Theorie  mathematique  des  effets  du  jeu  de 
billard,  Paris  1835;  G.  W.  Hemming,  Billiards  mathematically 
treated,  London  1899. 

22.  Aufgabe.   Das  Pro- 
blem des  Zweirads, 

Auflösung.  Wir  den- 
ken uns  das  Hinterrad  im  Ko- 
ordinatenursprung 0  auf  der 
o;^- Ebene  eines  Koordinaten- 
systems aufstehend,  so  daß 
seine  Tangente  in  0  die  x  -  Achse 
wird,  und  unter  dem  Winkel 
€p  gegen  die  2; ;e:- Ebene  geneigt. 
Im  Punkte  B  der  a;- Achse 
stehe  das  Vorderrad  auf  und 
seine  Tangente  in  B  bilde  mit 
der  OJ- Achse  den  Winkel  1/;. 
Die  Entfernung  h  ^  OB  ist  konstant.  Den  Momentanpol  in  der 
rcy- Ebene  finden  wir  sofort,  indem  wir  auf  den  Tangenten  der  bei- 
den Räder  in  0  und  B  die  Lote  errichten  und  zum  Schnitt  bringen 


Fig.  29. 
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Er  ist  also  der  Punkt  C  der  y- Achse  mit  der  Ordinate  22  »-  &  •  cotg  ^. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  wird  a>  »  t; :  JS,  wenn  v  die  Geschwindig- 
keit des  ELinterrades  ist. 

Wir  bilden  nun  das  statische  Moment  der  wirkenden  Kräfte  för 
die  o;- Achse.  Ist  l  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  x-Achse, 
M  die  Masse  des  Fahrrades  und  des  Fahrers  zusammengenommezL, 
die  wir  beide  als  ein  starres  System  behandeln,  so  wird  das  statische 
Moment,  das  von  der  Schwere  herrührt, 

ugl  sin  q>. 

Wir  berechnen  nun  das  Moment  der  Zentrifugalkräfte.  Die  Dreh- 
achse c  steht  in  C  auf  der  xy- Ebene  senkrecht;  wenn  wir  also  den 
Abstand  eines  Punktes  {Xy  y,  z)  von  ihr  auf  die  Koordinatenachsen 
projizieren,  so  erhalten  wir  rr,  y  —  JR,  0  und  für  die  Komponenten 
der  Zentrifugalkraft  eines  in  diesem  Punkte  befindlichen  Massen- 
elementes dm 

m^xdm,  o)*(y  —  B)dm,  0. 

Das  statische  Moment  dieser  Kraft  für  die  £- Achse  ist 

—  a)*(y  —  B)e  dm  =  —  a)*r(r  sin  9)  —  i?)  cos  9  dm, 

wenn  wir  den  Abstand  von  der  a;-Achse  r  nennen.     Integrrieren  wir 
über  das  ganze  System,  so  erhalten  wir  den  Ausdruck 

—  ö*(-4  sin  q)  —  uRl)  cos  9, 

wenn  A  ^^  f  r^  dm  das  Trägheitsmoment  für  diese  Achse  bedeutet. 

Die  Beschleunigungskräfte  liefern  endlich  das  Moment  A^y  und 
somit  ergibt  sich  die  Gleichung 

Aip  =-=  Mgl  sin  <p  +  {o^(A  sin  9  —  mRI)  cos  9), 
woraus  im  Falle  des  Gleichgewichtes  (9  »  0) 

uBl  —  Abiu^p         ^JT 
Ist  der  Winkel  9  sehr  klein,  so  folgt 

w*  =  p-  tang  q> 

und,  wenn  man  to  '^  v  :  R  einsetzt. 


V* 


tang<p«^-. 

Diese  Formel  wurde  angegeben  von  Rankine,  Sur  les  principes  dyno' 
miques  du  mauvement  des  vdocipcdes,  Les  Mondes,  t.  21,  p.  371  (1869). 
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Hat  V  einen  konstanten  Wert,  so  muß  nach  der  gefundenen 
jleichung  B  verkleinert  werden,  wenn  q>  wächst,  also  ein  Umfallen 
iroht.  Das  heißt,  das  Vorderrad  muß  gegen  das  Hinterrad  stärker 
redreht  werden  und  zwar  immer  nach  der  Seite,  nach  der  das  Fahr- 
ad  sich  neigt. 

Die  Arbeit,  die  einer  Vermehrung  des  Winkels  (p  um  dq>  eut- 
pricht,  ¥rird,  wenn  wir  das  Glied  Ä  sin  q>  vernachlässigen, 

ul(ß  sin  g)  —  (o^R  cos  g>)Sq>, 

nd  wenn  wir  g>  hierin  noch  um  <p'  vermehren  und  von  einer  Gleich- 
ewichtslage, bei  der  der  Arbeitsausdruck  verschwindet,  ausgehen, 
nden  wir 


Ml(g  cos  9  +  (ö*Ä  sin  <p)q>'  dq>  =  ul  Yg*  +  ca*Ä*  •  g>'öq>, 

deser  Faktor  von  fp' öq>  ist  immer  positiv,   also  ist  das  Gleich- 
ewicht  stets  labil. 

Vgl.  C.  Bourlet,  Tratte  des  bicydes  et  hicydetfeSj  Paris  1895, 
^ouveau  traite  des  hicycles  et  hicyclettes,  Paris  1898,  itudes  ihiorir 
fcs  sur  la  bicydette^  Bulletin  de  la  societe  math.  de  France,  vol.  27 
899)  p.  47,  76. 
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Sechstes  Kapitel. 
Das  Newtonsche  Potential. 

1.  Begriir  und  Bedeutimg  des  Potentials.  Der  Be- 
griff des  Potentials  ist  schon  im  zweiten  Kapitel  eingeföhrt 
worden.  Wir  verstehen  darunter  eine  skalare  Funktion  des 
Ortes  von  der  Art,  daß  der  Gradient  die  an  der  betreffenden 
Stelle  wirkende  Kraft  ergibt.  Ein  solches  Potential  existiert 
u.  a.  immer,  wenn  es  sich  um  Zentralkräfte  handelt,  unter 
einer  Zentralkraft  verstehen  wir  eine  Ej*aft,  die  nach  einem 
bestimmten  Punkte  0  hin  gerichtet  ist  und  deren  Größe  eine 
Funktion  cg>(r)  der  Entfernung  r  des  Angriffspunktes  P  von 
diesem  Punkte  0  ist,  und  es  ist  das  Potential  dann  selbst  eine 
Funktion  U{r)  der  Entfernung  r.  Diese  Funktion  ist  definiert 
durch  die  Gleichung 

grad  ü(r) C(p(r)  ~^— , 

denn  die  Größe  auf  der  rechten  Seite  ist  der  Kraftvektor  J^. 
Nach  der  Definition  des  Gradienten  muß  sich,  wenn  wir  die 
vorstehende  Gleichung  skalar  mit  dP  multiplizieren,  ergeben 

dU(r)  =  -  C(p(r)^~^-^  X  dP. 

Es  wird  aber  (P  —  0)x  dP  ^  rdr,  also 

d  Ü(r)  =  —  ^9(»")  ^^} 
und  wir  können  setzen 

r 

Die  Gleichung 

dU{r)'^FxdP 

bedeutet  aber,   daß  das  Differential    des  Potentials  gleich  der 
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Arbeit  ist,  die  -die  Kraft  I  leistet,  wenn  der  Angriffspankt  der 
Kraft  voD  P  nach  P  +  dP  rückt,  und  das  Potential  selbst 
ergibt  sich  als  die  Arbeit,  die  von  der  Kraft  geleistet  wird, 
wenn  der  Angriffspunkt  aus  der  festen  Anfangslage  P^  in  die  Lage 
P  rückt.  Diese  Arbeit  ist,  wie  man  sieht,  nur  eine  Funktion 
der  Entfernungen  r  und  r^  dieser  Punkte  von  0,  w)n  ihrer 
Orientierung  gegen  einander  aber  unabhängig. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  (p{r)  für  r  «  oo  zur  zweiten 

Ordnung,   d.  h.    wie  -^,   verschwindet,    kann    man   die   obere 

Grenze  des  Integrals  r^  »  oo  wählen,  und  das  Potential  wird 
gleich  der  Arbeit,  die  geleistet  wird,  wenn  der  An- 
griffspunkt der  Kraft  aus  unendlicher  Entfernung  in 
einen  gewissen  Abstand  r  vom  Zentrum  rückt.  ^ 

Für  gewöhnlich  werden  die  Punkte  0  und  P  als  Massen- 
punkte angesehen,  d.  h.  mit  bestimmten  Zahlenkoeffizienten 
m,  m'  behaftet,  die  in  dem  Kraftausdruck  als  Faktoren  auf- 
treten, so  daß  wir  haben: 

c  =• «»  •  m'. 

Bei  der  Newtonschen  Kraft  wird 

und  wir  finden  dann  das  Newtonsche  Potential 

00 


u,r->-.„^Jf--r-: 


Haben  wir  nun  nicht  eine  einzelne  anziehende  Masse,  son- 
dern ein  Massensystem,  das  wir  zunächst  auf  eine  Masse  von 
der  Größe  1  wirken  lassen,  und  nennen  V  das  sich  dann  er- 
gebende Potential,  so  wird  die  Definitionsgleichung  dieses 
Potentials 

wenn  die  F^  die  einzelnen  wirkenden  Kräfte  bezeichnet.     Da- 
raus folgt  aber,  daß  wir 

15* 
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annehmen,  d.  h.  das  Potential  aas  den  Potentialen  f&r  die  ein- 
zelnen wirkenden  Massen  gewinuen  können.  Es  ergibt  sich 
also  als  Newtonsches  Potential  für  V  ein  Ausdruck 


v-f2v/)' 


wenn  m,.  die  einzelnen  Massen  des  Systems  und  r^  ihre  Ent- 
fernungen Yon  dem  Punkt  sind,  auf  den  sich  das  Potential 
bezieht,    f  heißt  hierbei  die  Attraktionskonstante. 

Sind  die  Massen  m^  kontinuierlich  in  einem  Raumteil  r 
ausgebreitet,  so  sind  sie  in  der  Form  iidt  anzusetzen,  wenn 
dt  das  Volumenelement  und  (i  die  Dichtigkeit  an  der  betreffen- 
den Stelle  bezeichnet.  Es  ergibt  sich  dann  für  das  Potential 
des  Körpers  der  Ausdruck 


wenn  wir,  wie  wir  es  Ton  nun  ab  immer  tun  werden,  /"=»  1 
voraussetzen. 

Die  Kraft  F  im  Punkte  P  wird  durch  die  Gleichung  ge- 
geben 

J'-grad  F, 

und  wenn   n  einen   Einheitsvektor  bedeutet,   so  können   wir 

setzen 

dP  «  n  ds, 

indem  ds  die  Größe  der  Verschiebung  des  Punktes  P  be- 
zeichnet und  der  Einheitsvektor  n  ihre  Richtung  angibt.  Da- 
raus folgt 

^  dV 

ds 


1)  Die  Betrachtung  dieser  Funktion  rührt  von  Lagrange  her,  Sur 
Vequation  seculaire  de  la  lune,  M^moirea  de  TAcademie  des  Sciences  de 
Paris,  Savants  etrangers,  t.  VIT  (1773),  (Euvres  compl^tes  t.  VI,  p.  849; 
Remarques  generales  sur  le  mouvement  de  plusieurs  eorps,  KouTeaox 
memoires  de  TAcad^mie  de  Berlin  1777,  (Euvres  t.  IV,  p.  402.  Der 
Name  Potential  stammt  von  Gauß,  Allgemeine  Lehrsätze  usw.,  Beob- 
achtungen des  magnetischen  Vereins  für  1889  (1840),  Werke  Bd.  6,  S.  200, 
Ostwalds  Klassiker  Nr.  2.     Green,   Essay   on   the   application   of  math. 


.m.  __ 
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Durch  diese  Gleichung  bestimmt  sich  die  Komponente*  der 
Kraft  nach  der  Richtung  des  Vektors  n.  Ist  insbesondere  n 
tangential  zu  einer  Fläche  F«=konst.,  so  wird  JFxn^O. 
Demnach  ergibt  sich: 

Die  Flächen  F—  konst.  sind  normal  zu  der  Richtung  der 
Kraft  in  ihren  Punkten  und  heißen  Äquipotentialflächen. 
Setzt  man  eine  von  ihnen  als  vollkommen  glatte  Oberfläche  eines 
Körpers  voraus,  so  ist  der  Punkt  auf  dieser  Fläche  im  Oleich- 
gewicht. Daher  nennt  man  sie  auch  Gleichgewichts-  oder 
Niveaufläche.  Die  orthogonalen  Trajektorien  der  Niveau- 
flächen,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  von  der  Linie  der  dort 
wirkenden  Kraft  berührt  werden,  heißen  die  Kraftlinien.^) 

2.  Anztehnng  einer  Kogelsohale.  Die  Bedeutung  der 
Newtonschen  Kräfte  liegt  darin,  daß  man  solche  Kräfte  zwischen 
allen  Teilen  der  wägbaren  Materie  annehmen  kann.  Insbe- 
sondere wirken  sie  zwischen  den  Teilen  der  Erde  und  den 
Körpern  an  ihrer  Oberfläche  und  erklären  so  die  Schwere  der 
Körper  an  der  Erdoberfläche,  indem  sie  sie  auf  eine  elementare 
und  im  ganzen  Weltall  wirkende  Anziehungskraft  zurückführen. 


analysia  etc.,  Nottingham  1828,  Papers  p.  22,  Ostwalds  KlasBiker  Nr.  61, 
hatte  den  AaBdmck  Potential fnnktion  gebraucht. 

1)  An  zusammenfassenden  Darstellungen  der  Potentialtheorie  nennen 
wir  die  folgenden:  R.  Ciausius,  Die  Potentialfunktion  und  das  Poten- 
tial, Lpz.  1859  (mehrere  Auflagen);  £.  Betti,  Teorica  delle  forze  che 
agiscono  secondo  la  legge  di  Newton,  Pisa  1865,  Teorica  delle  forze 
Newtoniane,  Pisa  1879,  deutsch  yon  Fr.  Meyer  als  „Potentialtheorie*\ 
Stuttgart  1885;  B.  Riemann,  Vorlesungen  über  Schwere,  Elektrizität 
und  Magnetismus,  hggb.  y.  Hattendorf,  Hannover  1875,  2.  Aufl.  1880; 
P.  G.  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  über  die  im  umgekehrten  Ver- 
hältnis des  Quadrates  d.  Entf.  wirkenden  Kräfte,  hggb.  v.  Grube,  Lpz 
1876,  2.  Aufl.  1887;  F.  Neu  mann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des 
Potentials  und  der  Eugelfunktionen,  hggb.  y.  G.  Neumant^  Lpz.  1887; 
C  Neumann,  Untersuchungen  über  das  logarithmische  und  Newton- 
Bche  Potential,  Lpz.  1877;  E.  Mathieu,  Theorie  du  potentiel,  Paris 
1886,  dtsch.  y.  Maser  1890;  H.  Poincar^,  Theorie  du  potentiel  New- 
tonien,  Le9on8  red.  par  Le  Roy  et  Vincent,  Paris  1899;  A.  Korn,  Lehr- 
buch der  Potentialtheorie,  Berl.  1899;  A.  Wangerin,  Potentialtheorie 
(Sammlung  Schubert)  Lpz.  1909. 
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Da  die  Erde  in  erster  Annäherung  als  eine  Engel  anzusehen 
isty  ergibt  sich  sonach  als  unsere  erste  Aufgabe  die  Bestimmung 
der  Anziehung  einer  Kugel,  insbesondere   der  Nachweis,  daß 
die   resultierende   Anziehung   der  Kugel   für   einen   außerhalb 
gelegenen  Punkt  stets  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtet  ist. 
Wir  beginnen  mit  der  Betrachtimg  einer  unendlich  dQnnen, 
homogenen  Schicht,  die  eine  Kugel  mit  dem  Radius  a  überall 
in   gleicher   Dicke   bedeckt.     Wir  nehmen   zuerst   den    ange- 
zogenen   Punkt    P    im    Innern    der 
Kugelschale  an  und  legen  durch  ihn 
Strahlen   hindurch,    die   die   Mantel- 
fläche eines  unendlich  schmalen  Kegels 
bilden  und  aus  der  Kugelschale  zwei 
einander  gegenüberliegende  Volumen- 
elemente ABB^Ä^   und  A'B'B^A^ 
ausschneiden.    Mit  dm  wollen  wir  die 
Öffnung  des  Kegels,  d.  h.  das  von  ihm 
aus   einer  Kugel   mit   dem  Radius  1 
und   dem  Mittelpunkt   P    ausgeschnittene    Oberfiächenelement 
bezeichnen,  femer  setzen  wir 

r^BA,    r^BA',    a^  ^BAM^  ^BA'M, 

wenn  M.  den  Mittelpunkt  der  Kugel  bedeutet  Es  wird  dann 
das  Flächenelement,  das  aus  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r 
und  dem  Mittelpimkt  P  von  dem  Kegel  bei  A  ausgeschnitten 
wird,  "-  r^dm^  und  daher  das  aus  der  Kugel  um  M  ausge- 
schnittene Flächenelement  an  derselben  Stelle 

d6  ^  ' 

cosa 

Analog  wird  das  bei  A'  durch  denselben  Kegel  ausgeschnittene 
Flächenelement 

COB  tt 

Bezeichnet  aber  da  die  Dicke  und  fi  die  Dichtigkeit  der  Kugel- 
schale, so  werden  die  Massen  der  Volumenelemente  bei  A  und 
A'  gleich  fidöda  und  iide' da,  und  damit  die  Ton  ihnen  auf 
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P  ausgeübten   Anziehungskräfte   beide    gleich    -    '^ — ,  diese 

beiden  Kräfte  halten  sich  also,  da  sie  entgegengesetzt  gerichtet 
sind,  das  Gleichgewicht.  Da  aber  die  ganze  Eugebchale  in 
solche  Paare  gegenüberliegender  Yolumenelemente,  deren  An- 
ziehungen sich  aufheben,  zerlegt  werden  kann,  wird  auch  die 
Oesamtanziehung  der  Eugelschale  Null,  die  Kraft  verschwindet 
also  im  ganzen  Infnem  der  Kugelschale  und  das  Potential  hat 
darin  einen  konstanten  Wert.  Diesen  Wert  findet  man,  in- 
dem man  das  Potential  insbesondere  für  den  Mittelpunkt  be- 
rechnet, er  ist  also  gleich oder  An^ada. 

Für  einen  Punkt  in  dem  von  einer  homogenen  Kugelschale 
mit  endlicher  Dicke  umschlossenen  Hohlraum  finden  wir  da- 
raus durch  Integration  sofort  den  Wert  des  Potentials 

w^enn  o^,  a,  die  Radien  der  die  Kugelschale  begrenzenden  Ku- 

g-eln  sind.*)  ^ .^^ 

Um  nun  die  Anzie-      ^  ^^4-^^ 

hung  der  unendlich  dün-    /  a,cf     \  -.„^^^^ 

nen  Kugelschale  für  einen  /  /  /         \  ^ 

äußeren  Punkt  P  zu  fin-  1 
den,  wählen  wir  auf  der  V 
Strecke  MF  einen  Punkt  \ 
Q  derart,  daß  MQ  •  MF  ^^ 
»  a^  ist,  und  lassen  von 
dem  Punkte  Q,  der  innerhalb  der  Kugel  liegt,  einen  unendlich 
dünnen  Kegel  mit  der  Öffnung  do  ausgehen.  Sind  dann  A 
und  A'  die  Stellen,  wo  er  die  Kugel  trifft,  so  wird,  weil 
MQ  :  MA  «  MA  :  MP, 

AMQAr^AMAP 
und  deshalb 

AQiAP^MAiMPy 
ebenso  auch 

A'Q:  A'P  «  MA' :  MP^MA:  MP. 

1)  Newton,  Philos.  natur.  Lib.  I,  Prop.  LXX, 


Fig.  si. 
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Bezeichnet  d  die  Dichte  der  Schicht,  a  den 
Winkel  Jtf^  ö  «  Winkel  MA'Q 
80  wird  die  Anziehung  der  heiden  Massenelemente  in  Ä  und  A' 

Die  heiden  gleichen  Anziehungskräfte  bilden  auch  mit  der 
Sirecke  MP  gleiche  Winkel  a,  denn  es  ist 

^  MPA  ^^MAQ^a^^  MA'Q  =  <^  MPA', 

also  fallt  ihre  Resultante  in  die  Linie  MP  und  hat  die  Größe 

2d2^cos  a  «  f'^~Mpi  '  Integriert  man  über  die  ganze  Kugel, 
so  ergibt  sich  für  die  wieder  in  die  Linie  MP  fallende  An- 
ziehung der  Eugelschale  der  Wert 

Da  aber  AnaiiS  die  Gesamtmasse  der  Eugelschale  ist  nnd 
sich  jede  Schale  von  endlicher  Dicke  in  konzentrische,  unend- 
lich dünne  Schalen  zerlegen  läßt,  findet  man: 

Eine  homogene  Kugelschale  zieht  einen  äußeren 
Punkt  ebenso  an  als  ob  ihre  ganze  Masse  in  ihrem 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre.^) 

Der  gleiche  Satz  gilt,  wie  man  sofort  sieht,  auch  für  eine 
homogene  oder  konzentrisch  geschichtete  VoUkugeL  Die  An- 
ziehung einer  homogenen  Kugel  von  der  Dichtigkeit  ft  und 
dem  Radius  a  auf  einen  Punkt  P,  der  im  Abstände  r^a  Ton 
ihrem  Mittelpunkte  liegt,  wird 

das  zugehörige  Potential  hat  also  den  Wert 

Liegt  der  angezogene  Punkt  P  im  Innern,  ist  also  r  <ia, 
so  übt   nur  das  Innere  der   konzentrischen  Kugel,   die   durch 

1)  Newton,  Philos.  nat.  Lib.  II,  Prop.  LXXI;  Thomson  u.  Tait, 
vol.  2,  p.  14. 
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und 


zusammen. 


ihn  hindurchgeht,  eine  Wirkung  auf  ihn  aus,  und  das  zuge- 
hörige Potential  hat  den  Wert  ^  7tr*fi.  Die  Wirkung  der  außer 
der  inneren  Kugel  von  der  ganzen  Kugel  übrig  bleibenden 
Kugelschale  verschwindet,  und  das  zugehörige  Potential  hat 
den  konstanten  Wert  2jr/i(tt*  —  r*).  Addiert  man  die  beiden 
vorstehenden  Werte,  so  findet  man  das  Potential  der  ganzen 
Kugel  ^ 

Für  r  -  a  fällt  F^  mit  F^ 

IVa  .^  dV. 
,  -  mit  ,  - - 
dr  dr 

aber   die    zweiten    Derivierten 
sind  verschieden. 

Stellt  man  die  Werte  des  Po- 
tentials graphisch  dar  (Fig.  32), 
indem  man  die  Abszisse rr»r, die 

3  y 

Ordinate  v  =  «  macht,  so 

^       2Äaft  ' 

ergibt  sich  für  0  ^x  ^a  die 
Kurvengleichung:  ay=-3a'— a:*, 
für  a^x  ^(x>  die  Kurven- 
gleichung: xy  «  2a^,  die  erste 
Kurve  ist  eine  Parabel,  deren 
Achse  parallel  der  y-Achse,  die  zweite  Kurve  ist  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  deren  Asymptoten  die  x-  und  y- Achse  sind. 
Die  beiden  Kurven  berühren  sich  in  dem  Punkte  rc  —  a,  y=»2a.*) 
Die  strichpunktierte  Kurve  ist  die  analoge  Darstellung  des 
Kraftausdruckes. 

3.  Anzlehnng  eines  nnendlloh  dfinnen  Homöolds. 
Die  Erde  ist  bekanntlich  nicht  genau  kugelförmig,  hat  aber 
mit  sehr  großer  Annäherung  die  Gestalt  eines  abgeplatteten 
Sphäroids;  die  Bestimmung  der  Anziehung  eines  Sphäroids 
oder  allgemeiner  eines  dreiachsigen  Ellipsoids  hat  deswegen  ein 
berühmtes  Problem  gebildet,  an  dem  sich  die  hervorragendsten 

1)  Das  Diagramm  des  Potentials  und  seiner  Derivierten  für  eine 
kugelförmige  Massenschicht  stammt  von  Thomson  u.  Tait,  vol.  2,  p.  S7. 
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Mathematiker  versucht  haben.  Wir  wollen  es  hier  so  be- 
handeln, daß  wir  zunächst  von  einer  ellipsoidischen  Schale 
ausgehen.  Eine  homogene  Schicht^  die  von  zwei  konzentri- 
schen,  ähnlich  und  ähnlich  liegenden  (homothetischen)  EUip- 
soiden  begrenzt  wird,  heißt  nach  W.  Thomson  ein  Homöoid. 
Was  nun  zunächst  die  Anziehung  betrifft ,  die  ein  unendlich 
dQnnes  Homöoid  auf  einen  Punkt  im  Innern  ausübt,  so  ist 
sofort  zu  erkennen,  daß  der  im  vorigen  Paragraphen  fär  eine 
Kugelschale  geführte  Beweis  sich  sofort  auf  eine  beliebige 
geschlossene  Schale  ausdehnen  läßt  und  daß  daher  auch  die 
Anziehung  des  Homöoids  für  einen  Punkt  im  Innern  verschwin- 
det und  das  Potential  für  das  ganze  Innere  einen  konstanten 
Wert  annimmt. 

Um  diesen  konstanten  Wert  zu  finden,  berechnen  wir  das 
Potential  für  den  Mittelpunkt  M  des  Homöoids.  Wir  lassen 
von  M  einen  Elementarkegel  mit  der  Öffnung  do  ausgehen 
und  nennen  r  die  Entfernung  von  M,  in  der  dieser  Kegel  die 
äußere  Fläche  der  Schale  trifft,  dr  das  Stück,  das  die  Schale 
aus  den  Seitenlinien  des  Kegels  ausschneidet,  dann  wird  das 
Volumen  des  Stückes  der  Schale,  das  in  das  Innere  des  Kegels 
fällt,  gleich  r^ärdo.  Ist  also  fi  die  Dichtigkeit  des  Homöoids, 
so  wird  der  Beitrag,  den  dieses  Volumenelement  zu  dem  Po- 
tential liefert,  gleich  firdräa. 

Um  nun  das  Homöoid  festzulegen,  gehen  wir  von  einem 
Ellipsoid  mit  den  Halbachsen  a,  &,  c  aus,  zu  dem  die  beiden 
begrenzenden  Flächen  des  Homöoids  homothetisch  sein  sollen, 
die  Halbachsen  dieser  beiden  Flächen  sind  dann  von  der  Form 
ha,  hb,  hc  und  {h  —  dh)a,  (A  —  dh)b,  (A  —  dh)c.  Sind  weiter 
a,  /},  y  die  Richtungskosinus,  r  die  Länge  des  Radiusvektors, 
der  nach  dem  betrachteten  Volumenelement  des  Homöoids  hin- 
führt, so  ergibt  sich,  indem  wir  in  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

« 
X*  y*  jEf'  - 

die  Werte  x  =  ra,  t/  =  rß,  z  ^ry  einführen, 

'^   l^  +  ft«  +  ?j  ~  '*  • 
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Lassen  wir  r  um  dr  abnehmen^  wobei  h  um  dh  abnimmt, 
so  erbalten  wir  aus  dieser  Gleichung 

'•^r'  +  F  +  S)-*'^*- 

Damit  finden  wir  für  das  Potential  des  HomSoids  den  Wert 

/(trdrda  -  (ihdh  j  ^,    -  ~ — ^  • 

Um   dieses  Integral   auszuführen,    haben  wir  in    der   üblichen 

Weise 

a  =»  cos  q>  cos  A,     fi  ^  cos  q>  sin  >L,     y  =  sin  q> 
und 

do  »  cos  qp  cJg)  dX 

zu  setzen,  dann  yerwandelt  sich  das  Oberflächenintegral  in  ein 
wirkliches  Doppelintegral,  das  man  nur  für  einen  Oktanten 
auszuführen  braucht,  da  alle  acht  Oktanten  denselben  Wert 
ergeben.     Setzt  man  noch 

^  +  f !  +  ^  i  «  A  cos*  A  +  J?  sin«  X, 
a^       0^        c^  ' 

indem  man 

.        C08*g>        sin' 9         ^       cos'qp        sin'qp 

macht,  so  wird  das  Potential 


Hfihdh  I  co8(f  d<p  I  — — 


dl 


il  cobU  +  JB  sinU 

0  0 

Das  innere  Integral  bedeutet  die  halbe  Fläche  einer  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  1  :  |/]4.  und  1  :  ]/5.  In  der  Tat  ist  diese 
Ellipse  in  Polarkoordinaten  r,  X  durch  die  Gleichung  gegeben 

A  cos*  X  -\-  B  sin*  >l  «  -j , 

das  in  Rede  stehende  Integral  verwandelt  sich  also  in 

n 
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und  dieser  Ausdruck  liefert  die  doppelte  Fläche  des  EUipses- 
quadranten,  ist  also  gleich  — ;^'     Führen  wir  diesen  Wert 

ein;  so  geht  der  Ausdruck  für  das  Potential  in  den  folgenden 
über,  der  nur  ein  einfaches  Integral  enthält. 


4nfihdhabc'  f ^  _^8 yjy 

•^  J   Bin«  (p  ]/(a«  +  c*  ctg«  9)  (6* +  c*  ctg» 

0 

Wir  fügen  im  Nenner   des  Bruches   unter   dem  Integral 
noch  den  Faktor 


c 
hinzu  und  setzen 


sin  (pY^  +  c*  ctg*  qp  =»  1 


c  ctg  (p  — =  yH,    woraus  c*  —  ,—  =»  —  ^du, 


dann  wird  das  Potential 


OD 

2n:uabchdh  /— := ---^      —.  (1) 


0 

wofür  wir  auch  schreiben  können 

im  r         ^"^ --,  (2) 

0 

wenn  wir  mit 

m  =^  4:7Cuabch^dh  ««  ^7C^ahc[h^  —  (h—  dKf] 
die  Gesamtmasse  des  Homöoids  bezeichnen. 

4.  Die  Chaslesschen  EUltze.  Die  Rechnungen,  die  er- 
forderlich wären,  um  die  Anziehung  eines  Homöoids  auch  für 
einen  äußeren  Punkt  zu  finden,  werden  ungeheuer  abgekürzt 
durch  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  Chasles  durch  synthetische 
Betrachtungen  gefunden  hat. 

Diese  Sätze  knüpfen  an  zwei  konfokale  EUipsoide  mit 
den  Gleichungen 
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x^       v'        e^       H  ^    x'*       v'*       «'' 

an,  wobei 

a'«  =  a»  +  A,    b'^^b^  +  l,    c'^^c^  +  A, 

und  beruhen  auf  der  von  Ivory  betrachteten  Transformation 

X         X        y         y         z  z 

durch  die  das  erste  Ellipsoid  in  das  zweite  übergeführt  wird. 
Der  grandlegende  Satz,  der  von  dieser  Transformation 
gilt;  lautet:  Gehen  bei  der  Transformation  die  Punkte 
P  und  Q  des  ersten  Ellipsoids  in  die  Punkte  P'  und 
Q'  des  zweiten  Ellipsoids  über,  so  wird  die  Entfer- 
nung PQ'  gleich  der  Entfernung  P'^,  In  der  Tat,  haben 
P  und  P'  die  Koordinaten  x,  y,  z  und  x\  y\  z\  Q  und  Q'  die 
Koordinaten  x^jy^^z^  und  x^^y^yZ^^  so  wird 

P^'»  -  (z  -  x;)^  +  (y  -  y,')*  +  (^  -  *i')* 

-  (*  -  T*i)*+  (y  -  y  yO'+  (^  -  T^')' 

und  analog 

p'e.-(±-.-..)'+(y»-».)'+(l— .)' 

mithin 

Es  ist  aber 

a'*  -  a*  =-  6'^  -  6«  =  c'»  -  c»  =  A, 
also  wird 

p<2--p'ö'=A[(f;+f:+i;)-(:;+^,v+-:;;)]- 

Der  Inhalt  der  eckigen  Klammer  verschwindet  aber,  denn 
die  beiden  runden  Klammern  werden  gleich  1,  weil  die  Koor- 
dinaten Xyy,z  und  x^^y^jZ^  der  Gleichung  des  ersten  Ellip- 
Boides  genügen.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  fügen  den  zweiten  Satz  hinzu,  daß  das  Volumen 
eines   Raumstückes    r    zu    dem   Volumen    des    Raum- 
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üben  auf  die  Punkte^  die  außerhalb  vod  beiden  liegen^ 
eine  Anziehung  aus,  die  für  beide  dieselbe  Richtung 
hat  und  ihren  Massen  proportional  ist. 

Der  Satz  läßt  sich  sofort  erweitem  auf  zwei  konfokale 
Ellipsoide^  die  sich  in  homogene  koiifokale  Schichten  zerlegen 
lassen,  was  insbesondere  der  Fall  ist,  wenn  die  Ellipsoide  selbst 
homogen  sind.     So  finden  wir  den  Satz  von  Maclaurin: 

Zwei  homogene  konfokale  Ellipsoide  üben  auf 
einen  äußeren  Punkt  Anziehungen  aus,  die  gleich  ge- 
richtet und  den  Massen  der  Ellipsoide  proportional 
sind. 

Für  das  Folgende  werden  wir  noch  einen  Satz  gebrauchen, 
der  sich  unmittelbar  aus  dem  abgeleiteten  grundlegenden  Theo- 
rem ergibt: 

Das  Potential  eines  homogenen  Homöoids  für 
einen  äußeren  Punkt  ist  gleich  dem  Potential  des 
durch  diesen  Punkt  hindurchgehenden  konfokalen 
Homöoids  für  seinen  Mittelpunkt. 

6.  Anziehung  eines  homogenen  EUipaoids.  Wir  ver- 
einigen unendlich  yiele,  uuendlich  dünne  Homöoide  zu  einem 
Homöoid  ^  von  endlicher  Dicke.  Wir  haben  dann  in  der 
Formel  (1),  um  das  Potential  des  Homöoids  für  einen  Punkt 
im  inueren  Hohlraum  zu  finden,  von  einem  Werte  h^  bis  zu 
einem  Werte  h^  zu  integrieren.  Wenn  wir  der  Einfachheit 
halber  die  Dichte  in  allen  den  elementaren  Homöoiden  gleich, 
das  Homöoid  ^  also  ebenfalls  homogen  annehmen,  so  erhalten 
wir  sofort  den  gesuchten  Wert  des  Potentials 

00 

F.  =  ;r^a6c(V-V)  r^,  (3) 

0 

indem  wir  zur  Abkürzung 

CT  «  (a«  +  u)  (b^  +  u)  (c»  +  u)  (4) 

setzen. 

Um  nun  auch  den  Wert  des  Potentials  V^  für  einen  äuße- 

ren  Punkt  zu  finden,  benutzen  wir  den  letzten  Satz  des  vorigen 
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Paragraphen.  Wir  haben  dann  das  Homöoid  ^  durch  homo- 
thetische  Flächen^  deren  Oleichungen  von  der  Form 

5! + 1; + ±;  =.A» 

sind,  in  elementare  Homöoide  einzuteilen  und  zu  allen  diesen 
je  ein  konfokales  Homöoid  durch  den  gegebenen  äufieren  Punkt 
P  zu  legen.     Die  Gleichungen  dieser  Flächen  haben  die  Form 

"*  +Mfc+7.i-T-*^         (5) 


und  müssen  erfüllt  sein,   wenn  wir  für  x,y,0  die   gegebenen 
Koordinaten  des  Punktes  P  nehmen. 

Der  Wert  des  Potentials  eines  dieser  Homöoide  für  einen 
inneren  Punkt  ergibt  sich  aus  (2)  sofort  in  der  Form 


2naabch^dh  1  --  — 

J  Via' 


dw 


oder,  wenn  wir  AA*  +  «^  —  Ä*w  setzen, 

00 

Hierbei  ist  zu  beachten,  daß  durch  (5)  X  als  Funktion  Ton  h 
gegeben  ist. 

Integrieren  wir  den  vorstehenden  Ausdruck  von  h^  bis  h^, 
so  erhalten  wir  nach  dem  benutzten  Satze  das  Potential  des 
gegebenen  Homöoids  ^  fttr  den  äußeren  Punkt  P,  denn  die 
Potentiale  der  elementaren  Homöoide,  in  die  wir  ^  zerlegt 
haben,  sind  gleich  den  Potentialen  der  durch  P  gehenden  Ho- 
möoide für  einen  inneren  Punkt.     So  ergibt  sich 


oder 


r.  —  2jtuabc  I  hdh  l  -JL 


F„  -  -  «fio6c  Cd{l  -  Ä')  /*''** 


Ae  ^ 
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Wir  integrieren  nun  partiell  und  finden 


F. « 


Das  Differential  im  letzten  Oliede  ist  aber 

^ dl 

indem  wir  mit  U{k)  das  bezeichnen,  was  aus  U  wird,  wenn 
wir  uns  darin  A  ftlr  u  geschrieben  denken.  Nennen  wir  noch 
Xq,  l^  die  Werte  von  X,  die  zu  den  Werten  Ä0,  h^  von  h  ge- 
hören, so  können  wir  den  Wert  von  V^  schreiben,  indem  wir 
in  dem  letzten  Integral  wieder  X  durch  u  ersetzen, 

"••»' !('  -  «/>J  -  ('  -  '.•)/^l  -/('  -  »*)^)  ■ 

Wir  wollen  nun  auch  den  Wert  des  Potentials  V^  fttr 
einen  Punkt  P  berechnen,  der  dem  Homöoid  selbst  angehört^ 
d.  h.  zwischen  seine  begrenzenden  Flächen  fallt.  Durch  ihn 
legen  wir  dann  ein  zu  diesen  Flächen  homothetisches  EUip- 
soid  hindurch,  das  ^  in  zwei  Homöoide  ^^  und  ^^  zerlegt  und 
die  Gleichung  hat 

S+fi+i;-*'«,  (6) 

die  für  die  Koordinaten  x,  y,  e  von  P  erfüllt  ist.  Es  gehört 
also  zu  h'  der  Wert  A  »  0,  während  für  die  begrenzenden 
Flächen  von  ^  die  Werte  Äq,  \  und  X^,  X^  bleiben  mögen. 
Wenn  wir  dann  nach  den  vorstehenden  Formeln  die  Werte 
des  Potentials  von  ^^  und  $,  einzelnen  berechnen  und  addie- 
ren, so  finden  wir 

F,-«^aK(l-»")-(l-V)]/^ 

X,  0  0 
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oder 

io  0  0 

Wir  gehen  jetzt  von  dem  Homöoid  zu  einem  EUipsoid 
über,  indem  wir  h^^O  annehmen,  so  daß  die  innere  Begren- 
zongäfiäche  sich  auf  einen  Punkt  reduziert.  Wir  können 
ferner  A^  -»  1  annehmen,  so  daß  X^  die  (dem  durch  P  gehen- 
den konfokalen  EUipsoid  entsprechende)  positive  Wurzel  X  der 
Gleichung 

*'     +1^1  +  7^-1  (7) 


wird,  während  Aq  »  oo  ist.  Dann  werden  die  gefundenen  Aus- 
drücke für  V^  und  F^,  da  das  erste  Integral  in  ihnen  ver- 
schwindet und  ebenso  das  zweite  Glied,  bei  dem  1  —  ^*  »  0 
wird, 

r^^xnabcfil-h'^^,  (8) 


dabei  ist 


F.-^/xa&c  r(l-*»)^:^.;  (9) 


£s  wird  also  die  zweite  Formel 


r,  -  ni^ahcHl  -  -.^„  -  j,/J:-  -  ,,^)  ^-,    (11) 

wobei   U  durch  (4)  definiert  ist.     V^  geht  aus   F^  hervor,  in- 
dem man  die  untere  Grenze  des  Integrals  gleich  X  nimmt. 

Man  kann  aber  auch  die  Grenze  lassen  und  u  durch  u  +  X 
ersetzen.     Macht  man  dann 

a«+i-a'«,    V  +  X^y*,    c^  +  X^c'\ 

16* 
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80  findet  man 

OB 

F,  «  Ttiiabc  ril  -  ~^^  -  j^ ,.^)  ~  ,      (12) 

0 

wenn  U'^y(a'^  +  «)(6'»  +  w)(c'«'+ü). 

Man  kann  auch  allein  mit  den  Integralen 

auskommen.    In  der  Tat  ergibt  sich  z.  B.  durch  Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen 

33  _.._,../•"      du 


3.  =  2 


staabc  I  — 


und  analog  für  S^  ■*  2  ^  ^, ,  3«  ="  2  «^,  •    Wir  können  aber  setzen 

F,  =  3  +  3«i»^*  +  %y'  +  3ei»* 

und  sehen  sofort,  daß  die  Flächen  F^  ->»  konst.,  d.  h.  die  Niveau- 
flachen  des  Potentials  im  Inneren  des  EUipsoids  eine  Schar 
homothetischer  EUipsoide  bilden. 

Für  das  Potential  F^  im  Äußeren  des  EUipsoids  ergibt 
sich  analog 

'^a  "^  3'  +  2  (^^  x^  +  ^/-ly*  +  yc'~i^j' 

Die  Flächen  V^  =  konst.  sind  aber,  da  3'  die  durch  (7)  fest- 
gelegte algebraische  Fimktion  X  yon  x^y^z  in  transzendenter 
Form  enthält,  transzendente  Flächen  und  heißen  nach  Thomson 
Plinthoide. 

Die  Integrale  3  ui^d  3'  sind  sogenannte  elliptische  Inte- 
grale erster  Gattung. 

HistoriBohe  Bemerkungen.  Newton  (Philosophiae  naturalis 
princ.  math.  Lib.  I,  Prop.  XCI)  hat  zuerst  das  Problem  der  Anziehung 
eines  Rotationsellipsoides  für  besondere  Lagen  des  angezogenen 
Punktes  behandelt.  Maclaurin,  De  causa  physka  fluxus  et  refluxus 
maris,  Becueil  des  pi^ces  qui  ont  remporte  les  prix  de  TAcademie 
des  Sciences,  t.  VI  (1740),  A  Treatise  on  Fluxions,  Edinburgh  1742, 
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Book  I,  Chap.  XIV,  behandelte  auf  synthetischem  Wege  den  Fall 
eines  beliebigen  Punktes  auf  der  Oberfläche  eines  Eotationsellipsoides 
und  bewies  das  nach  ihm  bekannte  Theorem  auch  für  einen  beliebi- 
gen Punkt  der  Rotationsachse  (1.  c.  Art.  649)  und  der  Äquatorebene 
(Art.  651),  er  gab  es  ohne  Beweis  für  zwei  beliebige  konfokale 
EUipsoide  an,  indem  er  den  angezogenen  Punkt  auf  der  Verlängerung 
einer  bestimmten  Hauptachse  voraussetzte  (Art.  653).  Lagrange, 
Sur  Vattracfion  des  sphero'ides  elliptiques,  Nouv.  M^moires  de  TAca- 
demie  Royale  de  Berlin,  1773,  1775,  (Euvres  t.  III,  p.  617,  be- 
handelte das  Problem  analytisch;  er  bemerkte  sofort  die  große 
Schwierigkeit  der  Rechnung  im  Falle  eines  äußeren  Punktes  und  ge- 
langte zur  Lösung  nur  in  dem  Falle  eines  inneren  Punktes.  Er  be- 
wies aber  auch  das  Maclaurinsche  Theorem  für  jeden  äußeren  Punkt, 
der  auf  der  Verlängerung  irgend  einer  der  Hauptachsen  liegt. 

Die  vollständige  Lösung  des  Problems  glückte  zuerst  Laplace, 
Theorie  des  aüractions  des  spherötdes  et  de  la  figure  des  planHes, 
Memoires  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris  1782,  (Euvres  t.  X, 
p.  349,  und  nach  ihm  Legendre,  Sur  les  integrales  doubles,  Mem. 
de  TAcad.  de  Paris  1788;  durch  diese  Arbeiten  wurde,  wenn  auch 
nicht  auf  einfache  Weise,  das  Maclaurinsche  Theorem  allgemein  be- 
wiesen. 

Dann  haben  der  Reihe  nach  die  Arbeiten  von  Ivory,  On  ihe 
attradions  of  homogeneous  ellipsoids,  Philosophical  Transactions  vol. 
119  (1809)  p.  345,  von  dem  die  allgemeine  Betrachtung  der  korre- 
spondierenden Punkte  herrührt  (die  sich  implicite  schon  bei  Maclau- 
rin  findet);  Oauß,  Theoria  aitractionis  corporum  sphaeroidicorum 
ellipt  homog.^  Commen.  rec.  Gotting.  vol.  2  (1813),  Werke  Bd.  5, 
S.  1;  Chasles,  Journal  de  l'ecole  polyt.  Cah.  25,  p.  266  (1837), 
Journal  de  mathem.  (l)  t.  5  (1840)  p.  465,  und  Dirichlet,  Über 
eine  neue  MeÜiode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale,  Bericht 
der  Kgl.  preuß.  Akademie,  Berlin  1839,  S.  18,  Journal  de  Mathem.  (l) 
t.  4  (1839)  p.  164,  Sur  un  mögen  gcnSräl  de  vSrificr  Vexpression  du 
pottniiel  etc.,  Journal  für  Math.  Bd.  32  (1846)  S.  80,  Werke  Bd.  1, 
S.  375,  381,  391,  die  Lösung  zu  einem  großen  Grade  von  Einfach- 
heit gebracht.  Die  Formel  (ll)  und  eine  analoge,  die  sich  auf  ein 
allgemeineres  Attraktionsgesetz  bezieht,  ist  genau  so  von  Dirichlet 
gegeben  worden.  Die  Arbeiten  von  Laplace,  Ivory,  Gauß,  Chasles 
und  Dirichlet  sind  neuerdings  von  Wanger  in  in  Ostwalds  Klassikern, 
Bd.  19,  deutsch  herausgegeben.  Über  die  frühere  Geschichte  des 
Problems  vgl.  Todhunter,  History  of  attraction  and  ihe  figure  of 
ihe  earth^  London  1873,  und  für  die  neuere  Litteratur  Bacharach, 
Geschichte  der  FotentialÜieorie,  Göttingen  1883.  Vgl.  außerdem  die 
oben  angeführten  Vorlesungen  von  Dirichlet  über  Potentialtheorie; 
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Thomson  und  Tait,  vol.  2,  p.  43;  Bouth,  AnaXyticdl  Stades,  voL  2; 
Ohasles,  Aper^  hisforique  sur  le  ddveloppemnü  des  ni6tkodes  in 
geomStriej  p.  163 — 168;  Beltrami  8uUa  teoria  delVoMrazione  degli 
eUissoidiy  Memorie  della  B.  Accademia  di  Bologna  (4)  t.  1,  p.  572 
(1880). 

6.  Allgemeine  Lehrs&tse  Aber  das  PotentiaL 

a)  Rührt  das  Potential  von  Massen  her,  die  alle 
außerhalb  einer  Engel  mit  dem  Mittelpunkt  0  und 
dem  Radius  a  liegen,  so  wird  der  Wert  Fq  des  Poten- 
tials in  0  ausgedrückt  durch  ein  über  die  Kugelober- 
fläche erstrecktes  Integral 


n 


^  S  fvd6, 


d.  h.  durch  das  Mittel  aus  den  Werten  des  Potentials 
in  den  Punkten  der  Kugeloberfläche. ^) 

In  der  Tat,  ist  F«  ^  —  der   allgemeine   Ausdruck   für 

das  Potential,  so  wird  das  über  die  Kugelfläche  erstreckte 
Integral 

Aber    /  —  ist  das  Potential  eines  über  die  Kugel  ausgebreiteten 

gleichförmigen  Massenbelegs  von  der  Dichte  1.  Das  Potential 
eines  solchen  Massenbelegs  ist  gleich  dem  Potential  der  in 
dem  Kugelmittelpunkt  konzentrierten  Gesamtmasse,  die  hier 
4^a'  ist.  Nennen  wir  also  q^  den  Abstand  des  Kugelmittel- 
punktes 0  von  der  Masse  m^j  so  wird 


/ 


Vd6  ^^m,-''-  -  Ajta^r^. 


b)  Bezeichnet  bei  einer  gewissen  Massenverteilung 
M  die  Summe  der  von  einer  geschlossenen  Fläche  6 
umgrenzten  Massen    und  F  die  Attraktionskraft,  die 

1)  Gauß,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  au f  die  im  verkehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Ansiehungs-  und 
Ahstoßungskräfte  (1840),  Werke  Bd.  6,  S.  200  (Ostwalds  Klassiker  Kr.  S, 
8.  80). 
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diese  Massen  in  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes 
auf  die  Masse  Eins  ausüben,  endlich  n  einen  Ein- 
beitsyektor,  der  zu  der  Fläche  ö  normal  und  nach 
innen  gerichtet  ist,  so  hat  man 

fFxndö^^jcM.^)  (13) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  drückt  den  Eraffcfluß  aus,  der 
in  die  Fläche  6  eintritt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  einer  einzigen  Masse  Jf, 
die  in  einem  Punkte  P  außerhalb  6  liegt.  Durch  P  ziehen 
wir  eine  Gerade,  die  6  in  wenigstens  zwei  Punkten  A'y  A" 
trifiFt.  Wir  nennen  r  die  von  P  ausgerechneten  Entfernungen; 
das  von  der  Masse  M  herrührende  Potential  ist  dann 

mithin  wird  Fig.  ss. 

JF—  grad  F -=  —   ^  grad  r 

und  daraus  finden  wir  für  die  Kräfte  in  A!  und  A'\  die  wir 
F'  und  F"  nennen, 

,  _  _  3f  (^' -  p)        „  _  __  m{a:'  -_p) 

wobei  r'  «  mod  {A'  -  P),  r"  =  mod  (A"  —  P).  Wir  nennen 
dfs'  ein  Flächenelement  um  A'\  ist  dm  das  entsprechende  Ele- 
ment der  Einheitskugel  um  P,  so  wird 

da  A'  —  P  und  n'  an  der  Eintrittsstelle  einen  spitzen  Winkel 
bilden.  Ist  dagegen  d6"  das  zu  demselben  dm  gehörende 
Flächenelement  um  A'\  so  wird 


d6"  -  - 


"•dco 


(^"  — P)xn" 
Infolgedessen  wird  das  Produkt  F'  xn'  d6'  für  die  Eintritts- 


1)  Gauß,  AWgem.  LehraäUe  Art.  28,  Ostwalds  Klassiker  Nr.  8,  S.  38. 
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stellen  der  von  P  ausgehenden  Elenientarkegel  entgegengesetzt 
gleich  den  entsprechenden  Produkten  F^'xn"d6"  für  die 
Austrittsstellen.  Wenn  also  die  Masse  M  außerhalb  6  li^t, 
80  wird 

fpxndö^O.  (14) 

Liegt  hingegen  der  Punkt  P  im  Innern  von  tf,  so  werden 
die  beiden  erwähnten  Produkte  gleich  und  von  positiyem  Vor- 
zeichen.    Ihr  gemeinsamer  Wert  ist  MdtOy  also  folgt 

fPx  ndfS^  Mfdfo  —  ^xM. 

Dasselbe  gilt  auch  für  mehrere  Massen  und  damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

c)  Wenden  wir  jetzt  auf  die  Gleichung  (13)  das  Divergenz- 
theorem  an  und  nehmen  an^  daß  die  Massen  in  dem  Ton  tf 
umschlossenen  Raumteil  r  kontinuierlich  mit  del*  Dichtigkeit  ft 
ausgebreitet  sind^  so  finden  wir 

y  dir  Fdx  =«  —  4ä  ^  ^  rfr.' 

Diese  Beziehung  gilt,  welches  auch  der  Kaumteil  x  sei,  also 
ergibt  sich:  In  jedem  Punkte  des  von'anziehenden  Massen 
erfüllten  Feldes  ist 

div  JP—  —  4ä^, 

in  dem  von  Massen  freien  Felde 

div  F^Q. 

Erinnern  wir  uns  schließlich,  daß 

divJP'-divgrad  V '-^  JV, 

so  zeigt  sich:  die  Newtonsche  Potentialfunktion  genügt 
in  jedem  Punkte  des  von  Massen  erfüllten  Feldes  der 
Differentialgleichung 

JV 4;rft,  (15) 

in  jedem  Punkte  des  von  Massen  freien  Feldes  da- 
gegen der  Gleichung 

^F-O.  (16) 
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Die  erste  heißt  die  Poissonsche^  die  zweite  die  Laplace- 
sclie  Gleichung. ^) 

d)  Die  Potentialfunktion  kann  in  dem  von  Masse 
freien  Raum  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
besitzen.') 

Wenn  nämlich  in  einem  Punkte  P  der  Wert  Ton  V  ein 
Maximum  wäre,  so  könnten  wir  um  P  eine  hinreichend  kleine 
Kugel  konstruieren,  die  keine  Masse  einschließt,  die  Funktion 
V  nimmt  dann  7on  P  aus  nach  einem  Punkte  Q  der  Kugel 
hin  ab  und  die  Kraft  in  Q  ist  demnach  yon  P  nach  Q  ge- 
richtet,  also  wird  Fx  n  immer  negativ  und  die  Gleichung  (14) 
kann  für  die  Oberfläche  der  Kugel  nicht  erfüllt  sein.  Ahnlich 
verläuft  der  Beweis,  wenn  wir  statt  des  Maximums  ein  Mini- 
mum annehmen. 

Wenn  wir  indessen  die  Art  der  Verschiebung  beschränken, 
z.  B.  den  Punkt  P  derart  auf  eine  Kurve  wandern  lassen,  daß 
er  keine  Massen  trifft,  so  kann  es  sehr  wohl  geschehen,  daß 
für  einzelne  Punkte  V  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Punkte,  in  denen  P  in  stabilem  Gleichgewichte  wäre, 
müßten  einem  Maximum  von  V  entsprechen,  also  kann  für 
keinen  Punkt  stabiles  Gleichgewicht  vorhanden  sein.') 


1)  Laplace,  Memoire  sur  la  theorie  de  Vanneau  de  Satume,  Me- 
moires  de  rAcad^mie  des  Sciences  de  Paris  1787,  p.  249,  CBavres  t.  XI, 
p.  278.  Poiason,  Eemarques  sur  une  iquatipn  qui  se  presente  dans  la 
th^arie  des  attractions  des  spherotdes,  Nouveau Bulletin  de  la  Soc.  philo- 
mathique  de  Paris,  vol.  8,  p.  888  (1813).  Des  Weiteren  vgl.  man,  die  Be- 
Btimmung  der  Funktion  durch  ihre  Differentialgleichung  und  ihre  Stetig- 
keit betreffend,  Lejeune-Dirichlet,  Journal  für  Math.  Bd.  32  (1846), 
S.  80,  Werke  Bd.  2,  S.  10.  Unter  den  neueren  zusammenfassenden  Dar- 
stellungen vgl.  man  außer  den  in  §  1  genannten  Werken:  Kroneckers 
Vorlesungen,  1.  Band:  Vorlesungen  über  Integrale,  Leipzig  1894;  Mar- 
colongo,  Teoria  matematica  dello  equilibrio  dei  corpi  elastici,  Milano 
1904,  Cap.  II. 

2)Stoke8,  On  attractions  and  on  CJairaut*s  theorem,  Cambridge 
and  Dublin  math.  Journal  vol.  IV,  p.  194  (1849),  Math,  and  phys.  Papers, 
Vol.  II,  p.  104  (Prop.  X). 

3)  Earnshaw,  On  ihe  nature  of  the  mokcular  forces  etc.,  Trans- 
actions  of  tho  Cambridge  Philos.  Society  vol.  VII,  p.  97  (1842). 
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e)  Ist  eine  Masse  flächenhaft  ausgebreitet,  so  er> 
leidet  beim  Durchgang  durch  diese  Fläche  6  die  Deri- 
vierte  von  V  nach  der  Flächennormalen  einen  plötz- 
lichen Zuwachs  von  4;r£^  wenn  c  die  Flächendichte  des 
Massenbelages  bedeutet  und  der  Durchgang  in  dem 
Sinne  erfolgt,  den  man  der  Normalenrichtung  gibt. 

Zum  Beweis  haben  wir  nur  den  Satz  b)  auf  einem  Zylin- 
der anzuwenden,  dessen  Seitenlinien  senkrecht  zu  der  Fläche  6 
und  unendlich  kurz  gegen  die  selbst  sehr  kleine  Grundfläche 
dts  des  Zylinders  sind.  Der  Kraftfluß  durch  die  Oberfläche 
des  Zylinders  reduziert  sich  dann  auf  die  zwei  Bestandteile 

JF;+  d6  und  -  F^-  dtf, 

wenn  wir  durch  das  -f  und  —Zeichen  die  Komponenten  der 
Kraft  auf  beiden  Seiten  der  Flächen,  nach  derselben  Normalen- 
richtung n  genommen  kennzeichnen,  und  zwar  nehmen  wir  + 
da,  wo  die  Normalenrichtung  nach  dem  Äußeren  des  Zylinders 
geht.     Es  ergibt  sich  dann 

und  somit 

/dV\        /dV\ 


(57i)^-feL ^*^' 


wenn  wir  mit  n  auch  die  auf  der  Normalen  abgetragenen 
Längen,  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der  anderen  negativ 
gerechnet,  bezeichnen. 

Übungsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Die  Anziehung  einer  homogenen  kreisförmigen 
Scfieibe  auf  einen  Punkt  F,  der  senkrecht  über  ihrem  Mittelpunkte  0 
liegt,  zu  bestimmen, 

Auflösung.  Wir  zerlegen  die  Scheibe  in  konzentrische,  unend- 
lich schmale  Ringe.  Sei  r  der  Radius  eines  dieser  Ringe,  dr  seine 
Breite,  Q  ein  Punkt  auf  ihm,  sei  femer  e  die  Dichtigkeit  des  Flftchen- 
belags,  so  wird  das  Potential  dieses  Ringes,  da  die  Masse  des  Ringes 

2  7t  er  dr  ist,  gleich 

2n6rdr 
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Es  wird  aber,  wenn  PO  «  p  ist, 


PQ  -  vy  +  r*, 

also  das  Potential  des  Ringes 

27t(rdr 

Durch  Integration  ergibt  sich  für  das  Potential  der  ganzen 
Scheibe,  wenn  a  der  Radius  des  Kreises  ist, 

a 
0 

daraus  finden  wir  für  die  in  die  Richtung  des  Lotes  fallende  Kraft 

2.  Aufgabe.  Die  Anziehung  eines  gleichförmig  mit  Masse  er- 
füllten^  geraden  Kreiszylinders  auf  einen  Fwnkt  seiner  Achse  zu  be- 
stimmen. 

AuflÖBung.  Es  habe  der  Grandkreis  des  Zylinders  den  Ra- 
dius a,  l  sei  die  Länge  des  Zylinders,  und  es  seien  r^  und  r,  die  Ab- 
stände des  angezogenen  Punktes  P  von  den  begrenzenden  Kreisen 
des  Zylinders,  p  -{■  l  sein  Abstand  von  der  Ebene  des  Grundkreises, 
also  p  sein  Abstand  von  der  Ebene  des  zweiten  begrenzenden  Kreises. 
Liegt  dann  P  außerhalb,  so  zerlegen  wir. den  Zylinder  in  unendlich 
viele  kreisförmige  Scheiben  von  der  Dicke  dz^  deren  Flächendichtig- 
keit i^dz  wird,  wenn  ft  die  Volumdichtigkeit  des  Zylinders  ist,  und 
finden  durch  Litegration  der  Endformel  der  vorigen  Aufgabe,  indem 
wir  mit  z  den  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Ebene  der  variablen 
Kreisscheibe  bezeichnen,  für  die  Anziehung,  welche  natürlich  in  die 
Zylinderachse  fällt. 


F^2na  C\ l  ^ --.Lz.J}dz 


«  2;r^  [;  -  y{p  +  ly  +  a»  +  Yp^  +  a«] 
«  2n(i[l  +  ri  —  r,]. 

Bei  der  Anziehung  eines  inneren  Punktes  beachten  wir,  daß  ein 
Zylinder  auf  einen  Punkt  in  seinem  Schwerpunkt  keine  Anziehung 
ausübt.  Ist  also  jetzt  p^  der  Abstand  des  angezogenen  Punktes  von 
der  oberen  Kreisfläche  des  Zylinders,  und  dieser  <  1/2,  so  haben  wir 
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nur  die  Anziehung  eines  Zylinders  von  der  Höhe  ^^  »  2  —  2j)^  zu 
berücksichtigen,  von  dessen  Grundfläche  der  angezogene  Punkt  den 
Abstand  l  —  i>i  —  ^i  +  l'i  hat.  Lassen  wir  also  die  Bedeutung  Ton 
r^  und  r^  ungeändert,  so  ergibt  sich  aus  der  vorigen  Formel  sofort 
die  Anziehung 

8.  Aufgabe.  Das  PoteniuU  einer  homogenen  ebenen  Flotte  eu 
finden. 

Auflösung.  P  sei  der  potenzierte  Punkt,  0  der  Fußpunkt  des 
aus  ihm  auf  die  ebene  Platte  gefällten  Lotes,  PO  ^^  hj  Q  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Platte,  PQ  =»  p,  da  ein  Oberflächenelement  um 
Qj  do)  das  Oberflächenelement,  welches  der  das  ebene  Flächen  dement 
dö  aus  P  projizierende  Kegel  aus  der  mit  dem  Radius  1  um  P  be- 
schriebenen Kugel  ausschneidet  und  g)  der  Winkel  OPQ  oder  der 
Winkel,  den  r/co  mit  der  Ebene  der  Platte  bildet,  dann  wird  die 
Komponente  der  Anziehung  dieses  Plattenelementes  nach  PO^  wenn 
s  die  Flächendichtigkeit  bezeichnet, 

«-y  COS  9  «»•  €  da  cos  9>, 

also  gleich  der  mit  $  multiplizierten  Projektion  des  Oberflächenele- 
mentes der  Einheitskugel  auf  die  Ebene  der  Platte.  Führen  wir 
dies  für  alle  Flächen  demente  der  Platte  aus,  so  erhalten  wir  für 
die  Komponente  der  Gesamtanziehung  nach  PO  die  mit  b  multipli- 
zierte Fläche  (js),  die  wir  bekommen,  wenn  wir  die  Projektion  der 
Platte  aus  dem  Punkte  P  auf  die  Einheitskugel  wieder  auf  die  Ebene 
der  Platte  senkrecht  zurückproji zieren. 

Wir  wollen  nun  das  Potential  der  Platte  selbst  berechnen. 
Führen  wir  in  der  Ebene  der  Platte  für  0  als  Ursprung  Polarkoordi- 
naten r,  0  ein,  so  wird  q  «  Yh^  -f"  ^*  und  das  Potential 

"-ff XI-  -  •fßy^'-^'  -  •/(*  -  »)"•• 

wenn  wir  mit  B  die  Entfernung  eines  Bandpunktes  der  Platte  von 
P  bezeichnen  und  die  letzte  Integration  um  den  Rand  der  Platte  er- 
strecken. 

Für  die  Komponente  der  Kraft  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte 

ergibt  sich,  da  R^  =  r^  +  /«',  also  ^,-  —  ^  , 


und  dies  wird  =  —  £  •  (ö). 


dV 
dh 
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Anderseits  ist 

12  —  Ä  -  -^  +  Ä  ("1^  -  l)     und  r^dO  =  qds, 

wenn  ds  das  Linienelement  des  Randes  und  q  die  Länge  des  auf  die 
Tangente  des  Bandes  aus  0  gef&llten  Lotes  bezeichnet.  So  erhalten 
wir 


6 


St  -*•■«• 


Ist  die  Platte  ein  Polygon  und  nennen  wir  Fj,  Fj, .  .  .  die 
Potentiale  ihrer  mit  der  Dichtigkeit  1  belegten  Seiten,  ^d  9s«  •  •  • 
die  Abstände  des  Punktes  0  von  diesen  Seiten,  so  wird 

y-^[^i  Fl  +  9,  F,  + Ä  .  (tf)]. 

4.  Aufgabe.  J)ie  Anziehung  eines  geraden,  homogenen  Stabes 
von  verschwindenden  Querdimensionen  eu  bestimmen. 

Auflösung.  Man  beschreibe  um  den  angezogenen  Punkt  P  in 
der  Ebene,  die  ihn  mit  dem  Stab  AB  verbindet,  einen  Kreis,  der 
die  Gerade  AB  in  0  berührt;  A^  B^  seien  die  Punkte,  welche  die 


Fig.  tL 

Strecken  PA  und  PB  aus  diesem  Kreise  ausschneiden.  Man  be- 
zeichne mit  Q  einen  beliebigen  Punkt  des  Stabes,  mit  dx  ein  Linien- 
element des  Stabes,  das  Q  enthält,  mit  x  dx  die  Masse  dieses  Linien- 
elementes. Nennt  man  noch  p  die  Länge  des  Lotes  PO,  0  den 
Winkel  OPQ^  so  wird  die  Anziehung  jenes  Massen elementes 

«dx  :  PÖ«  -  xj,cl  tang  <? : -^^V  =  ?'^f , 

also  ebenso  groß  wie  die  Anziehung  der  in  der  gleichen  Dichtigkeit 
mit  Masse  belegten  Projektion  von  dx  auf  den  Kreis  aus  seinem 
Mittelpunkte  P     Wir  können  also  für  die  auf  den  Punkt  P  ausge- 
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übte  Anziehung  den  Stab  AB  ersetzen  durch  seine  Projektion  A^B^ 
aiif  den  Kreis,  wenn  wir  diese  in  der  gleichen  Dichtigkeit  mit  Masse 
belegen.  Die  Resultante  dieser  Anziehung  muß  nun  in  die  Halbie- 
rungslinie des  Winkels  ÄPB »  a  fallen;  die  in  diese  Richtung 
fallende  Komponente  der  Anziehung  des  Linienelementes,  dessen  Ver- 
bindungslinie mit  P  gegen  diese  Halbierungslinie  den  Winkel  9  ein- 
schließt, wird  aber,  da  (20  »  dg)  ist, 

%dtp 

cos  00 

P  ^ 

und  wir  finden  die  Gesamtanziehung,  wenn  wir  von  tp  =^  —  ^a  bis 
9  ««  -f  -J-  a  integrieren,  in  der  Form 

i2«ysin|a.  (a) 

Da  die  Richtung  der  Kraft  den  Winkel  APB  halbiert,  berfihrt  sie 
eine  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  Ä  und  B  sind,  und  jede  solche 
Hyperbel  muß  in  allen  ihren  Punkten  von  der  Richtung  der  Kraft 
berührt  werden.  Diese  Hyperbeln  bilden  also  in  der  Ebene  die  Kraft- 
linien, und  die  Linien  gleichen  Potentials  sind  die  zu  diesen  Hyper- 
beln orthogonalen  Ellipsen,  die  Ä  und  B  zu  Brennpunkten  haben. 
In  allen  Punkten  einer  solchen  Ellipse  ist  mithin  das  Potential  das- 
selbe, und  wir  können,  um  es  zu  bestimmen,  insbesondere  den  einen 
Endpunkt  E  oder  E^  der  großen  Achse  als  den  potenzierten  Punkt 
wählen.  Rechnen  wir  die  Abszissen  von  der  Mitte  des  Stabes  AB 
aus  und  setzen  AB  -»  2e,  EE  »2  a,  so  finden  wir  für  den  Wert 
des  Potentials  sofort 


-/.' 


ndx            ,       a  +  e 
,    -  =  X  log 


—0 


Nach  der  Grundeigenschaft  der  Ellipse  muß  aber,  wenn  wir  für 
einen  beliebigen  Ellipsenpunkt  P  die  Abstände  PA  ■«  r^ ,  PB  «  r, 

setzen, 

werden,  also  ergibt  sich  endlich 

^-»«log^^l+l^.  (b) 

Die  Niveauflächen  des  Potentials  im  Räume  entstehen,  indem  man 
die  konfokalen  Ellipsen  um  den  Stab  rotieren  läßt,  es  sind  also  kon- 
fokale  Rotationsellipsoide. 

Ist  der  Stab  nach  beiden  Seiten  ins  unendliche  ausgedehnt,  so 
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wild  a  »•  TT,  sio  -^  — ■  1,  also  ergibt  sich  aus  (a)  sofort  die  Anziehung 

P 

Die  Bichtung  dieser  Kraft  muß  den  gestreckten  Winkel  a,  dessen 
Schenkel  nach  den  unendlich  fernen  Endpunkten  des  Stabes  hinlaufen, 
halbieren,  also  ist  die  Kraft  senkrecht  zu  dem  Stabe  selbst  und  auf 
ihn  zu  gerichtet.  Ihre  Größe  ist,  wie  man  sieht,  dem  Abstände  des 
angezogenen  Punktes  von  dem  Stabe  umgekehrt  proportional 

6.  Aufgabe.  Das  Fötenlial  eines  unendlich  dünnen  Hamöoids^ 
das  die  Form  eines  verlängerten  Rotationsellipsoids  hat^  für  einen  inne- 
ren Punkt  ßu  finden. 

Anflöanng.  Das  Potential  wird  gegeben  durch  die  Formel  (2), 
in  der  jetzt  a  »  2)  (c  >>  a)  zu  setzen  ist.  Es  wird  also ,  wenn  wir 
A  —  1  annehmen, 


1       r      .      du 


für  t  —  ]/c*  +  «*?  e*  «  c*  —  a*  ergibt  sich  daraus 

00 

TT SM  r     dt  m  .      e  +  e 

^     ""J  i* --7' -  ie^°S cl-y 

c 

Denken  wir  uns  die  Masse  des  Homöoids  kontinuierlich  auf  der 

Strecke  zwischen  seinen  Brennpunkten  A^  B^  welche  den  Abstand  2  e 

haben,  ausgebreitet,  so  wird  die  Dichtigkeit  dieses  linienfÖrmigen 

Massenbelages 

m 

# 

Für  einen  Punkt  P  des  Homöoids  wird  aber,  wenn  wir  PA  —  r, , 
PB  =  r,  setzen, 

r^-\'r^^  2c, 

und  so  können  wir  auch  schreiben 

7  =  H  log  -^-^-  2e  , 

wobei  wir  das  Potential  direkt  auf  den  Punkt  P  auf  der  Innenseite 
des  Homöoids  beziehen  können.  Dieser  Wert  stimmt  aber  überein 
mit  dem  Potential  eines  Stabes  A  B  von  der  Liniendichtigkeit  x,  also 
ist  das  Potential  des  Homöoids  dasselbe,  als  wenn  man  seine  Masse 
auf  der  Strecke  zwischen  den  Brennpunkten  gleichförmig  ausbreitete. 
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6.  Aufgabe.  Die  Anziehung  eines  dbgeplaUeten  Botatianseüip' 
soides  (Sphäroids)  für  einen  Punkt  seiner  Oberfläche  jsu  finden. 

AuflösoDg.  Wir  gehen  davon  fins,  daß  sich  für  einen  Punkt 
auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  nach  den  früher  gefundenen  For- 
meln die  folgenden  Werte  fElr  die  Anziehungskomponenten  ergeben, 
wenn  wir  die  Dichtigkeit  ^  =  1  annehmen, 


a(a«)'     *     """^  ""^'a  a*)'    "^     '"'""•'acc») 

Der  Wert  des  Integrales  /  ist  hier 


OD 

0 


oder  für  t  —  Ye*  +  u,  a>c 


OB 


Dieses  Integral  ist  sofort  auszuführen,  es  ergibt  sich 

wofür  wir  auch,  wenn  wir 

Vä«  -  c«  e 

-  o«      =^  sm  y,        -  =  cos  y 

machen,  schreiben  können 

a  Biny 

Bechnen  wir  nun  die  Derivierten  von  J  nach  a',  c'  aus,  so  ergibt 

sich 

23rxco8y.          i    •     o  \     v            2«yco8y,  t    •     o  \ 

^^~      gÄ»7-(y-^sin2y),   Y _5L__Z(y  _.  ^g^  2y), 

^--^-^J^^y^Ctangy-y) 

(Gauß,  Theoria  atiractionis  etc.,  Art.  14). 

Die  ersten  beiden  Komponenten  vereinigen  sich  zu  einer  Kraft, 
die  senkrecht  zur  Rotationsachse  ist  und  den  Wert  hat 

i2  = .  ,        (y  — -S-sin  2y), 
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wenn  r «—  yo^  +  y*  dei^  Abstand  des  Punktes  von  der  Rotations- 
achse bedeutet.' 

7.  Aufgabe.  Bit  Anziehung  eines  nach  beiden  Seiten  unendlich 
ausgedehnten,  homogenen  hohlen  Kreiszylinders  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Anziehung  verschwindet  für  einen  Punkt  im 
Innern.  Für  einen  Punkt  im  Äußeren  zerlegen  wir  den  Hohlzylinder, 
den  wir  uns  zunächst  unendlich  dünn  denken,  in  unendlich  schmale 
Streifen  und  können  dann  die  Anziehung  eines  Streifens,  dessen  Masse 
dm  sei,  nach  der  vierten  Aufgabe  finden.  Hiernach  zeigt  sich,  daß 
die  Anziehung  des  Kreiszjlinders  dieselbe  ist,  die  ein  Kreis  auf  einen 
Punkt  seiner  Ebene  ausübt,  wenn  die  Anziehung  nicht  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung,  sondern  der  Entfernung 
selbst  ist. 

Wir  verfahren  dann  genau  analog,  wie  bei  der  Hohlkugel.  Wir 
nehmen  in  der  Ebene  außer  dem  angezogenen  Punkt  P  einen  Punkt 
Q  auf  der  Verbindungsstrecke  von  P  mit  dem  Mittelpunkte  M  des 
Kreises  an,  derart,  daß  MP  -  MQ  ^  a\  nämlich  gleich  dem  Qua- 
drate des  Kreisradius  wird,  und  zerlegen  den  Kreis  durch  Strahlen, 
die  durch  Q  gehen.  Sind  dann  durch  zwei  den  unendlich  kleinen 
Winkel  dca  einschließende  solche  Strahlen  zwei  Stücke  aus  dem 
Kreise  ausgeschnittene  und  A,  A'  zwei  Punkte  auf  diesen  Stücken,  so 
werden  die  Anziehungen,  die  von  diesen  Stücken  wieder  einander 
gleich,  weil  AQ.AP^MAx  MP  ^  A'Q:  A'P  ist  und  folglich, 
wenn  a  wieder  den  Winkel  MAQ  »  Winkel  MA'Q  und  x  die  Dich- 
tigkeit des  Belages  bezeichnet, 

AQ    da MA    dfa_  ^     ^'ö  _^^ 

AP  008  a  MP  cofl  a  A'Pco%ol 

wird,  und  die  beiden  Elemente   liefern   zusammen   eine  Anziehung, 

die  längs  VM  wirkt  und   die  Größe   x— ^p    hat.     Die  Oesamtan- 

ziehung  ist  also  dieselbe,  als  wenn  die  gesamte  Masse  im  Mittelpunkte 
M  konzentriert  wäre,  und  es  ergibt  sich  für  den  Kreiszjlinder,  daß 
er  auf  einen  äußeren  Punkt  ebenso  wirkt,  als  ob  seine  ganze 
Masse  gleichförmig  über  seine  Achse  ausgebreitet  wäre. 

8.  Aufgabe.  Nachzuweisen,  daß^  wenn  ein  beliebiger^  nach  bei- 
den Seiten  unindlich  ausgedehnter  Zylinder  so  mit  Masse  erfüllt  ist, 
daß  die  Dicfitigkeit  (i  in  allen  Punkten  liner  zu  seinen  Seitenlinien 
parallelen  Geraden  immer  dieselbe  ist^  alle  senkrecftten  QuerschniUe 
des  Zylinders  also  dieselbe  Massenverteilung  zeigen,  die  Anziehung 
zurückgeführt  werden  kann  auf  ein  Potential 

W  —  —  /  B  log  r  döj 

MaroolOBgo:  theorat.  Meohanik.  II.  17 
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für  e  »  2^,  wobei  die  Integration  iSiher  den  Schnitt  a  des  Zylinders 
mU  der  durch  den  angezogenen  Ptmkt  gelegten  QtierschniUsebene  ij  eu 
er  sirecken  ist  und  r  den  Abstand  eines  Elementes  da  dieses  Schnittes 
von  dem  angezogenen  Punkt  P  bedeutet.  Ferner  zu  zeigen,  daß  in 
der  Ebene  ij  für  beliebige  rechtwinklige  Koordinaten  die  Gleichung 

erffUlt  ist. 

Auflösung.  Es  ergibt  sich  bei  der  Differentiation  nach  irgend 
einer  Richtung  s 

Danach  ist  dies  wirklich  die  Komponente  der  ausgeübten  Anzieliimg 
nach  der  Richtung  s,  denn  der  ganze  Zylinder  setzt  sich  zusammen 
aus  unendlich  dünnen  Streifen  von   dem  Querschnitt  da  und  der 

Liniendichte  fidc^  deren  Anziehung  gleich  — —  wird  und  in  die 

Richtung  von  r  fftllt. 

Die  Differentialgleichnng  aber  ist  erfüllt,  weil  W  das  gewöhn- 
liche Potential  der  wirkenden  Kräfte  und  von  z  unabhängig  ist.  Eine 
solche  Funktion  W  heißt  logarithmisches  Potential,  und  ist  in 
der  Ebene  dem  Newtonschen  Potential  im  Räume  vollkommen  analog. 

0.  Aufgabe.  Zu  zeigen,  daß  der  Wert  V^  des  Potentials  in 
einem  Punkte  0  durch  die  Werte  V  des  Potentials  in  den  Punkten  P 
einer  beliebigen  geschlossenen  Oberfläche  a,  die  alle  Massen  des  Systems, 
aber  nicht  den  Punkt  0  umschließt,  gegeben  wird  vermöge  der  Formel 

a 

wobei  OP  ^^  r  gesetzt  ist  und  n  die  nach  außen  geachtete  Normale 
der  Oberfläche  bedeutet,  so  daß  n  x  dP  =  dn. 

Auflösung.  Man  erhält  die  Formel,  indem  man  yon  dem 
Greenschen  Satze  (I.  Band,  S.  42) 

ausgeht,  wobei  man  für  t'  den  Raum  innerhalb  einer  Kugel  mit  un- 
endlich großem  Radius  mit  Ausschluß  des  von  der  Oberfläche  a  um- 
schlossenen Raumes  und  einer  sehr  kleinen  Kugel  um  0  wählt,  für  a' 

die  Gesamtoberfläche  Ton  r'  und  CT«—  —  nimmt. 
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Auf  der  rechten  Seite  wird  dann  für  alle  Punkte  des  Baumes  x' 


^7-0     und  .iD'-^— —  0.  ' 

r 

Auf  der  linken  Seite  ergibt  sich  zunftchst  das  Integral,  daS  sich  über 
die  Oberfläche  o  erstreckt.  Bei  der  Integration  Über  die  Eugelober- 
fläche  wird,  wenn  q  der  Badius  dieser  Kugel  ist, 

j^       \       du      ^T      ^-J  1        ,  , , 

also  wird  dieser  Bestandteil 


Geht  man  zur  Grenze  (^  »  0)  über,  so  verschwindet  das  zweite  Glied 
in  der  Klammer  gegen  das  erste,  V  wird  Y^  und  tritt  vor  das  Inte- 
gralzeichen und  das  Integral  /  doo  ist  über  die  Fläche  der  Einheits- 
kugel zu  erstrecken,  also  »  4n;. 

Das  Integral  über  die  unendlich  ferne  Kugel  verschwindet,  denn 
es  wird  analog  wie  das  vorige 

wenn  B  den  unendlich  großen  Badius  bezeichnet,  und  hierin  wird 
F  =»  0  und  jB  ^p  «=  0,  weil  die  Derivierten  von  V  wie  ^  verschwin- 
den sollen,  also  ist  in  der  Tat  das  ganze  Integral  Null. 
So  aber  erhalten  wir 


/( 


/( 


y-^-^^ldc-4.nV,~0, 


dn         r  dn 
a. 

d.  h.  die  zu  beweisende  Formel. 

Für  das  logarithmiscbe  Potential  W  wird  diese  Formel  analog, 

wenn  in  der  Ebene  eine  geschlossene  Kurve  s  angenommen  wird,  die 

alle  Massen  umschließt, 

wobei  Wq  sich  auf  einen  außerhalb  s  liegenden  Punkt  0  bezieht. 

10.  Aufgabe.  Eine  gegebene  homogene  Masse  so  zu  formen^ 
daß  sie  auf  einen  bestimmten  Punkt  P  an  ihrer  Oberfläche  eine  mög- 
lichst große  Anziehung  ausübt. 

17* 
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AnflÖBUng.  Wir  lassen  von  dem  angezogenea  Punkte  ^  Ele- 
mentarkegel  mit  gleicher  Öffnung  ausgehen  und  benutzen  den  folgen- 
den einfachen  Grundsatz:  Wenn  man  am  Ende  eines  Kegels  eine 
Masse  hinzufUgt,  so  vergrößert  man  seine  Anziehung,  nimmt  man 
eine  Masse  weg,  so  verkleinert  man  sie. 

Wir  fassen  nun  zunächst  die  Kegel  ins  Auge,  die  mit  der  resul- 
tierenden Anziehungskraft  gleiche  Winkel  einschließen.    Wenn  dann 
ein  Maximum  vorhanden  ist,  so  darf  die  Anziehung  nicht  geändert 
werden,  indem  man  ein  Massenelement  vom  Ende  eines  Kegels  weg- 
nimmt und  am  Ende  eines  anderen  Kegels  hinzufügt.     Dies  ist  aber 
nur  dann  der  Fall,  wenn  alle  die  Kegel  gleiche  Länge  haben,  denn 
die  Größe  der  Anziehung  eines  Massenteilchens  ist  bestimmt  durch 
seine  Entfernung  von  dem  angezogenen  Punkte.     Die  Begrenz angs- 
fläche  des  Körpers  muß  deshalb  eine  Botationsfi&che  sein,  deren  Achse 
die  Wirkungslinie  der  Resultante  ist.    Denn  sind  die  Radienvektoren, 
die  von  P  ausgehen  und  mit  der  Resultante  gleiche  Winkel  bilden, 
alle  gleich  lang,  so  sind  auch  ihre  Endpunkte  von  der  Linie  der 
Resultante  alle  gleich  weit  entfernt. 

Wir  fassen  darauf  zwei  Elementarkegel  ins  Auge,  die  in  eine 
Meridianebene  der  Rotationsfläche  fallen  und  verschiedene  Winkel 
mit  der  Resultante  bilden.  Die  Bedingung  des  Maximums  fordert 
dann  wieder,  daß  die  Anziehung  nicht  geändert  wird,  wenn  wir  ein 
Massen element  dm  am  Ende  des  einen  Kegels  wegnehmen  und  am 
Ende  des  anderen  Kegels  hinzufügen.  Dies  ist  aber  nur  dann  der 
Fall,  wenn  die  Komponente  der  Anziehung  des  Massen elementes  dm 
am  Ende  des  einen  Kegels  gleich  ist  der  entsprechenden  Komponente 
für  das  gleiche  Massenelement  am  Ende  des  anderen  Kegels.  Nennen 
wir  also  r  die  Länge  des  Kegels,  q>  den  Winkel,*  den  er  mit  der  Re- 
sultante, d.  h.  der  Rotationsachse  bildet,  so  muß 

— ,-  cos  9>  =  konst. 

oder  .2  «««  ^ ^1 

c  cos  ^  =  r 

sein,  wenn  c  eine  Konstante  bedeutet.  Dies  aber  ist  sofort  die  Glei- 
chung für  die  Meridiankurve  der  gesuchten  Fläche  in  Polarkoordi- 
naten. In  kartesischen  Koordinaten  wird  sie,  wenn  P  der  Ursprung 
und  die  Rotationsachse  die  rc- Achse  ist, 

und  damit  wird  die  Gleichung  der  Rotationsfläche  selbst 

c^x"  -  (x*  -f  1/*  +  z^y. 

Sie  ist  also  von  der  vierten  Ordnung  und  gehört  zu  den  sogenannten 
Zykliden.  


DRITTER  TEIL 


MECHANIK  DER 
DEFORMIERBAREN  KÖRPER 


\ 


Siebentes  Kapitel. 
Kinematik  der  deformierbaren  KSrper. 

1.  Infinitesimale  Defonnation  eines  nnendliob  kleinen 
Bereichs.  Bis  jetzt  haben  wir  uns  aaf  die  Betrachtung  starrer 
Korper  beschränkt;  aber  in  der  Natur  finden  sich  Körper  (wie 
z.  B.  eine  Flüssigkeitsmenge,  ein  elastischer  Körper),  die  unter 
der  Einwirkung  gewisser  Kräfte  sich  deformieren,  so  daß  der 
Abstand  zweier  Punkte  und  der  Winkel  zweier  Geraden  sich 
yenLndert. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  solchen  deformierbaren  Kör- 
pern beschäftigen  und  zunächst  versuchen,  uns  eine  Vorstellung 
zu  bilden  von  der  Deformation  der  Umgebung  eines  Punktes  P, 
den  wir  aus  dem  Körper  willkürlich  herausgreifen. 

Ein  solcher  Punkt  wird  nach  der  Deformation  in  eine 
Lage  P^  gelangt  sein.  Wir  nennen  dann  P^  —  P  '^  8  die 
Verrück ung  des  Punktes  P.  Diese  Verrückung  ist  eine 
Funktion  des  Punktes  P  (und  damit  auch  seiner  Koordinaten). 
Wir  nehmen  an,  daß  während  der  Deformation  in  dem  Körper 
keine  Zerreißungen,  Durchdringungen  und  Übereinanderlage- 
rungen  einzelner  Teile  vorkommen,  so  daß  8  eine  stetige  ein- 
deutige Funktion  von  P  ist.  Bezüglich  eines  orthogonalen 
Tripels  von  festen  Achsen  e^^e^ye^  seien  x,y,e  die  Koordi* 
naten  von  P,  u,  v,  w  die  Komponenten  von  s,  die  wir  als  die 
Verrückungskomponenten  bezeichnen;  dann  sind  u,  v,  ti? 
eindeutige,  stetige  Funktionen  von  x^  y,  b. 

Wir  beschränken  uns  außerdem  auf  die  Betrachtung  des 
Falles,  wo  u,  t?,  w  und  ihre  Derivierten  nach  den  Koordinaten 
derart  sind,  daß  sich  gegen  sie  die  höheren  Derivierten  ver- 
nachlässigen  lassen,   ebenso  wie  ihre  Produkte  und  Quadrate, 
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mit  anderen  Worten,  wir  beschränken  uns  auf  die  Betrachtung 
infinitesimaler  Deformationen. 

Wir  nehmen  eine  hinreichend  enge  Umgebung  des  Punktes 
P  und  in  ihr  einen  anderen  Punkt  M  an,  der  bei  der  Defor- 
mation nach  My^  gelange.  Es  sei  Jf  —  P  »  a  und  |,  17,  ^  seien 
die  Komponenten  von  a;  wir  wollen  die  Verrückung  M^^  —  M 
▼on  M  berechnen.  Zu  dem  Zweck  beachten  wir,  daß  wir  von 
der  Verrückung  P^  —  P  zu  der  Verrückung  M^  —  M  über- 
gehen, indem  wir  an  die  Stelle  der  Koordinaten  x,y,e  die 
Werte  a:  +  |,  y-fiy,  xf  +  g  setzen.  Dann  aber  werden  die  Ver- 
rückungskomponenten  u,  v,  w  zufolge  der  gemachten  Voraus- 
setzungen 

.   du  f.    .   du      ,  du  f,       .   ,    ^»  fc    ,  ,   ^^  k   i 

*   cx^   *   dy  '       djs  dx^  '  '    öx  ' 

Dies    sind    die  Komponenten    der  Verrückung  M^  —  M.     Wir 

machen  nun 

M^  —  3f^8  +  aa,  (1) 

dann   haben   wir   für  die  Komponenten   des  Vektors   aa   die 
Werte 


f.,      du  f,   .   du      t   du  f, 

f       dv  u    ,   dv       .   dv  , 

"i  "ä^^  +  ay'^  +  äT^' 

f,,       dw  f.    ,    dw      .    dw . 

5  ^g^^  +  ay'J  +  äTS- 


(2) 


Der  durch  das  Symbol  aa  bezeichnete  Vektor  geht  also  aus 
dem  Vektor  a,  dessen  Komponenten  g,  17,  £  sind,  durch  eine 
bestimmte  Operation  hervor,  die  durch  die  Gleichungen  (2) 
dargestellt  wird. 

Da  diese  Gleichungen  homogen  und  linear  sind,  ist  sofort 
zu  sehen,  daß,  wenn  a  und  b  zwei  .verschiedene  Vektoren  sind 
und  m  eine  reelle  Zahl  bezeichnet, 

a(a  -f  ft)  =  aa  +  aft,     a{ma)  «  m  •  aa^ 
a{dP)  «=  ds,    d(aa)  =-  a{id) 

wird.     Addieren  wir  zu  der  Gleichung  (l)  die  Gleichung 


(3) 
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Jlf  -  Pi  -  (if  -  P)  -  (Pj  --  P)  -  a  -  «, 

so  ergibt  sich 

Jfj  —  Pj  =  a  +  aa.  (4) 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  lassen  die  Eigenschaften  der  infini- 
tesimalen Deformation  sofort  erkennen. 

Ist  N  ein  Punkt  der  Geraden  PM,  so  wird 

also  nach  (3)  und  (4) 

J^,  —  Pj  —  ma  +  a{ma)  =»  m{a  +  aa)  =  m(M^  —  PJ 

d.  h.  der  Punkt  N^y  in  den  N  durch  die  Deformation  übergeht, 
ist  ein  Punkt  der  Geraden  PiM^]  demnach  transformieren  sich 
die  Geraden,  die  von  P  ausgehen,  wieder  in  Gerade.  Das 
Gleiche  gilt  aber  auch  von  allen  geraden  Linien,  und  ebenso 
ist  leicht  zu  sehen,  daß  parallele  Gerade  immer  wieder  in 
parallele  Gerade  übergehen.  Es  gehen  auch  alle  Ebenen 
immer  wieder  iu  Ebenen  und  parallele  Ebenen  wieder  in  par- 
allele Ebenen  über,  und  ein  Volumenelement,  das  die  Gestalt 
eines  Parallelepipedon  hat,  wird  wieder  in  ein  ebensolches 
transformiert. 

2.   Linearer    Dilatationskoettzient.      Answeitimg 
iweler  Slohtimgen.    Wir  setzen 

M  —  N^  ma, 

wobei  a  einen  Einheitsvektor  bezeichnet,  der  dieselbe  Richtung 
wie  der  Vektor  M—  N  hat.  Es  wird  demnach,  wie  man  so- 
fort aus  (4)  ableitet, 

Jf  1  —  iVj  —  m{a  +  aa). 

Wir  bezeichnen  nun  als  den  linearen  Dilatationskoeffi- 
zienten £  für  die  Richtung  a  das  Verhältnis 

mod  (itf,  —  N^)  —  mod  (Jf  —  N) 
^  ""  mod  (iM  —  N)  ~ ' 

es  wird  dann 

1  +  f  =-  mod  (a  +  aa).  (6) 
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Wir  betrachten  in  gleicher  Weise  einen  anderen  Einheits- 
Tektor  b  nnd  nennen  e'  den  zagehörigen  Dilatationskoef&zienten, 

so  daß 

1  +  £'^moA(b  +  ab)] 

femer  sei  q>  der  Winkel  zwischen  a  und  b,  also 

axb  ^  cos  q)j 

dann  bezeichnen  wir  als  die  Ausweitung  6  der  beiden 
Bichtangen  a,  b  die  Änderung  des  Winkels  g>  bei  der  Defor- 
mation, nnd  es  ergibt  sich 

—  mod  (Jfi  —  N^)  •  mod  {M^'  —  N^')  •  cos  (9  —  6\ 

wenn 

M^'-N^'^nb 

gesetzt  wird  und  mithin 

(a  +  aä)  X  (b  +  ab)  —  (1  +  £)(!  +  £')  (cos  9  cos  <y  + sin  9  sin  tf). 

Auf  der  rechten  Seite  können  wir  1  und  6  statt  cos  6  und 
sin  6  setzen  und  beim  Ausrechnen  alle  Glieder  yemachlässigen, 
die  zu  höherer  Ordnung  unendUch  klein  sind,  während  die  end- 
lichen Bestandteile  axb  links  und  cos  9  rechts  sich  weg- 
heben.    So  finden  wir 

axab  +  bxaa'^  {€  +  e')  cos  ip  +  6  smq>.  (6) 

Zwei  spezielle  Fälle  dieser  Formel  h^ben  besonderes  In- 
teresse. Wenn  wir  a  «  ft,  also  «  «=  c',  9  =  0  voraussetzen,  er- 
halten wir 

6  —  a  X  aa.  (7) 

Wenn  wir  zweitens  tp  ^  ^%j  also  a  x  6  =  0  annehmen,  so  er- 
gibt sich 

fS'^ax.ab  +  bx:  aa,  (8) 

Diese  Formel  lehrt  die  Ausweitung  zweier  zueinander  senk- 
rechten Geraden  finden. 

3.  Die  sechs  Deformationskomponenten.  Wir  neh- 
men jetzt  die  Achsenrichtungen  ei^e^^  e^  und  bezeichnen  mit 
a,  &,  c  die  linearen  Dilatationskoeffizienten  für  diese  Richtungen, 
so  daB 
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(10) 


a  —  «1  X  ae^,    fe  —  e,  x  ae^,    c  »=  e,  x  ae^  (9) 

wird,  und  mit  f,  g,  h  die  Answeitangen  je  zweier  der  drei 
Bichtungen,  so  daß  # 

Ä  —  ^1  X  ae,  +  6,  X  ae^. . 

Die  Eenntnis  dieser  sechs  OröBen  für  die  unmittelbare  Um- 
gebung des  Punktes  P  erlaubt  zu  bestimmen,  wie  sich  ein 
Parallelepipedon,  dessen  Kanten  den  Achsen  parallel  sind,  de- 
formiert, und  außerdem,  wie  wir  sofort  sehen  werden,  den  line- 
aren DilatationskoefGzienten  für  eine  beliebige  Richtung  und 
die  Ausweitung  für  irgend  zwei  Richtungen  zu  finden.  Des- 
halb heißen  die  sechs  Größen  (9)  und  (10)  die  Deformations- 
komponenten für  den  Punkt  P. 

Da    zufolge  (2)    ä~;  ä~>  ^   ^ö   Komponenten   von  ae^ 
sind  usw.,  finden  wir  sofort 


du      ,       dv  dw 

'''dy'^dz'      ^''dz'^dx'      ^'^dx'^dy 


(11) 


Wir  wollen   nun  £  durch  die   sechs  Deformationskompo- 
nenten ausdrücken.     Setzen  wir  zu  dem  Zweck 

bezeichnen  also  mit  {,  n»,  n  die  Richtungskosinus  der  Richtung 

a,  so  wird 

jua  —  l '  ae^  +  m  •  ae,  +  n  •  ae,, 

und  wenn  wir  diese  Werte  von  a  und  aa  in  (7)  substituieren 
und  (9)  und  (10)  beachten,  ergibt  sich 

c  =-  aP  +  6m'  +  cn'  +  fmn  +  gnl  -{-  hlm^  (12) 

der  Dilatationskoeffizient  für  die  Richtung  a  ist  also 
eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Richtungs- 
kosinus ljm,n  und  die  Koeffizienten  dieser  Funktion 
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werden  durch  die  sechs  DeformationskomponenteD  ge- 
geben. 

Wenn  wir  in  gleicher  Weise  annehmen 

b  =  Vci  +  m  e^  +  «'«8,    «6  =  r  •  ae,  +  w'  •  ae^  +  n  •  ae^ 

und  in  (8)  einsetzen,  so  finden  wir  sofort 

6  =-  2[air  +  6»»!»'  +  cnn'\ 

+  /'(wn'  +  mn)  +  sf(nr  +  n7)  +  A(im'  +  Tw),  (13) 

die  Ausweitung  zweier  zu  einander  senkrechter  Ge- 
raden ist  also  eine  bilineare  Funktion  der  Richtungs- 
kosinus dieser  Geraden,  und  die  Koeffizienten  dieser 
bilinearen  Funktion  werden  wieder  durch  die  sechs 
Deformationskomponenten  gegeben. 

Daraus  kann  man  schließen,  daB,  wenn  für  den  Punkt  P 

a,  6,  c,f,g,h^O 

sind,  die  Geraden  keine  Dilatationen  und  Ausweitungen  erlei- 
den. Die  Umgebung  von  P  verhält  sich  also  wie  ein  starrer 
Körper,  mit  anderen  Worten:  das  Verschwinden  der  sämtlichen 
Deformationskomponenten  bedeutet,  daß  die  Umgebung  von  P 
keine  Deformation  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  erleidet, 
sondern  sich  höchstens  wie  ein  starrer  Körper  im  Räume  ver- 
schiebt. 

4.  Zerlegung  der  DefonnationeiL  Um  schließlich  zu 
einer  klaren  Vorstellung  von  der  Art;,  wie  die  Deformation 
der  Umgebung  von  P  vor  sich  geht,  zu  gelangen,  gehen 
wir  von  einer  Formel  aus,  die  schon  im  ersten  Bande  abge- 
leitet ist. 

Wenn  der  Vektor  s  eine  Funktion  des  Punktes  P  ist,  so 
findet  man  für  irgend  zwei  Verrückungen  dP  und  dP  des 
Punktes  P: 

rot  sAdPxdP^dsxdP-dsxdP  (14) 

[Bd.  I,  Kap.  11,  Formel  (20)].  Ist  dann  a  die  im  vorigen  Para- 
graphen definierte  Operation,  sind  femer  a  und  b  zwei  zu  dP 
und  dP  parallele  Einheitsvektoren,  derart,  daß 

dP^ma,    SP^nb 
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ist,  SO  haben  wir 

ds  =  a(dP)  «  maa,     Ö8  ^  a{öP)  =  ««6; 

setzen  wir  dies  in  (14)  ein  und  teilen  durch  mn,  so  ergibt  sich 

rot«  A  axb=^bxaa  —  ax  ab,  (15) 

Wir  wollen  nun  damit  beginnen,  daß  wir  zunächst  die 
Umgebung  von  P  als  starr  voraussetzen.  Dann  gilt  für  die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  M  zur  Zeit  t  die  Formel 

M^P+Q  A  (Jf-P) 

[vgl.  im  ersten  Bande  Kap.  V,  Formel  (6)].  Multiplizieren  wir 
mit  einer  sehr  kleinen  Zeit  r,  so  können  wir  annehmen,  daß 
T-3f,  tP  die  Verrückungen  M^  —  Jf,  P^  —  P  ^  8  der  Punkte 
M  und  P  sind;  wir  finden  dann 

jtfi  -  jf  =  «  +  a  A  (Jf  ~  P),  (16) 

indem  wir  ß  für  tQ  schreiben. 

Wir  nehmen  nun  für  den  Punkt  M  den  Punkt  P  +  dP, 

die   Verrückung   M^  —  M  von   M  ist   dann   8  +  d8,   mithin 

liefert  (16) 

d8'^£l  AdP. 

In  genau  analoger  Weise  ergibt  sich  für  eine  Verrückung  dP 

d8^Sl  AdP. 
Setzen  wir  diese  Werte  in  (14)  ein,  so  erhalten  wir 

rot«  A  dPxdP^a  A  dPxdP-Sl  A  dPxdP 

^2Sl  AdPxdP,     . 

und  somit 

ß  «  ^rot  8, 

wodurch  die  Gleichung  (16)  übergeht  in 

M^-  M^8  +  iTot8  A  a,  (17) 

wenn  a  =  M  —  P.  Diese  Gleichung  gilt  aber,  wie  gesagt, 
nur  für  den  Fall  einer  starren  Umgebung. 

Wenn  die  Umgebung  von  P  deformierbar  ist,  so  gilt  die 
Gleichung  (1).  Wollen  wir  nun  aus  einer  solchen  Deformation 
eine  Verschiebung  der  als  starr  vorausgesetzten  Umgebung 
herausheben,  so  liegt  es  nahe  zu  setzen 
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Jfi— Jf«=«  +  aa='«  +  ^rot  8  A  a  +  ßa 
oder 

aa  =  ^  rot  «  A  a  +  ßa.  (18) 

Wir  zerlegen  so  die  Deformation  in  die  bloße  Ortsanderung' 
eines  starren  Körpers  und  eine  besondere,  durch  ßa  dargestellte 
Deformation,  die  als  eine  reine  Deformation  (pure  strain) 
bezeichnet  wird. 

Wir  wollen  uns  nun  weiter  mit  dieser  letzteren  beschäfti- 
gen.   Wir  können  aus  (18)  sofort  ableiten: 

axaa^  axßa, 

und  weiter,  indem  wir  (18)  mit  einem  anderen  Vektor  b  skalar 
multiplizieren  und  (15)  beachten, 

bxßa^axßb,  (19) 

endlich,  indem  wir  dieselbe  Gleichung  (18)  noch  einmal  fOr  den 
Vektor  b  bilden  und  über  Kreuz  mit  den  Vektoren  a  und  b 
skalar  multiplizieren, 

axaft  +  ftxaa«ax/36  +  6x/3a«2ax  ßb. 

Erinnern  wir  uns  daün  an  die  Formeln  (7)  und  (8),  so  sehen 
wir,  daß  wir  für  die  Berechnung  von  £  und  6  die  Deformation 
ß  statt  der  Deformation  a  benutzen  können. 
Wir  wollen  schlieBlich  setzen 

29?«  axaa«(Jf-P)x/l(Jlf-P)  (20) 

und  97  als  Funktion  von  M  betrachten.  Die  Form  von  2q> 
ist  dieselbe  wie  die  von  c,  wir  finden  also  analog  zu  (12) 

2y  -  a|«  +  61?»  +  d'  +  fnl  +  gll  +  AI17.  (21) 

Differenzieren  wir  (20)  nach  M^  so  wird 
2d<p  ^  dMx ß{M -  P)  +  {M ^  P)x  d{ß{M --  P)], 
Es  ist  aber 

d[ß{M^P)]^ß(dM),{M-'P)xß{dM)^dMxß{M^P), 
das  letztere  zufolge  (19),  mithin  wird 

dq)^ß{M-P)x  dM,  (22) 

und  diese  Gleichung  drückt  aus,  daß 

ßa  =  ß(M  -  P)  -  grad  9.  (23) 
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Man  sagt  kurzerhand^  daß  die  reine  Deformation  ein  Po- 
tential 9  besitzt. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung 

9  »  konst.  (24) 

heißen  Dilatationsflächen;  ihr  Mittelpunkt  liegt  in  dem 
Punkte  Pj  der  bei  der  reinen  Deformation  unverrückt  bleibt. 
Denken  wir  uns  die  Verschiebung  dM  m  der  durch  M  gehen- 
den Deformationsfläche  genommen ^  so  wird  dq>  =^Q  und  zu- 
folge (22)  ß{M  —  P)  senkrecht  zu  d Jf,  der  Deformationsvektor 
ß{M  —  P)  steht  also  auf  der  Deformationsfläche  senkrecht. 
Bei  einer  reinen  Deformation  verschieben  sich  die 
Punkte  der  Umgebung  von  P  senkrecht  zu  den  Defor- 
mationsflächen,  auf  denen  sie  liegen. 

Die  Punkte  auf  den  gemeinsamen  Hauptachsen  der  Defor- 
mationsflächen verschieben  sich  daher  längs  dieser  Achsen  selbst. 
Beziehen  wir  die  Gleichung  der  Deformationsflächen  auf  diese 
Hauptachsen,  nehmen  wir  also  die  Orundvektoren  ^i^^si^s  ^^ 
diesen  Achsen  parallel  an,  so  wird  f,g,h^O  xmd  mithin 

folglich  nach  (23) 

ß(M-P)  =  a|e,  +  6iye,  +  cge,. 

Die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  lassen  sich  aber  deuten 
als  drei  besondere  Deformationen,  bei  denen  sich  alle  Punkte 
parallel  zu  einer  der  Hauptachsen  und  zwar  um  eine  Strecke, 
die  proportional  ist  ihrem  Abstände  von  der  Ebene  der  beiden 
anderen  Hauptachsen,  verschieben.  Eine  solche  besondere  De- 
formation bezeichnen  wir  als  eine  einfache  Dehnung.  So  fin- 
den wir: 

Die  allgemeinste  infinitesimale  Deformation  der 
Umgebung  eines  Punktes  in  einem  deformierbaren 
Körper  besteht  aus  einer  einfachen  Ortsänderung, 
welche  die  ganze  Umgebung  wie  ein  starrer  Körper 
erleidet,  und  einer  reinen  Deformation.  Die  reine 
Deformation  selbst  aber  setzt  sich  wieder  zusammen 
aus   drei   einfachen  Dehnungen  nach  drei  zu  einander 
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senkrechten  Richtungen.  Die  in  diesen  Richtungen  durch 
P  gezogenen  Geraden  heißen  die  Hauptachsen  der  Um- 
gebung Ton  P,  a,  h,  c  die  Hauptdilatationskoeffizienten. 
Um  die  Deform ationsflächen  zu  untersuchen,  geht  man 
zweckmäßig  von  ihrem  Asymptotenkegel  aus,  dessen  Gleichung 

lautet  ^ 

a  X  aa  »==  0. 

Die  den  Mantellinien  dieses  Kegels  parallelen  Richtungen  haben 
nach  (7)  verschwindende  Dilatationskoeffizienten,  deshalb   heißt 
der  Kegel  der  Nullkegel  der  Deformation.    Wenn  er  ima- 
ginär ist,  so  sind  die  Deformationsflächen  Ellipsoide  und   der 
Dilatationskoeffizient   hat   für   alle  Richtungen   dasselbe    Vor- 
zeichen, es  erfahren  also  entweder  alle  Geraden   eine  Ausdeh* 
nung  oder   alle   eine  Verkürzung.     Wenn  hingegen   der  Null- 
kegel  reell  ist,   so  werden   die   Deformationsfiächen   ein-   und 
zweischalige  Hyperboloide  und  der  Nullkegel  trennt  ein  Gebiet, 
in  dem  Verkürzung  stattfindet,  von  einem  Gebiete,  in  dem  die 
Linienelemente  verlängert  werden.  ^ 

Die  definitive  Formel  für  die  allgemeine  Deformation  lautet 

^  M^  —  M  ^  8  +  \rot  s  A  a  +  grad  q>. 

Um  sie  in  kartesischer  Form  zu  schreiben,  beachten  wir,  daß 
die  Komponenten  von  8  die  Verschiebungskomponenten  ti,  t?,  ta 
von  P  waren,  ferner  finden  wir  für  die  Komponenten  von 
-J  rot  8  die  Werte 

endlich  folgt  aus  (21)  für  die  Komponenten  von  grad  9 

^  =  «S  +  i^i?  +  ifl'J;    usw. 

So  finden  wir  für  die  Komponenten  li  —  I,  i?i  —  1?,  Si  --  S  von 
-M,  —  31  die  Werte 

li  -  I  =  (t*  +  g5  -  rri)  +  (a|  +  ^hrj  +  yt)A 

vi-v-(^  +  n-pt)+  im  +  bv  +  m).      (26) 

Si  -  e  =-  (w+pri  -  gl)  +  (1-^6  +  ^fv  +  et),   ) 
Diese  Gleichungen  sind  gleichbedeutend  mit   den  Gleichungen 
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(2),  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Werte  der  Koeffi- 
zienten p,  q,  r,ayb,.,.  aus  (25)  und  (11)  einsetzt. 

5.  B&nmlloher  Dilatationskoeffllzleiit.  Wir  betrachten 
ein  Parallelepiped  mit  den  Kanten  f^i^i»  f^s^t;  f^^?  durch  die 
Deformation  geht  es  über  in  ein  Parallelepiped  mit  den  Kanten 
f^iC^i  "^  ^^i)  ^^^'     ^^^  Volumen  dieses  Parallelepipeds  ist 

f*i/*s#*8(^i  +  «^i)  A  (e,  +  ae,)  X  (e,  +  cce^), 
das  Volumen  des  ursprünglichen  Parallelepipeds  dagegen  (iifi^fii- 
Wir    definieren    nun    den   räumlichen    Dilatationskoeffi- 
zienten 6  durch  die  Gleichung 

©«(«,+  aej  A  (e,  +  ae^)  x  (Cj  +  «^j)  —  1, 
er  drückt  das  Verhältnis  der  Volumenänderung  zu  dem  ursprüng- 
lichen Volumen  für  das  angenommene  Parallelepiped  und  auch 
für  jedes  andere  Parallelepiped  aus  der  Umgebung  von  P  aus. 
Bei  dem  von  uns  beobachteten  Grade  der  Annäherung 
haben  wir  bei  der  Ausrechnung  Ton  9  alle  Glieder  zu  vernach- 
lässigen, die  mehr  als  ein  a  enthalten  und  finden 

9  ==  a€i  A  e,  X  «8  +  ^^  A  ^8  X  «1  -h  cce^  A  e^xe^. 
Es  wird  aber 

ae^  A  6,  X  ^8  =  ae^  xe^  A  e^^  ae^  x  e^  —  a  usw. 

[vgl  (9)]  und  mithin 

e-^a  +  h  +  c.  (27) 

Der  räumliche  Dilatationskoeffizient  ist  die  Summe 
der  linearen  Dilatationskoeffizienten  für  irgend  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Achsen. 

,   ,    ,  du    .   dv    .   dw 

dx    ^   dy       de 

ist  und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  die  Divergenz  des 
Vektors  8,  dessen  Komponenten  u,  v,  w  waren,  darstellt,  wird 

9  «  div  8y  (28) 

der  räumliche  Dilatationskoeffizient  ist  die  Divergenz 
der  Verrückung  des  Punktes  P.  Er  heißt  die  lineare 
Deformationsinvariante  und  ist  eine  Invariante  der  Trans- 
formation cLy  die  mit  I^a  bezeichnet  wird. 

M»roolongot  th«orel  Meohmnik.  II.  18 
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Wir  können  anch  zeigen^  daß 

/,«  -  (bc  -  if*)  +  (ca  -  ig^)  +  (ab  -  \h^) 

eine  quadratische  Invariante  Ton  a  ist^   und  endlich^  daß  die 
Diskriminante  yon  q>  eine  kubische  Invariante  I^a  isi^) 

Übnngsbeispiele. 

1.  Aufgabe.  Zu  untersuchen,  wie  sich  bei  der  Deformation  die 
IXlataHonsflächin  transformieren. 

Auflösung.  Wir  legen  das  Tripel  der  Hauptachsen  für  die 
Umgebung  des  Punktes  P  zugrunde  und  neonen  a^^b^^  c^  die  zuge- 
hörigen Hauptdilatationskoeffizienten.  Die  Dilatationsflächen  haben 
dann  die  Gleichung 

OqX*  +  ft^y*  +  ^0^  ^  konst 

Anderseits  wird  ein  Punkt  M  mit  den  Koordinaten  o;,  y,  xr  in  einen 
Punkt  M'  transformiert,  dessen  Koordinaten  x\y\e'  aus  den  Glei- 
chungen 

a;'-ar(l+ao),    y' «=  y(l  +  ^o),    0' ^  e(l  +  c^) 

hervorgehen.  Demnach  gehen  die  Gleichungen  der  Dilaiationsflachen 
über  in 

(1  +  a,r  ^  (1  -h  b,y  +  (1 + cj«    ^^°'^- 

Mit  dem  hier  beobachteten  Grade  der  Annäherung  wird  aber 

(1  +  ao?-  1  +  2ao,  (1  +  b^Y^  1  +  2b^,   (1  +  r^)*-  1  +  2c^, 

Demnach  erhalten,  wenn  die  Konstante  =»  1,  für  die  transformierte 
Dilatationsfläche  die  Quadrate  der  Halbachsen  die  Werte 

a  +  2.     6   +2,     1  +  2, 

«O  ^Q  C^ 

und  da  für  die  ursprüngliche  Fläche  die  Quadrate  der  Halbachsen 

— ,  IT-,  —  sind,  ergibt  sich,  daß  die  Dilatationsflächen  sich  in  kon- 

^0     ^0     ^0 

fokale  Flächen  transformieren. 

Man  sieht  auch  leicht,  daß  die  Kugel  mit  dem  Radius  1 

x^  +  y'  +  g^^l 


1)  Cauchy  (Exercices  de  Math.  1827;  (Euvr.  (2)  t.  VIT,  p.  82)  hat 
die  Dilatationsflächen  und  die  Hauptachsen  der  Umgebung  tod  P  be- 
handelt. Die  allgemeine  Zerlegung  der  Deformationen  stammt  von 
Helmholtz  (Joum.  für  Mathem.  Bd.  65,  S.  22  (1868)). 
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sieb  in  ein  Ellipsoid  mit  den  Halbacbsen  1  +  Oq,  1  +  ^oi  ^  ~^  ^o 
transformiert,  und  daß  nmgekebrt  das  Ellipsoid 

(1  +  oo)»»*  +  (1  +  6o)y  +  (1  +  Cb)*«*  =  1. 

dessen  Halbachsen  -r-j- — ,       .  ,   ,  T~JI~     ^^^^>  ^  ®"^®  Kugel  mit 
dem  Radius  1  übergeht. 

2.  Aufgabe.  Auf  anahftischem  Vi^ege  zu  beweisen,  daß,  wenn 
in  dem  ganzen  von  einem  Kih^per  eingenommenen  Baum  die  sechs 
DeformaUonsJcompomenten  stets  versehwinden,  der  Körper  starr  ist. 

Auflösung,  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  haben  wir 
für  jeden  Punkt  des  Körpers 


dx      "' 

dy      "'     dz      "' 

^•^  4-  ^^  _  0 
dy  ^  d»      "' 

du      dw  _         dv       du_ 
dM  ■+■  dx  ~  "'    dx'^  dy~^-  > 

w 


Wir  können  die  letzten  drei  Gleichungen,  die  erste  nach  x ,  die 
zweite  nach  y,  die  dritte  nach  e  differenzieren;  wenn  wir  dann  von 
der  Summe  der  beiden  ersten  so  gewonnenen  Gleichungen  die  dritte 
subtrahieren,  erhalten  wir 

d*u 
dydz       "• 

Aus  der  ersten  der  sechs  Gleichungen  (a)  folgt  aber  sofort  auch 


dxdy         '     dxdz 

Differenzieren  wir  endlich  die  zweite  Gleichung  (a)  nach  x  und 
ziehen  sie  von  der  nach  y  differenzierten  sechsten  Gleichung  ab,  so 
finden  wir 

So  erkennen  wir  schließlich,  daß  alle  zweiten  Derivierten  von  «,  v,  w 
Null  sind.    Es  muß  also  sein 

u  ^Uq  +  ax    +  6y    +  c«f, 
V  ^v^  +  ax  +  h'y  +  c'«f, 

«^  ™  «^0  +  ^''^  +  ^"y  +  ^"^• 

Aus  den  sechs  Gleichungen  (a)  folgt  dann  aber  weiter 

a  «-  0,     6'  -  0,     c"  =  0, 

l"  +  c'  -  0,     c  +  a"  «  0,     a'  +  6  -  0. 

18* 


276  Kap*  VU.   Kinematik  der  deformierbaren  Körper. 

Wenn  wir  demnach  setzen 

80  ergibt  sich 

«•  =«  «0  +  ^^  ~"  '■y» 

Dies  sind  aber  die  Formeln  für  die  Verrilckungen  eines  starren  Körpers. 

8.  Auligabe.  Zu  beweisen,  daß  zwei  Deformationen,  wdche  die- 
sdben  Komponenten  besitzen,  sich  nur  um* eine  einfache  Bewegung 
unterscheiden,  • 

Anflösung.  Seien  u^v^w  und  u\  v'\  w"  die  Verröckungs- 
komponenten  bei  den  beiden  Deformationen  und  sei 

u  =  u— M,    f;  =  t;  —  v,    w  ^  w  —  w 

gesetzt,  so  folgt  aus 

du*       du"  dw'       dv'       dw"       dv" 


dx        dx  '        '  ay    '    dz         dy    '    dz  ' 
sofort 

ao:     "'      '  ay  ^  a^     "' 

und  mitbin  nach  der  vorigen  Aufgabe 

u^u^  +  qz  —  ry,  '  " 

4.  Aufgabe.  Die  Beziehungen  zwischen  den  Deformationskom- 
ponenten zu  finden,  die  notwendig  und  hinreichend  sind,  damit  diesen 
Komponenten  eine  mögliche  Deformation  des  Körpers  entspreche. 

Anflösang.  Wir  setzen  die  sechs  Komponenten  a,  b,  c,  f^  g,  h 
als  gegeben  voraus  und  betrachten  mit  ihnen  zusanunen  die  drei 
Komponenten  p,  q,  r  der  auf  die  Umgebung  des  Punktes  P  bezüg- 
lichen Rotation.    Wir  finden  sofort,  daß 

du  du       ,-  du       ^      . 

wird  und  mithin 

du  =>  adx  +  (-J-Ä  —  r)dy  +  {^g  +  q)dz. 

Damit  die  rechte  Seite  ein  exaktes  Differential  wird,  d.  h.  damit  die 
Funktion  u  existiert,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 


Da  aber 
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dx'^  dy  '^  dB         ' 


findet  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 

a«    ay     a^p' "^aaj^^äF     a^'^a^"*     ^dy'^W 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man 
9?£ q£^   .    ^    9^_?:^_?^  o?^-o£*L_^ 

ay  aif  "^  ay '    ay  ""  a^p     a«'        ^ay"    a^     dy' 

a«       ay     aif'       a^p  ~     ^ax"^a5 '  ^a«  ""ax     ay* 

Indem  man  durch  erneutes  Differenzieren  aus  je  zweien  dieser 
Gleichungen  p^  q  oder  r  eliminiert,  erhält  man  neue  Gleichungen, 
von  denen  die  drei  durch  Elimination  von  p  entstehenden  sind: 

äi\      ^cs  '^  cy)       dyVdy       dz)'' 
diVdy       dz)       ^  dz  [cy       dz)' 

A/£i_^A\       _  A/_9^^  mK\ 

dy\dy       dz)  ""arr\      ^dz'^dy)' 

Beim  Ausdiffereu zieren  der  Klammem  erkennt  man  aber  sofort, 
daß  sich  auf  diese  Weise  im  ganzen  sechs  Gleichungen  ergeben  und 
zwar  lauten  diese: 


d*b        c*c 
dz^  "^  dy' 

^  dzdy' 

d*a          d  (dg       dh 
dydz       dxKdy'^dz 

_»A 

dx)' 

d^c       d^a 

dx*  "^  dz* 

d*g 
dxcz  ' 

2   c*h          d  /dh        df 
dzdx  ™  cy\dz    *   ox 

d9\ 
äy/' 

d*a        d*b 
dy*  "^  dx* 

^  a*Ä 

^  dydx' 

2  a«c  _  d  /df     dg  _ 

cxdy      dz  \dx      cy 

"aJ- 

Achtes  Kapitel« 

Statik  der  deformierbaren  Korper. 

1.  Innere  Bmokkrftfte.  Wir  haben  schon  gesagt,  daß 
ein  Körper  sich  unter  dem  Einfluß  Ton  Kräften,  die  auf  sein 
Inneres  und  auf  seine  Oberfläche  (als  Druck-  oder  Zugkräfte) 
wirken,  in  bestimmter  Weise  deformiert. 

Wir  nehmen  an,  daß  ein  bestimmter  Körper,  nachdem  er 
eine  Deformation  erfahren,  wieder  einen  Zustand  des  Gleich- 
gewichts erreicht  habe.  Wenn  wir  durch  ihn  einen  Schnitt, 
z.  B.  einen  ebenen,  führen  und  so  den  Körper  in  zwei  Teile 
A  und  B  zerlegen,  von  denen  wir  uns  den  einen  A  wegge- 
nommen denken,  so  wird  das  Oleichgewicht  nicht  mehr  be- 
steheu.  Wir  wollen  nun  aber,  wie  wir  es  im  Falle  des  Oleich- 
gewichts eines  Fadens  oder  einer  Flüssigkeitsmenge  schon  getan 
haben,  das  folgende  Postulat  der  inneren  Druckkräfte 
Toraussetzen: 

Das  zerstörte  Oleichgewicht  läßt  sich  dadurch 
wieder  herstellen,  daß  man  gewisse  über  die  Punkte 
der  Schnittfläche  verteilte  Kräfte  hinzufügt.  Diese 
Kräfte  heißen  die  inneren  Druckkräfte  für  die  Schnitt- 
fläche. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Schnittfläche,  den  wir  beliebig 
annehmen  wollen,  dö  ein  Oberflächenelement,  dem  P  angehört, 
n  ein  Einheitsvektor,  der  zu  dö  senkrecht  und  nach  dem  nicht 
abgeschnittenen  Teil  zu  gerichtet  ist.  Der  innere  Druck  auf 
das  Flächenelement  dö  wird  von  derselben  Ordnung  unendlich 
klein  sein  wie  dö]  wir  wollen  keinerlei  Voraussetzung  über 
seine  Richtung  machen,  es  ist  aber  einleuchtend,  daß  er  von 
der  Lage  des  Punktes  P  und  von  der  Orientierung  des  Ele- 
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mentes  dö,  also  yon  n  abhängen  wird.  Wir  wollen  ihn,  als 
Vektor  aufgefaßt,  mit  F^d0  bezeichnen,  wobei  der  Modul  des 
Vektors  1<^  im  allgemeinen  endlich  sein  wird. 

In  dem  Falle  der  Flüssigkeiten  föUt  diese  Kraft  zusammen 
mit  der,  die  man  schlechtweg  als  Druck  bezeichnet,  und  ist 
beständig  senkrecht  zu  dem  Flächenelement  d<i.  Aber  dies 
tritt  im  allgemeinen  für  einen  deformierbaren,  z.  6.  einen  festen 
elastischen  Körper  nicht  mehr  ein.  Die  Komponente  von  I^ 
nach  n  kann  in  die  Richtung  von  n  oder  in  die  entgegenge- 
setzte Richtung  fallen  oder  endlich  Null  sein.  Im  ersten  Falle 
sprechen  wir  Ton  einer  eigentlichen  Druckkraft,  im  zweiten 
Falle  von  einer  Zugkraft,  im  dritten  von  einer  Scherkraft. 

Wir  woUen  schließlich  als  Erfahrungstatsache  annehmen, 
daß  die  Kraft  F^  mit  dem  Punkte  P  sich  kontinuier- 
lieh  ändert  und  eine  differenzierbare  Funktion  des 
Ortes  ist. 

Wir  können  dann  zwei  grundlegende  Eigenschaften  dieser 
Druckkrafte  beweisen.  Die  erste  spricht  sich  aus  in  dem 
folgenden 

Theorem:  Die  inneren  Druckkräfte  entsprechen 
dem  Reaktionsprinzip. 

Mit  anderen  Worten,  die  £[raft,  die  an  dem  Flächenelement 
dö  angreift,  wenn  man  den  Teil  A  fortnimmt,  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  der  E[raft,  die  an  demselben  Flächenelement  an- 
greift, wenn  man  den  Teil  B  wegnimmt.  Zum  Beweis  denken 
wir  uns  einen  Zylinder,  dessen  Seitenlinien  durch  eine  belie- 
bige geschlossene  Kurve  auf  der  Schnittfläche  e  gehen  und  zu 
dieser  Fläche  senkrecht  sind;  wir  nennen  <y'  und  <y"  die  Grund- 
flächen, 6^  die  Mantelfläche  dieses  Zylinders;  n',  n",  n^  seien 
drei  Einheitsvektoren,  die  der  Reihe  nach  zu  einem  Element 
von  6'y  6"y  6^  senkrecht  und  nach  dem  Innern  des  Zylinders 
gerichtet  sind,  schließlich  seien  .F^,,  F^„,  F^  die  Vektoren  der 
Druckkräfte  für  je  einen  Punkt  der  drei  Flächenelemente. 
Wenn  wir  uns  diesen  Zylinder  abgetrennt  denken,  so  bleibt  er 
nach  dem  angenommenen  Axiom  im  Gleichgewicht  unter  der 
Einwirkung  der  über  seine  Oberfläche   verteilten  Druckkräfte 
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und  der  an  seinem  Innern  angreifenden  äußeren  Kräfte;  es 
muß  also  die  erste  Yektorgleichung  für  das  Gleichgewiclit  an 
dem  starr  gedachten  Zylinder  erfüllt  sein;  ist  daher  F  die  auf 
die  Masseneinheit  bezogene  äußere  Kraft,  q  -die  Dicdiiigkeit 
für  das  Yolumenelement  dx  des  Zylinders^),  so  müssen  wir 
haben 

Lassen  wir  nun  0'  und  ö"  sich  unbegrenzt  nähern,  dann  folgty 
da  JP|,^  und  F  nach  Voraussetzung  endlich  bleiben,  ö^  und  das 
Zylinderrolumen  r  dagegen  nach  Null  konvergieren,  wenn  schließ- 
lich <y'  «  6", 

da  diese  Gleichung  aber  für  jedes  Stück  der  Schnittfläche  er- 
füllt sein  muß,  ergibt  sich,  indem  nun  n'^n,  n"  ^  —  n  wird, 
allgemein 

und  das  Theorem  ist  so  bewiesen. 

2.  Der  Oanohyaehe  FnndamentalsatB.  Die  zweite 
Eigenschaft,  die  wir  beweisen  wollen,  besteht  in  folgendem. 
£s  sei  0  ein  Punkt  im  Innern  des  Körpers  und  Ursprung  eines 
rechtwinkligen  Achsentripels,  in  dessen  Richtungen  die  Einheits- 
vektoren 61,^2,^8  fallen.  Wir  schneiden  dies  Achsentripel  in 
drei  Punkten  A,  B,  C  mit  einer  Ebene  und  setzen  dabei  vor- 
aus, daß  das  ganze  Tetraeder  OABC  im  Innern  des  Körpers 
liegt;  wir  trennen  es  dann  nach  dem  Verfahren  des  vorigen 
Paragraphen  von  dem  Körper  ab.  In  der  Seitenfläche  ABC 
sei  M  ein  willkürlicher  Punkt,  der  einem  Flächenelement  da 
angehört;  es  sei  jP„'  der  Druck vektor  für  dieses  Flächenelement, 
indem  n  einen  zu  der  Ebene  ABC  senkrechten  und  nach  dem 
Tetraederinnern  gerichteten  Einheitsvektor  bezeichnet.  Wir 
nennen   M^  die  Projektion  von  M  auf  die  Ebene  BOCy  dö^ 


1)  Wir  bezeichnen  in  diesem  Kapitel  die  Dichtigkeit  mit  ^,  weil 
der  früher  gebranchte  Buchstabe  y,  hier  einer  anderen  Größe,  nämlich 
einer  Elaetizitätskonstanten,  vorbehalten  bleibt. 
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die  Projektion  yon  dö  auf  dieselbe  Ebene;   wir  können  dann 
mit  JP*^^'  den  Dmckvektor  für  das  Element  dö^  bezeichnen.    Das-      • 
selbe  führen  wir  auch  fQr  die  letzten  beiden  Seitenflächen  aus. 
Wir  betrachten  der  Einfachheit  wegen  nur  den  Fall^  wo  A,  B,  G 
auf  den  positiven  Seiten  der  Achsen  liegen. 

Die  erste  Gleichgewichtsbedingung  fUr  das  erstarrt  gedachte 
Tetraeder  liefert  uns  nun 

fF:d6  +fF^d6,  +J\'d<J,  +J\'d6,  +fQldx  -  0 

Es  wird  aber^  wenn  wir  beachten,  daß  der  Winkel  (n,  e^  ein 

stumpfer  ist, 

dö^  ^  —  dö  cos  (n,  e^)  usw. 

mithin  liefert  die  vorstehende  Gleichung 

/{ F,'  -  JP;'  cos  (n,  e,)  -  JP^'  cos  (n,  e,)  -  -F,/  cos  (n,  e,)  ]  dts 

+fQ  Fdx  =  0. 
Wir  können  nun  immer 

setzen,  indem  wir  mit  F^  den  Druckvektor  für  ein  an  der 
SteUe  0  befindliches  und  zu  der  Ebene  ABC,  also  auch  zu  dö 
paralleles  Flächenelement  bezeichnen.     Analog  setzen  wir  auch 

Dann  ergibt  sich,  indem  JPJ,,  .F^^,  .F^,  F^^  vor  das  Integralzeichen 
treten,  wenn  6  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  h  den 
Abstand  seiner  Ebene  von  0,  also  t  -» -^  tf  A  das  Tetraedervo- 
lumen bezeichnet, 

F^  —  F^^  cos  (n,  ei)  —  jP^  cos  (n,  e,)  —  F^  cos  (n,  e,) 
+  l~J[dF,  -  dF,^  cos  (n,  e,) ]dö+  -^JgFdt  ^  0. 

Gehen  wir  nun  zur  Grenze  über,  indem  wir  das  Volumen  des 
Tetraeders  kleiner  und  kleiner  werden  lassen,  so  streben  die 
Integralausdrücke  in  der  vorstehenden  Gleichung  der  Null  zu, 
denn  dJP|„  dJP^  . . .  und  h  tun  es;  beachten  wir  nun  noch,  daß 


282  Kap,  ym.    Statik  der  defoimierbaren  Körper. 

-  /  gldx  eine  endliche  Grenze  hat,  so  behalten  wir  schließ- 
lich Qbrig 

F^  -  F,^  cos  (n,  €?i)  +  JF^  cos  (n,  e,)  +  F^  cos  (n,  e^\      (1) 

wobei  sich  jetzt  alle  Tenne  auf  den  Punkt  0  und  eine  Fläche 
mit  der  Normalen  n  beziehen. 

Wir  bezeichnen  mit  X^,  F^,  Z^  die  orthogonalen  Kompo- 
nenten von  F^,  die  von  .F^  mit  X^,  F,,  Z,,  die  von  jF^  mit 
Xy,  Yy,  Zy,  die  von  F^  mit  X,,  F„  Z„  indem  wir  x,  y, ;?  auf 
die  durch  die  Vektoren  e^^e^,  e^  gegebenen  Achsen  beziehen. 
Wir  nennen  die  so  gefundenen  Komponenten  die  speziellen 
Druckkomponenten  fQr  den  Punkt  0  und  das  Achsentripel 

^y  y,  ^. 

Bezeichnen  wir  dann  weiter  der  Kürze  halber  die  Richtungs- 
kosinus des  Vektors  n  einfach  mit  a^  ß,  y,  so  zerfällt  die  Olei- 
chung  (1)  in  die  folgenden  Gauchyschen  Gleichungen 

Y,^aT,+  ßY^  +  yY.A  (2) 

Z,^aZ,+ßZ^+-yZ,,   J 

Für  eine  bestimmte  Orientierung  der  Bezugsachsen  sind  die 
speziellen  Druckkomponenten  nur  Funktionen  des  Punktes  O 
und  von  den  ßichtungskosinus  a,  ß,  y  unabhängig.  Wir  können 
somit  den  Satz  aufstellen: 

Die  orthogonalen  Komponenten  des  auf  ein  ebenes 
Flächenelement    ausgeübten    Druckes   sind   homogene 
lineare    Funktionen    von    den    Richtungskosinus    der  * 
Normalen  dieses  Flächenelementes.    Dieser  Satz  zeigt,  in 
welcher  Weise  die  Druckkomponenten  von  a,  /J,  y  abhängen. 

Indem  wir  hier  auf  die  Betrachtungen  des  vorigen  Kapitels 
zurückgreifen,  können  wir  sagen,  daß  F^  aus  dem  Vektor  n 
durch  eine  lineare  Transformation  hervorgeht,  deren  Koeffizienten 
Funktionen  des  Ortes  sind.  Nennen  wii  diese  Transformation 
Gj  so  können  wir  schreiben 

P,  -  «n.  (3) 
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Diese  Gleichung  können  wir  auch  an  die  Stelle  Ton  (2)  treten 
lassen. 

3.  Die  nnbestimmten  Olelohgewlohtabedingiingen 
eines  deformierbaren  Körpers.  Ohne  noch  irgendeine  be- 
sondere Voraussetzung  über  die  physikalische  Beschaffenheit  des 
Körpers  zu  machen,  können  wir  nach  dem  in  der  Hydrostatik 
befolgten  Verfahren  die  ßleichgewichtsbedingungen  finden.  Wir 
denken  uns  von  dem  Körper,  den  wir  im  Gleichgewicht  vor- 
aussetzen, ein  Volumen  r  mit  der  Oberfläche  6  abgetrennt;  die 
erste  Gleichgewichtsbedingung  für  dieses  Stück,  wenn  wir  es 
uns  erstarrt  denken,  liefert 

demnach  wird  für  die  Komponente  nach  der  :&- Achse 

fQXdr+fx^dö^O, 
Aber  nach  der  ersten  Gleichung  (2)  wird 

fx,d«  -/(X,«  +  x,ß  +  x.r)  d« 

dx         dy  dz  f 

(vgl.  Bd.  I,  S.  48).     Setzen  wir  dies  in  die  vorhergehende  Glei- 
chung ein^  so  erhalten  wir 

/•/         dx,     ax,     dx,\ 

und  da  r  ein   willkürliches  Stück   des  Körpers  ist  und    noch 
zwei  analoge  Gleichungen  hinzutreten,  finden  wir: 


-/c 


pX- 

dX^       dX„       dX     . 
dx  ^   cy    ^   dz   ' 

pr= 

dY^       dY^       dY^ 

dx  ^    dy  ^   dz  ' 

qZ  = 

dz^      dZ^      dz^ 

rx   ^    dy   ^   dz      ' 

(4) 


Es  ist  zu  beachten,   daß  die  durch  (2)  gegebene   lineare 
Transformation  von  a,  /J,  y,  die  wir  symbolisch  mit  6  bezeich- 
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net  haben,  durch  die  in  (4)  wieder  yorkommenden  neun  GroBen 
X^y ,..  Z^  festgelegt  wird,  ferner,  daß  die  Form  der  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen  (4)  bei  einer  YeriLnderung  des  Ko- 
ordinatensystems dieselbe  bleibt;  es  ist  daher  der  Vektor,  dessen 
Komponenten  die  rechten  Seiten  von  (4)  sind,  unabhängig  ron 
der  Wahl  des  Koordinatensystems  und  femer  vollständig  be- 
stimmt durch  die  Transformation  ö.     Wir  schreiben  ihn 

grad  6 

(lies  Gradient  von  ts)]  er  umfaßt  in  der  Tat,  wie  wir  noch 
sehen  werden,  als  Spezialfall  den  Gradienten  einer  skalaren 
Ortsfunktion.  Die  Gleichungen  (4)  nehmen  dann  die  einfache 
yektorielle  Form  an 

qF-^  grad  0.  (5) 

Wir  müssen  jetzt  auch  die  zweite  Gleichgewichtsbedingnng, 
die  Momentengleichung,  in  Betracht  ziehen.  Bezeichnen  wir  mit 
P  einen  veränderlichen  Punkt,  der  entweder  dem  Innern  %  des 
abgetrennten  Stückes  oder  seiner  Oberfläche  ö  angehört,  so 
haben  wir 

/p(P  -  0)  A  Fdr  +J\P  -  0)  A  FJts  -  0. 
Nehmen  wir  die  Komponente  nach  der  x- Achse,  so  folgt 

fgiyZ  -  B  Y)dt  +f{yZ,  -  b  TJ  dö  =  0. 

Verfahren  wir  wieder  genau  so  wie  vorhin,   so  gelangen  wir 
von  hier  ans  zu  der  Gleichung 

,„         _^-       d(nZ^-BY;>       d(yZ^-zY^       dJ^Z^BZ^ 

fdz^     dz^    dz\       /ar,     ar^     dY\ 

und  zufolge  (4)  verwandelt  sich  dies  in  die  einfache  Gleichung 

Y,  =  Z,. 

Wir  haben  so,  wenn  wir  die  analogen  Gleichungen  hinzufügen, 
die  neuen  Bedingungen 

y.-z„  z,-x.,   x,-r..  (6) 
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Diese  Gleichungen  sagen  ans,  daß  die  speziellen  Drnck- 
komponenten  sich  allgemein  auf  sechs  reduzieren.  Die 
Gleichungen  (4)  und  (6)  müssen  für  jeden  inneren  Punkt  des 
Körpers  erfüllt  sein  und  heißen  seine  unbestimmten  Gleich- 
gewichtsbedingungen. Die  Gleichungen  (6)  drücken  eine 
Symmetrieeigenschaft  der  Gleichungen  (4)  und  damit  auch  der 
Transformation  6  aus.  Man  sagt,  daß  6  eine  symmetrische 
lineare  Transformation  oder  eine  reine  Deformation  ist.  Sie 
ist  in  der  Tat  von  derselben  Art  wie  die  im  vorigen  Kapitel 
mit  ß  bezeichneten  Transformationen. 

Die  Gleichungen  (2)  müssen  auch  für  die  Oberfläche  des 
Körpers  gelten,  wenn  X^,  F^,  Z^  die  Komponenten  des  auf  diese 
Oberfläche  ausgeübten  Drucks  bezeichnen;  sie  heißen  in  dieser 
Bedeutung  die  Oberflächen-  oder  Grenzbedingungen. 

4.  Dmokflftchen.  Lam6sohesBllipsoid.  Hauptebenen. 
Die  vorstehenden  Entwicklungen  lassen  sich  auf  einfache  Art 
geometrisch  deuten.  Wir  wollen  zunächst  beachten,  daß  wenn 
w'  ein  neuer  Einheitsvektor  mit  den  Richtungskosinus  a', /?',  y' 
ist,  aus  den  Gleichungen  (2)  mit  Rücksicht  auf  (6)  unmittel- 
bar   folgt  /  ^  —    ^,  /r,. 

d.  h.  die  Projektion  des  Druckvektors  für  ein  Flächenelement 
mit  der  Normale  n'  auf  die  Normale  n  ist  gleich  der  Pro- 
jektion des  Druckvektors  für  ein  Flächenelement  mit  der  Nor- 
male n  auf  die  Normale  n\ 

Wir  betrachten  nun  die  homogene  quadratische  Funktion 
von  cc,  ß.y  ^  ^ 

sie  bedeutet  die  Normalkomponente  des  Druckes.  Wir  setzen  femer 

und  nennen  Druckflächen  die  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren 
Gleichung,  wenn  wir  uns  statt  a,  ß,  y  die  Punktkoordinaten  x^ 
iff  g  von  N  eingesetzt  denken,  die  Form  hat 

q>  —  konst.  (8) 

Die  Richtung  des  Druckes  ist  zu  der  Ebenenstellung 
des   zugehörigen  Flächenelementes  konjugiert  bezüg- 
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lieh  dieser  Druckflächen.    Durch  Differentiation  finden  wir 

nämlich 

dn  X  6n  +  nx  6(dn)  ««  2dg); 

schreiben  wir  aber  (7)  in  der  Form 

w'  X  6n  «  n  X  ön' 
und  setzen  n'^^dUf  so  folgt 

n  X  6{dn)  =•  dn  x  en 
und  mithin 

dn  X  ön  =»  dq> 

eder 

tfn  =  l?;«-grad/f9, 

d.  h.  in  kartesischen  Koordinaten 

■y  dtp  y  dcp  y  d^ 

Aus  den  Gleichungen  (2)  lassen  sich,  wenn  ihre  Determinante 
nicht  yerschwindety  a,  ß,  y  umgekehrt  als  homogene,  lineare 
Funktionen  von  X^,  Tj,,  Z^  berechnen,  die  Beziehung  (3)  ist 
also  umkehrbar,  so  daß  wir  auch  schreiben  können 

n-tf'j;,  (10) 

und  ti'  hat  dieselben  Eigenschaften  wie  6,    Setzen  wir  dann 

so  wird 

2g)^l<;x<y'J?;=.(P-  0)xtf'(^-  0) 

und  mithin  tp  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  Koor- 
dinaten von  P.  Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  noch, 
da  sich  (7)  auch  in  der  Form 

schreiben  läBt,  daß 

dJP,  X  <y'JF,  =  rfP  X  tf'(P  -  0)  -  rfg> 
und  mithin 

ö\P  -^  0)^n''  gradp  tp.  (11) 

Für  den  Ort  des  Punktes  P  finden  wir,'  wenn  wir  be- 
achten, daß  n^ »  1  ist,  sofort  die  Darstellung 

[tf'(P-0)]«=l;  (12) 
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diese  Fläche  ist  ein  Ellipsoid^  das  Lamesche  Ellipsoid,  und 
dessen  Halbmesser  liefern  sonach  die  Größe  der  in  ihre  Rich- 
tung fallenden  Druckkräfte. 

Wir  werden  sogleich  sehen,  daß  die  Druckflächen  uud 
das  Lamesche  EUipsoid,  die  denselben  Mittelpunkt  0  besitzen, 
auch  dieselben  Hauptachsen  haben.  Auf  die  Hauptebenen  der 
Druckflächen  muß  aber,  da  die  Druckrichtung  ihnen  konju- 
giert ist  bezüglich  der  Druckflächen,  ein  senkrechter  Druck 
ausgeübt  werden,  es  gibt  also  für  einen  beliebigen  Punkt 
im  Innern  des  Korpers  mindestens  drei  zu  einander 
paarweise  senkrechte  Flächenelemente,  auf.  welche 
ein  normaler  Druck  ausgeübt  wird.  Die  Ebenen  dieser 
Elemente  heißen  die  Hauptebenen  des  Punktes  0.  Der 
Asymptotenkegel  der  Druckflächen  hat  die  Gleichung 

er  ist  mithin,  da  zufolge  der  Definition  von  q)  dann  n  x  ön 
—  0  wird,  die  Hüllfläche  der  Ebenen,  für  welche  der  Druck 
tangential  ist. 

Beziehen  wir  die  Druckflächen  auf  ihre  Hauptachsen,  so 
nimmt  ihre  Gleichung  die  Form  an 

Pi^*  +  P%y^  +  Ps^*  =  konst., 
wobei  PuPifPi  positiv  oder  negativ  sein  können  und  die  Haupt- 
drucke für  den  Punkt  0  heißen. 

Die  ursprüngliche  Gestalt  der  Funktion  2(p  wird  also 

und  es  ergibt  sich  durch  ihre  Differentiation  nach  «,  /3,  y 

^•-Pi«;     ^n^Pißy     ^«-A^ 
Vergleicht  man  dies  mit  den  Gleichungen  (2),  so  sieht  man, 
daß  jetzt 

^x^Plf        ^y'^Pif       ^•=-l>3> 

Die  Koordinaten  des  Punktes  P  sind  |  =-  X„  ij  —  F„ 
i  —  Z^,  es  ergibt  sich  also 
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und  weiter  folgt  aus  a*+  /J*+  y'—  1,  daa  =  —  ,/S=»— ,   y««  —  , 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Lameschen  Ellipsoids,  und  wir  sehen 
so  in  der  Tat,  daß  die  Hauptachsen  dieses  Ellipsoids  der  Liage 
nach  mit  denen  der  Druckflächen  zusammenfallen.^) 

Man  findet  noch,  daß,  wenn  die  Druckflächen  Kugeln  sind, 
auch  das  Lamesche  Ellipsoid  eine  Kugel  wird;  wenn  also  auf 
jede  durch  0  gelegte  Ebene  ein  senkrechter  Druck  ausgeübt 
wird,  so  sind  die  Druckkräfte  auch  einander  gleich. 

Dies  ist  der  Fall  der  idealen  Flüssigkeiten,  es  wird  für  diese 

wenn  p  den    Flüssigkeitsdruck  bezeichnet    Dann    liefern 
die  Gleichungen  (2) 

X,=i)«,     r,-;>/S,    Z.=i>y, 

so  daß  die  Transformation  6  sich  auf  die  Multiplikation  mit 

einem  Zahlfaktor  p  reduziert,  und  die  Gleichung  (5)  wird  dabei 

(Bd.  I,  S.  314) 

(>JF=gradp. 

5.  Die  speiiellen  Dmokkomponenten  als  Funkttonen 
der  Haaptdmcke.  Beziehen  wir  die  Richtungskosinus  auf 
die  Hauptachsen  der  betrachteten  Druckflächen,  so  wird 

-F;  X  n'  ==  aap^  +  /S'/3i>,  +  y  Vft. 
Wir  denken  uns  jetzi  drei  durch  0  gehende  Flächenelemente, 


1)  Die  ganze  Theorie  der  inneren  Drackkräfte  stammt  von  Cauchy, 
der  die  Dmokkomponenten  und  die  Hauptdrucke  behandelt,  mit  Hilfe  des 
Elementartetraeders  die  Gleichungen  (2)  gefunden,  darauf  die  Gleichungen 
(4)  abgeleitet  und  auch  die  Druckflächen  eingeführt  hat  (Ezercices  de  Math. 
Tol.  II,  1827,  (Euvres  (2)  t.  VE:  De  \a  pression  ou  tension  dans  un  corps 
solide,  p.  60,  Sttr  les  relations  qui  existent  dans  l'etat  d'^quiUbre  d*un  corps 
solide  ou  fluide  entre  les  pressions  et  les  iensians  et  les  farces  acceUratrices 
p.  141).  Dies  Ellipsoid  (12)  nihrt  von  Lam^  und  Clapeyron  her: 
Memoire  sur  Vequilibre  interieur  des  corps  solides  homogenes,  M^oires 
pr^entäs  par  divers  sa?ants  ä  TAcad^mie  des  Sciences,  t.  4,  p.  463  Paris 
1883,  Journal  für  Math.  Bd.  7,  S.  145  (1831). 
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die  zn  Nonnalen  drei  orthogonale  Achsen  Xj  y,  e  haben,  und  es 
seien  cLußuyi'y  ^ißt^y^^  ^yßzyVz  ^^^  Richtungskosinns  dieser 
drei  Achsen,  auf  die  Hauptdruckrichtungen  bezogen.  Lassen 
wir  der  Reihe  nach  n  und  n'  gleichzeitig  mit  der  x^^  y-  oder 
jer- Achse  zusammenfallen,  so  erhalten  wir  aus  der  obenstehen- 
den Gleichung  der  Reihe  nach  X^y  Y^,  Z^  und  finden  so 

^,==«2'A  +  A*Pi+y2*A;  (13) 

Lassen  wir  dagegen  n  mit  y,  n'  mit  z  usw.  zusammenfallen, 
so  erhalten  wir 

x,--Zx=-^^Pi  +  ßsßiP2  +  nyiP$>  (14) 

Aus  (13)  können  wir  sofort  erkennen,  daß 

wird  und  somit  von  der  Wahl  des  Achsentripels  x,  y,  z  unab- 
hängig ist.  Es  heißt  der  Ausdruck  X^-\-  Y^  +  Z,  deswegen 
die  lineare  Druckinvariante;  er  ist  auch-  eine  Invariante 
der  Transformation  0  und  wird  als  solche  mit  1^6  bezeichnet. 
Ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß 

7.«  -  {Y^Z.  -  Yr)  +  {Z.X,  -  Z*)  +  (X,  r,  -  Z/) 

eine  quadratische  Livariante  (nämlich  =  p^p^  +  p^^  +  PiP%) 
ist.  Endlich  wird  die  Determinante  des  Gleichungssystems  (2), 
die  wir  von  0  verschieden  voraussetzten,  eine  kubische  Inva- 
riante 1^6. 

6.  Elastisohe  Körper.  Hookesohes  Gesetz.  DieBla- 
stisitfttamodaln.  Die  elastischen  Körper,  welche  die  Natur 
darbietet^  deformieren  sich  unter  der  Einwirkung  äußerer  Kräfte, 
mögen  diese  nun  am  Innern  des  Körpers  als  Yolumenkräfte 
oder  in  Gestalt  von  Zug-  oder  Druckkräften  an  der  Oberfläche 
angreifen,  und  erreichen  so  einen  gewissen  Gleichgewichtszu- 
stand,   um  diese   Deformation  zu  verändern,   muß  man   neue 
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Kräfte  hinzufügen.  Werden  die  Eo^fte  fortgenommen,  so  strebt 
der  Körper  die  ursprüngliche  Gestalt  wieder  anzunehmen^  ohne 
sie  aber  in  allen  Fällen  wieder  zu  erreichen ,  und  deswegen 
unterscheidet  man  die  unter  der  Einwirkung  der  Kräfte  ein- 
tretende elastische  und  die  permanente  Deformation,  die 
nach  Aufhebung  der  Kräfte  übrig  bleibt. 

Man  scheidet  sodann  die  elastischen  Körper  in  isotrope 
und  anisotrope;  die  ersteren  zeigen  nach  yerschiedenen  Rich- 
tungen keine  verschiedenen  elastischen  Eigenschaften,  dahin 
gehören  z.  6.  die  Metalle  und  der  Zement;  bei  den  anisotropen 
Körpern  wie  z.  B.  den  Kristallen  und  dem  Holz  ist  das  aber 
nicht  der  Fall.  Zwei  kongruente  Stücke,  die  aus  verschiedenen 
Stellen  eines  isotropen  Materials  ausgeschnitten  sind,  erleiden 
unter  der  Einwirkung  desselben  Kräftesystems  dieselbe  Defor- 
mation; dies  geschieht  aber  im  allgemeinen  nicht,  wenn  das 
Material  anisotrop  ist.  Die  Deformation  ist  bei  den  zu  tech- 
nischen Konstruktionen  gebrauchten  Materialien  so  gering,  daß 
sich  alles  das  anwenden  Jäßt,  was  im  vorigen  Kapitel  über  die 
Deformation  eines  kontinuierlichen  Mediums  oder  Körpers  ge- 
sagt wurde.  Das  experimentelle  Gesetz,  das  diese  Deformation 
beherrscht;  ist  das  Hookesche  Gesetz  (1660),  das  von  seinem 
Urheber  mit  den  Worten  üt  tensio  sie  vis  ausgesprochen  wurde, 
d.  h.  die  in  einem  Körper  hervorgebrachte  Deforma- 
tion ist  der  Größe  nach  proportional  der  Belastung, 
die  sie  hervorbringt,  oder  wie  wir  es  genauer  ausdrücken 
wollen:  die  Druckkomponenten  sind  lineare  homogene 
Funktionen  der  Deformationskomponenten. 

Wir  wollen  zunächst  nur  isotrope  Körper  betrachten.  Ein 
isotroper  Stab  von  parallelepipedischer  Gestalt  wird  unter  der 
Einwirkung  eines  Gewichtes,  das  ihn  streckt,  sich  verlängern 
und  im  allgemeinen  seitlich  zusammenziehen.  Eine  Ausnahme 
bildet  der  Kautschuk  und  unter  den  anisotropen  Körpern  einige 
Kristalle,  z.  B.  der  Pyrit  und  das  Steinsalz.  Wir  nennen  p  den 
Druck  pro  Flächeneinheit  (cm*),  s  den  linearen  Dilatations- 
koefiizienten,  rj  den  transversalen  Kontraktionskoeffizienten.  Die 
Erfahrung  zeigt  dann,  daß  dem  Hookeschen  Gesetz  entsprechend 
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innerhalb  gewisser  Grenzen  €  proportional  zu  p  und  i^  ebenfalls 

proportional  zu  p,  mithin  auch  zu  s  ist,  so  daß  man   setzen 

kann 

p  —  Eb,    ri  —  x£.  (15) 

E  und  X  sind  hierbei  Eonstanten  des  Körpers,  die  für  einen 
bestimmten  Körper  und  eine  bestimmte  Temperatur  immer 
denselben  Wert  haben;  sie  heißen  die  isothermischen  Ej:>n- 
stanten  des  Körpers.  E  wird  auch  als  der  Youngsche 
Modul  bezeichnet  und  gewöhnlich  in  gr  und  cm'  ausgedrückt, 
er  ist  immer  eine  positive  und  f&r  die  Baumaterialien  recht 
große  Zahl.  Die  größten  Werte  hat  er  fär  Stahl,  ungefähr 
2200  X  10*;  für  einzelne  anisotrope  Körper  nimmt  er  indes  noch 
größere  Werte  an,  z.  B.  ist  er  gleich  5200  x  10*  für  Korund. 
Die  Konstante  x  heißt  das  Poissonsche  Verhältnis; 
sie  ist  positiv,  wenn  eine  seitliche  Eontraktion  eintritt,  nega- 
tiv, wenn  eine   seitliche  Schwellung   stattfindet.     Wir   werden 

sehen,  daß  immer 

-  1<  X  ^  i.  (16) 

Für  Glas  ist  x  sehr  nahe  gleich  y^,  für  Kupfer  ist  es  ungefähr 
0,374,  für  Eigen  0,321,  für  Stahl  0,294.  Ist  x  « :^,  so  ist  der 
Körper  inkompressibel.  Für  eine  rote  Art  vulkanisierten  Kaut- 
schuks ist  X  «  —  ^,  für  den  Zucker  x  =  0. 

Man  benutzt  noch  zwei  andere  Konstanten  A,  ft,  welche 
die  Lameschen  Konstanten  heißen  und  durch  E  und  x 
folgendermaßen  definiert  werden: 


(l  +  x)(l  — 2x)'       '^        2(1 -fx) 

Die  Konstante  [i  heißt  der  Modul  der  Starrheit  und  ist 
immer  positiv;  A  hat  dasselbe  Zeichen  wie  x.  Aus  (17)  kann 
man  umgekehrt  x,  E  durch  A,  ft  ausdrücken  und  findet 

Es  ergibt  sich  aus  (17),  da  £,  1  +  x  und  1  —  2x  positiv  sind, 

fi>0,     3A  +  2/A>0.. 
Demnach   sind  auch  die  Verhältnisse   von   X  +  2(i  zu  q  (der 

19' 
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Dichtigkeit  des  isotropen  homogenen  Körpers)  und  Ton  fi  zu  p 
positiv  und  wir  können  setzen 

Diese  beiden  neuen  Konstanten  Sl  und  ca  haben  eine  wichtige 
physikalische  Bedeutung.  ^) 

^  7.  Beiiehimgeii  swisohen  Dmokkomponenten  und 
])efonnatloiiflko]iipoii6iiten  bei  einem  isotropen  Körper. 

Aus  Sjmmetriegründen  kann  man  schließen,  daß  für  jeden 
inneren  Punkt  0  eines  isotropen  Körpers  die  Hauptdruckrich- 
tungen von  den  im  vorigen  Kapitel  definierten  Hauptdeforma- 
tionsrichtungen  nicht  verschieden  und  daß  außerdem  die  Elasti- 
zitatsergenschaften  für  diese  drei  Richtungen  dieselben  sind. 

Wir  denken  uns  demnach  aus  dem  Körper  ein  sehr  kleines 
rechtwinkliges  Paralleliped  ausgeschnitten,  dessen  Kanten  die 
soeben  bezeichneten  Richtungen  x,  y,  z  haben,  wenn  für  den 
Punkt  0  eine  Ecke  des  Parallelepipeds  genommen  wird.  Auf 
die  zu  X  senkrechten  Seitenflächen  denken  wir  uns  einen  Druck 
Pi  (pro  Flächeneinheit)  ausgeübt;  durch  diesen  werden  die 
Kanten  von  der  Richtung  x  verkürzt  und  die  anderen  Kanten 
in  demselben  Verhältnis  verlängert,  die  Koeffizienten  sind  die 
aus  den  Gleichungen  (15)  folgenden,  aber  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  genommen.  Wir  finden  so  für  die  Dila- 
tationskoeffizienten in  den  Richtungen  der  Kanten 

_  Pi       *Pi      *Pi 
E'      E  '      E  ' 

Analoges  ergibt  sich  für  einen  Druck  von  der  Stärke  p,  ^^ 
die  zu  y  senkrechten  Seitenflächen;  wir  finden  für  die  Dilata- 
tionskoeffizienten 

E  ^         E^      E  ^ 


1)  Weitere  Einzelheiten  über  die  Elaetizitatskonstanten  findet  man 
in  dem  Artikel  von  W.  Thomson  (Lord  Kelvin)  Elastieity^  Encyclo- 
paedia  Britannica  (1876)  oder  Math,  and Phjs.  Papers  vol.  3,  p.  81;  Voigts 
L'itat  actv^  de  nos  connaissances  sur  VelastieUe  des  cristaux,  Rapports 
pr^sent^s  au  Congräs  international  de  Physique,  Paris  1900,  vol.  1; 
Ghwolson,  Traitö  de  Phjsique,  t.  I. 
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und  schließlich,  wenn  auf  die  zu  g  senkrechten  Seitenflächen 
der  Druck  p^  ausgeübt  wird,  für  dieselben  Koeffizienten 

*1>»      « P»      _  Pt 
E  '      E  ^         E' 

Durch  Addition  dieser  drei  Wertesysteme  erhalten  wir  für 
die  dem  resultierenden  Drucksystem  entsprechenden  Dilatations- 
koeffizienten a^y  b^,  Cq,  wenn  wir 

■P-Ä+Ä+A-Jitf  (19) 

setzen, 

diese  Gleichungen  stellen,  dem  Hookeschen  Gesetz  entsprechend, 
die  Hauptdilatationen  als  lineare  homogene  Funktionen  der 
Hauptdrucke  dar. 

Es  ist  jetzt  leicht,  auch  die  Deformationskomponenten  für 
den  Punkt  0,  auf  ein  beliebiges  Ächsentripel  bezogen,  darzu- 
stellen. Wir  nennen  x^^y^jZ^  ein  solches  Tripel,  die  Achse  x^ 
habe  gegen  die  Hauptachsen  die  Richtungskosinus  a^^ßi^yit 
^f  ßi^?t  seien  die  Richtungskosinus  der  Achse  y^,  cc^,  ß^,  y^ 
die  der  Achse  js^.  Wir  bezeichnen  mit  a,  b,  c  die  linearen  Dila- 
tationskoeffizienten fQr  die  Richtungen  x^jy^yZ^,  mit  fyQyh 
die  Ausweitungen  für  diese  paarweise  zusammengenommenen 
Richtungen.  Nach  den  Formeln  (12)  und  (13)  des  vorigen 
Kapitels  finden  wir  dann 

a  -  «0«^!*  +  \ßx^  +  ^0^1*;  f  -  2(aoaja,  +  b^ß^ß^  +  c^YiVz)  ^sw. 

Setzen  wir  hierin  die  vorstehend  gefundenen  Werte  fQr  a^, 
b^fC^  ein  und  benutzen  die  Formeln  (13)  und  (14)  dieses  Ka- 
pitels, so  erhalten  wir 

_xP-(l  +  x)X^  ^2(l+x)r, 

^  E  '        '  ■"  E  ' 

xp-(i  +  x)ry  2(1 +X);?,     . 

xP~(l-fx)^,  2(lH-x)Z 
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Diese  Gleichungen  liefern  die  Deformationskomponenten 
in  Funktion  der  Druckkomponenten.  Wir  können  aber  aucli 
umgekehrt  die  Druckkomponenten  durch  die  Deformationskom- 
ponenten ausdrücken. 

Addieren  wir  die  linksstehenden  der  obigen  Gleichungen, 
80  finden  wir  den  räumlichen  Dilatationskoeffizienten 

Q^a  +  b  +  e, 

den  wir  als  die  lineare  Invariante  der  Deformation  anzusehen 
haben,  und  zwar  ergibt  sich,  da 

P-Px  +1»,  +ft  -  X.  +  r,  +  z„ 

die  einfache  Gleichung 

e  .  _  ^l^pi,  (21) 

also  eine  Beziehung  zwischen  der  linearen  Druckinyariante  und 
der  linearen  Deformationsinyariante.  Die  erste  Gleichung  (20) 
liefert  dann  weiter 

J5o-xP-(l  +  x)X. ^^e-(l  +  x)Z.; 

lösen  wir  nach  X^  auf  und  führen  die  durch  (17)  definierten 
Konstanten  X,  fi  ein,  so  folgt,  indem  wir  die  weiteren  Gleichungen 
sofort  hinzufügen, 

-  F^  -  AG  +  2/i6,     -  Z,  -  (Lg,  (22) 

Die  Erfahrung  lehrt   nun,   daß   in  der  Natur  die  Körper 

unter   der  Einwirkung   eines   auf  ihre  Oberfläche   ausgeübten 

gleichförmigen  Druckes,   wenn  sie  nicht   inkompressibel   sind, 

an  Volumen  abnehmen.     Es  folgt  also  aus  (21)^  da  für  P  >  0 

6^0  sein  soll, 

1-2x^0, 

d.  h.,  wie  schon  gesagt  wurde, 

Außerdem   lehrt   die  Erfahrung,   daß   unter   dem   Einfluß 
einer  Scherkraft   eine  zu   der  Scherkraft   senkrechte  Linie  in 
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der  Richtung  der  Kraft  umgebogen  wird.  Ist  also  F,  (die 
y- Komponente  des  Druckes  auf  die  a;y-Ebene)  >  0,  so  nimmt 
der  Winkel  yz  bei  der  Deformation  zu  und  die  Ausweitung 
f  der  y-  und  jsr-Achse  wird  deshalb  nach  unseren  Festsetzungen 
negativ;  aus  der  zweiten  Gleichung  {20}  folgt  also 

l+x>0 

und  mithin  wird  x  >  —  1,  wie  schon  in  (16)  ausgesagt  ist. 

8.  Das  elastlBOhe  PotentiaL    Wir  betrachten  die  fol- 
gende homogene  quadratische  Funktion  der  Druckkomponenten 

2il ij-  { X,«+r/+Z.»+  2T*+2Z*+X;  }  +  !•■?*•  (23) 

Beachtet  man,  da6 

P«  -  2Y^Z,  -  2Z,X,  -  2 z. r,  -  X.»  +  r/  +  z,», 

SQ  kann  man  277  auch  in  die  Form  bringen 

277-^'4^{(r,z.~r/)  +  (z.x.-z,«)  +  (x,r,-x/)} 

E       ' 

Aus  dieser  Form  geht  sofort  hervor,  daß  diese  Funktion  eine 
lineare  Kombination  des  Quadrates  der  linearen  und  der  qua- 
dratischen Druckinvariante  (s.  §  5)  und  mithin  selbst  eine  In- 
variante ist.     Außerdem  leitet  man  aus  (20)  sofort  ab,  daß 

an       ^      dn  an 


^  ""  a-x, '     ^  ~  a  Fy '     '^  ~  az, ' 

^     dn  an       ,      dn 

''^dY,'    ^^Tz^'  aXy 


(24) 


wird.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (22)  können  wir  auch  77  als 
homogene  quadratische  Funktion  der  sechs  Deformationskom- 
ponenten darstellen;  es  ist  indessen  einfacher,  von  den  Glei- 
chungen (22)  ausgehend  die  folgende  Funktion  zu  bilden, 
deren  Identität  mit  der  vorstehenden  Funktion  77  leicht  nach- 
zuweisen ist: 

277  -  -  2(i{a'  +  &«  +  c»  +  i^  +  il/'  +  i  A")  -  ^6«.    (25) 
Beachten  wir,  daß 

e»  -  2bc  -  2ca  -  2ab  -  a«  -f  6«  +  c\ 
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dn 

da  ' 

■'»"  db' 

y     dn 

^•^  de' 

dn 

df 

^      dn 

^'^  dg* 

^9"   dh' 

so  ergibt  sich  auch 

d.  h.  n  ist  eine  lineare  Kombination  des  Quadrates  der  linearen 
und  der  quadratischen  Deformationsinvariante. 
Außerdem  wird 

X.      . 

(26) 

Wir  können  also  sagen:  Für  die  isotropen  elastischen 
Körper  gibt  es  eine  invariante,  homogene  quadratische 
Funktion  der  Druckkomponenten  oder  der  Deforma- 
tionskomponenten, deren  Derivierten  nach  den  Druck- 
komponenten  die  Deformationskomponenten  und  deren 
Deriyierten  nach  den  Deformationskomponenten  die 
Druckkomponenten  liefern.  Diese  Funktion  11  heißt  das 
elastische  Potential. 

*  Um  ihre  physikalische  Bedeutung  zu  erkennen,  denken  wir 
uns  den  elastischen  Körper  deformiert  und  im  Gleichgewicht. 
Ein  Punkt  (x,  y,  z)  geht  bei  der  Deformation  über  in  (x  +  u, 
y  +  »,  z  +  w),  wenn  u,  v,  w  die  Komponenten  der  Verrückung 
bezeichnen.  Wir  wollen  dem  Körper  nun  eine  virtuelle  Ver- 
schiebung erteilen,  so  daß  der  Punkt  (x  +  u,  y  +  v,  z  +  w)  in 
{x  +  u  +  (Jtt,  y  +  V  +  äv,  z  +  w  +  öw)  übergeht,  und  die  da- 
bei von  den  wirkenden  Kräften  geleistete  Arbeit  d9B  berechnen. 
Es  ergibt  sich 

(Jas  -  Cq{Xöu  4-  YSv  +  Zdw)dx 

r  (27) 

+ J  {XJu  +  TJv  +  ZJtc)d6, 

Um  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  umzuformen,  stellen  wir 
uns  allgemeiner  die  Aufgabe,  den  folgenden  Ausdruck  zu  trans- 
formieren 

* ^f(f{Xti'+  Yv'+  Zw')dx  ^-f(Xy^Yy^Zy)i6,  (28) 
wobei   m',  v\  w'  die  Verrückungskomponenten  für  irgend  eine 
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andere  Deformation  sind.  Das  zweite  dieser  beiden  Integrale 
wird  zufolge  von  (2) 

/[{Xy  +  Yy  +  Z,w')a  +  {Xy  +  Yy  +  Z^u>')ß  + . .  -Irfff, 

und  transformieren  wir  dieses  Flächenintegral  nach  dem  zu 
Anfang  von  §  3  benutzten  Satze  in  ein  Raumintegral^  so  fin- 
den wir  dafür 


"J  \  — Fx —  +  — ar  -  +  — rz — M^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (4),  wenn  wir  mit  a',b\c'y  f',g\h\ 
die  den  Verrückungen  (w',  v',  w?')  entsprechenden  Deformations- 
komponenten bezeichnen, 

-fg{Xu'+  Yv'  +  Zw')dt  -^f{xy+' . .  +  YJ\+'')dt. 

Setzen  wir  dies  in  dem  Ausdrucke  O  für  das  zweite  Integral 
ein,  so  ergibt  sich 

*  -  -fiXy  +  Yy  +  Z,c'  +  Yf  +  Z,g'  +  X^h')dx 
oder  nach  (26) 

Nehmen  wir  jetzt  u  «=  dw,  v'  =  dt?,  w'  «=  dw^  so  wird 
*  ==  dS®.  Außerdem  sieht  man  sofort,  daß  a  —  da^  6'  =  d6,  •  •  • 
zu  setzen  ist  und  deswegen 

also 

<J3B  -  -fdndx 

und,  wenn  das  Volumen  bei  der  Variation  ungeändert  bleibt, 

das  ^ sfndx 
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wird.  Ist  anderseits  dxo  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte,  so  ist 
für  das  Gleichgewicht  erforderlich 

(J2B  +  d»  -  0, 
und  es  folgt 

dxo dSB  -  sfndx.  (29) 

Die  Funktion  /  ndt^  die  von  dem  Deformationszustand 
des  Körpers  abhängt,  liefert  durch  ihre  Zunahme  die 
von  den  inneren  Kräften  und  durch  ihre  Abnahme  die 
von  den  äußeren  Kräften  geleistete  Elementararbeit. 
Die  Änderung  der  Funktion  11  stellt  daher  gewissermaßen  die 
Arbeit  pro  Yolumeneinheit  dar  und  diese  Funktion  wird  deshalb 
auch  das  elastische  Einheitspotential  genannt 

Gehen  wir  von  der  Gleichung  (25)  aus,  so  ist  leicht  sa 
zeigen,  daß  --  2  JT  immer  >  0  wird.     Es  ist  nämlich 

3(a«  +  V  +  c^)  -  e«  =  (6  -  cy  +  (c  -  aY  +  (a  -  Vf  >  0, 
also  wird  0*  <  3(a'  +  6*  +  c*)  und  mithin,  wenn  X  <  0, 
-  2/7>(2/i  +  3A)(a«  +  6«  +  c«)  +  ^(p  +  g*  +  A»), 

es  war  aber  2ft  +  3iL  >  0,  /:*  >  0,  also  ist  auch  —  277  >  0. 
Für  A  ^  0  ist  dies  aber  schon  nach  dem  ursprunglichen  Au8> 
druck  (25)  der  Fall,  also  sehen  wir:  77  ist  als  .quadratische 
homogene  Funktion  der  Deformations-  oder  der  Druck- 
komponenten eine  definite  negative  Form.  Nur  wenn 
alle  Deformationskompouenten  verschwinden,  der  Körper  also 
im  undeformi^rten  Zustande  ist,  wird  77 »  0. 

9.  Das  elastiache  Potential  kristallinischer  Körper. 
Der  Bettische  Bezlprosltätssats.  Betrachtungen,  die  wir 
hier  nicht  wiedergeben  können,  rechtfertigen  die  Annahme, 
daß  die  vorstehend  abgeleiteten  Resultate  auch  für  einen  be- 
liebigen kristallinischen  Körper  bestehen  bleiben.  In  diesem 
Falle  ist  das  Potential  ebenfalls  eine  definite  negative  qua- 
dratische Form  der  sechs  Deformationskomponenten  und  ent- 
hält mithin  21  Koeffizienten  oder  isothermische  Elastizi- 
tätsmoduln.   Diese  Koeffizienten  lassen  sich  aber  auf  eine  ge- 
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ringere  Anzahl  reduzieren;  im  Falle  des  isotropen  Körpers  re- 
duzieren sie  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  auf  zwei.^)  Nehmen 
wir  die  Existenz  einer  solchen  Funktion  allgemein  an  und 
nennen  a,b, . .  ,h  und  a,b'fj..  h'  die  sechs  Deformationskom- 
ponenten von  zwei  Deformationen  desselben  elastischen  Kör- 
pers, dann  ergibt  sich  sofort  die  Gleichung 

-aä  «  +  •••  +  -ay/^  + aV"^  +  •  •  •  +  ^7^^+ '  •  '^ 

indem  wir  mit  TT  dieselbe  Funktion  wie  77,  nur  gebildet  für 
a\b\ , .  .h',  bezeichnen.  Dies  folgt  sofort  daraus,  daß  77  eine 
homogene  quadratische  Funktion  von  a^b, » ,  .h,  der  links 
stehende  Ausdruck  also  eine  symmetrische  bilineare  Funktion 
der  beiden  Seztupel  a,b, , .  .h  und  a\  6', . . .  A'  wird  und  sich 
durch  Yertauschung  dieser  beiden  Sextupel  nicht  ändert. 

Anderseits  wird  aber  die  linke  Seite  nach  der  oben  stehen- 
den Transformation  des  in  (28)  eingeführten  0: 

f(f{Xu'  +  Yv'  +  Zw)dx  +f{Xy  +  Yy  +  Z„w')d6 

oder  in  Yektorbezeichnung,  wenn  «'  der  Verrücknngsvektor 
(u',  v',  w^  ist, 

fgFx  8'dx  +J*Fn  X  ^'^<^' 

Die  rechte  Seite  wird  einem  analog  gebildeten  Ausdruck  gleich, 
und  wir  erhalten  sonach  die  Gleichung 

fQFx8'dt+fF^x8'd6=^f(fF'x8dx+fF^x8d6,  (30) 

Wenn  ein  Körper  zwei  Kräftesjstemen  unterworfen 
wird,  die  zwei  verschiedene  Deformationen  hervor- 
rufen, so  ist  die  Arbeit,  die  von  den  Kräften  J^,  F^  des 
ersten  Systems  bei  den  durch  das  zweite  System  her- 
vorgerufenen Verrückungen  «'  geleistet  wird,   ebenso 

1)  Der  Begriff  des  elastischen  Potentials  stammt  von  G.  Green, 
On  ihe  laws  of  reflexion  and  refraction  of  light  (Trans.  Phil.  Cambridge, 
▼.  YII,  p.  1,  1837);  aber  erst  Lord  Kelvin  hat  die  Existenz  des  Poten- 
tials in  einigen  wichtigen  F&Uen  bewiesen  (1868,  1864),  Math,  and  Pbys. 
Papers,  vol.  1,  p.  291,  vol.  8,  p.  886.  Vgl.  Voigt:  Thermodynamik,  Bd.  II, 
Kap.  IV,  Leipzig  1908. 
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groß  wie  die  Arbeit,  die  von  den  Kräften  JP',  F^  des 
zweiten  Systems  bei  den  durch  das  erste  System  lier- 
▼orgernfenen  VerrQckungen  s  geleistet  wird.  Dies  ist 
der  Bettische  Reziprozitätssatz.^) 

10.  Die  Oleiohgewlohtsbedlngiingen  fBr  Isotrope 
elaatlBOhe  Körper.  Benutzen  wir  die  Gleichungen  (4)  f&r 
das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  deformierbaren  Körpers  und 
nehmen  die  Ausdrücke  (22)  hinzu,  so  ist  es  sehr  leicht,  die 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zu  finden , 
denen  die  VerrückuDgskomponenten  eines  isotropen  elastischen 
Körpers  im  Falle  des  Gleichgewichtes  genügen. 

Wir  haben 


Es  wird  aber 

cx    ^   dy       o»  ex 


und  da 


dx\ 


•  "^  d'y  \dy  "^  dx)  "^  OB  \dg  '^  dx) 

d   [du   ,   dv 


ao^  +  i^  +  liV^**^ 


dx  ^  dy       dz 


ergibt  sich  bei  Hinzufugung  der  beiden  analogen  Gleichungen 


de 


qX  +  (A  -f-  /ü)  ^-  +  [iJu  «=  0 


de 


PA 

9Z  +  (A  +  ,*) -^^;~  +  M«"=  0. 


(31) 


Diese    unbestimmten    Gleichungen    des    Gleichge- 
wichts schreiben  sich  in  vektorieller  Form 


qF+  {k  +  (i)  grad  div  8  +  /iz/«  ■=  0, 


(32) 


1)  Betti,  Teoria  della  elasticitä^  Nuovo  Cimento  (2),  t.  7—10 
(1872,  78),  Cap.  VI,  Annali  di  Mat.  (2)  t.  6,  p.  101  (1876).  Der  Satz  ist 
die  weiteste  Verallgemeinerang  eines  von  Maxwell  in  die  Theorie  des 
Fachwerkes  eingeführten  Prinzips. 
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und  da  nach  S.  47  im  ersten  Bande 

jda  =  grad  div  «^—  rot  rot  «, 
finden  wir  auch 

qF+  {k  +  2(i)  grad  div  «  —  /i  rot  rot  «  —»  0 

oder,  wenn  wir  die  Eonstanten  Sl^  und  o'  einführen, 

F+Sl^  grad  div  «  -  cd*  rot  rot  «  -  0.  (33) 

Es  lassen  sich  auch  leicht  nach  derselben  Methode  die  Ober- 
flächenbedingungen aus  den  Gleichungen  (2)  ableiten.^) 

Übungsbeispiele. 

1.  Angabe.  Ein  homogener  und  isotroper  gerader  Zylinder 
mit  beliebiger  Grundfläche  ist  einem  gleichförmigen  Zug  auf  seine 
Grundflächen  u/nterworfen  und  seiüich  frei.  Die  Massenkräfte  sind 
zu  vernachlässigen,    I>ie  Deformation  des  Zylinders  zu  bestimmen. 

AufLösung.  Die  ;e;- Achse  sei'^en  Seitenlinien  des  Zylinders 
parallel.  Ich  behaupte,  daß  sich  allen  Bedingungen  der  Aufgabe 
genügen  läßt»  indem  man  setzt 

u  «  aXy     V  =  byy     w  =■  cz^     f,  g,h  =^  0, 

wobei  a,  6,  c  Konstanten  sind.    Die  Druckkoraponenten  werden  dem- 
nacb 

-X,  =  A(a  +  6  +  c)  +  2^a, 

~yy=X(a  +  6  +  c)  +  2^6, 
~Z,  =-k(a  +  b  +  c)+2(ic, 

^,  =  0,    z^^o,    x^^o. 

1)  Die  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  der  isotropen  elastischen 
KOrper  wurden  von  Nävi  er  im  Jahre  1821  gefunden,  Memoire  sur  les 
lots  de  VSquüibre  et  du  mouvement  des  corps  solides  ^lastiques  (M(^ 
moiree  de  l'Acad.  des  Sciences,  t.  7,  1827,  p.  875)  unter  der  Annahme, 
daß  für  jeden  Körper  x  »» j^  und  mithin  l^^  il.  Darauf  gaben  sie  Lam^ 
und  Clapeyron  in  den  zitierten  Abhandlungen  auf  Grund  eines  di- 
rekten, aber  nicht  strengen  Verfahrens  und  Poisson  (Mäm.  de  TAcad. 
des  Sciences  t.  8,  p.  357,  1828),  der  die  Gleichungen  (22)  ableitete;  end- 
lich schlug  Gauch y  (Exercices  de  Math.  1828,  (Euvrea  compl.  (2)  t.  8, 
p.  204)  ein  von  allen  Voraussetzungen  über  die  Molekularwirkung  freies 
Verfahren  ein,  das  wir  auch  im  vorstehenden  befolgt  haben. 
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Man  sieht  sofort,  daß  die  unbestimmten  Gleichgewichtsgleichan^en 
durch  diesen  Ansatz  identisch  befriedigt  werden.  Die  Grenzbedin- 
gungen  für  die  Grundflächen  liefern 

lia  +  b  +  c)  +  2(ia  =  0,     X{a  +  b  +  c)  +  2(ib  —  0, 

X(a  +  b  +  c)  +  2(ic^p, 

wenn  p  den  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübten  Zug  bedeutet.  Aus 
diesen  drei  Gleichungen  können  wir  leicht  die  Werte  der  Konstanten 
a,  bj  c  berechnen,  es  ergibt  sich 


&=-- 


2^(8X  +  2/&) 


P 


%IL        8M»i  +  2rt 


P- 


Denmach  findet  man  fär  den  räumlichen  Dilatationskoeffizienten 


e 


p 


SX  +  2IL 


2.  Aufgabe.  Die  Deformation  einer  homogenen  und  isoiropen 
Kugelschale  zu  bestimmen,  die  einem  senkrechten  und  gleiehßrmigen 
Druck  unterworfen  ist. 

Auflösung.  Aus  Symmetriegründen  folgt  sofort,  daß  die  Ver- 
schiebung, die  ein  beliebiger  Punkt  M  der  Schale  erfährt,  in  die 
Richtung  des  Radiusvektors  fällt,  also  radial  ist.     Bezeichnen  wir 

ihre  Größe  mit  0,'  so  ergibt  sich  dem- 
nach f&r  ihre  orthogonalen  Kompo- 
nenten 

^  y 


fi  —  tf 


X 


V 


r 


Fig.  36. 


Außerdem  ist  c  eine  Funktion 
allein  von  der  Länge  r  des  Radius- 
vektors. Setzen  wir  demgemäß  <f  =»  r  ^, 
wobei  Q  eine  neue  Funktion  von  r 
wird,  so  sind  die  Verrückungskom- 
ponenten 

(1) 


u 


QX,     v^qy,     IT  —  Qt. 


Mit  diesen  Werten  bilden  wir  die  sechs  Deformationskomponenten, 
z.  B. 


a 


du 

dx 


9  +  ^  7» 


für  9 '  ™  j" »  ^ßd  erhalten  so 
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9  —  a  +  ft  +  c—  3^  +  r^'. 
Aus  der  zweiten  Derivierten  von  u  ergibt  sich 

und  demnach  wird  die  erste  Gleichgewichtsgleichung,  die,  weil  hier 
keine  Massenkräfte  wirken, 

M«  +  (A  +  »»)f|-o 

lautet. 

Die  zweite  und  dritte  Gleichung  erhält  man  hieraus,  indem  man  x 
mit  y  und  z  yertauscht. 
Wir  finden  also 

r^"  +  Aq'  ^  0, 

und  diese  Gleichung  enthält,  wenn  man  sie  noch  mit  r*  multipliziert, 
auf  der  linken  Seite  die  vollständige  Deri vierte  von  r^^',  demnach  ist 

r^g' 3(7 

zu  setzen,  wenn  C  eine  Konstante  bezeichnet,  und  folglich  wird 

Handelt  es  sich  um  eine  Vollkugel,  so  muß  q  für  r  »»  0  endlich  blei- 
ben, also  muß  (7  »  0  sein  und  q  wird  konstant. 

Wir  berechnen  jetzt  die  inneren  Druckkräfte.     Wir  finden 


-^. 


i(39  +  rj')  +  2»»(9  +  ?'f) 


oder 

-  X,  -  (3i  +  2^)9  +  (ir  +  2^^*) / 

und  zwei  analoge  Formeln  fGlr  Y^  und  Z,.     Es  sind  dann  noch  für 
if  und  ^'  ihre  Ausdrücke  in  r  einzusetzen.     Wir  finden  femer 
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• 
Wir  können  hier  aber  eine  Bemerkung  machen.     Wir  nehmen  den 
Punkt  2;  «  r,  y  -"  0,  £:  »  0.    Er  ist  notwendigerweise  ein  Punkt  der 
Schale;  für  ihn  wird  aber 

mithin  ist  das  Elastizitätsellipsoid  für  einen  beliebigen  Punkt  der 
Kugelschale  ein  Botationsellipsoid  und  dessen  Achse  der  durch  den 
Punkt  gehende  Radiusvektor. 
Nennen  wir  den  radialen  Druck  91,  so  wird  seine  Komponente  nach 

der  a;- Achse  3t      ,  sie  ist  aber  andererseits  =  X. h  Y^  —  ^-Z^  —  , 

wir  haben  demnach 

r  '  r     '      *  r  *  r 

Wir  finden  daraus  sofort 

-  K  -  (3A  +  2^)^  +  {l  +  2fi)rQ\ 

Dieser  Druck  muß  für  die  innere  und  äußere  Begrenzungsfläche  der 
Kugelschale  gegebene  Werte  Pq  und  —  P  haben.  Sind  B^  und 
jR  die  Badien  der  beiden  begrenzenden  Kugelflächen,  so  wird 

-  Po  -  (3A  +  2^)  {0,  +  ^.)  -  3(i  +  2^) ^., 

J>  =  (3i  +  2,»)  (C,  +  ^)  -  3(il  +  2,»)§, 

woraus  sich  C  und  C^  sofort  finden  lassen.  Ziehen  wir  die  zweite 
Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  ergibt  sich 

J^  (P  +  P,)R'R,' 

und  darauf 

1        PoJRo»  +  Pi?« 

Schließlich  folgt  für  den  räumlichen  Dilatationskoefßzienten 

er  ist  also  konstant. 

3.  Aufgabe.  Das  vorige  Problem  für  eine  zylindrisdie  Böhre^ 
auf  deren  Endflächen  keine  Druckkräfte  wirken  und  deren  SeHen- 
flächen  unter  gleichförmigem  Druck  stehen. 

Auflösung.     Wir  setzen  hier 

u  «  QX,     V  =  Qy,     w  =  CÄ, 


indem  q  eine  Funktion  des  Achsenabstandes  r  =  yx^  +  y*  und  c 
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eine  Konstante  bedeutet.     Wir  finden  dann 

e  —  2^  +  r^'  +  c. 
Außerdem  wird 

z^i*  =  3^  —  +  ^  Ä,     ^i^^Q  y  +  9  ^  ^s^M 

mithin  liefern  die  beiden  ersten   unbestimmten  Gleicbgewicbtsglei- 
chungen: 

3^'  +  r^"«0     oder    A(^8^')«o, 

woraus 

e  =  W  +  ^T  • 

wenn  m  und  n  zwei  Konstanten  bezeichnen. 

Für  die  sechs  speziellen  Druckkomponenten  finden  wir  die  fol- 
genden Werte 


X 


-  r,  =  i(2p  +  r/  +  c)  +  2^(e  +  ^'^'), 

-  Z.  -  A(2p  +  rp'  +  c)  +  2^c, 

r.  =  o,   z,-o,    -x,=.2^e'>-- 

Analog  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  finden  wir  für  den  radialen 
Druck  8i 

-  «  -  X{2q  +  rq'  +  c)  +  2fi(^  +  ^'r). 

Nennen  wir  also  wieder  B^  den  innem,  jR  den  äußeren  Halbmesser, 
Pq  lind  —  P  die  Größe  des  zugehörigen  gleichförmigen  Drucks,  so 
erhalten  vrir  die  folgenden  zwei  Bedingungsgleichungen: 

-  Po  -  2(X  +  ^)(m  +  ^^,)  +  ic  -  2(X  +  2f*)  ^„ 
P  -  2(X  +  ^)(ni  +  ^)  +  Ac  -  2(X  +  2,*)  ^. 

Hier  ist  aber  auch  c  unbekannt,  wir  brauchen  deshalb  noch  eine 
dritte  Gleichung,  die  durch  die  Bedingung  Z^  »  0  geliefert  wird,  sie 
ergibt 

Marcolongo:  theoret.  Mechanik.  II.  20 
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X  (2m  +  -T  -  ^  +  c)  +  2fiC  -  0, 
woraus  „    , 

folgt;  m  und  n  sind  dann  leicht  zu  berechnen.     Für  6  findet  man 

^  ""x  +  2f*"' 8X  +  2/t      12*  — iJo" 

4.  Aufgabe.  Die  gesamte  räumliche  Düatatian  eines  homogenen, 
isotropen  Körpers  in  Funktion  der  Massenkräfte  und  der  Oherflädien" 
Spannungen  tu  finden, 

Aoflöaung.  Wir  gehen  von  einer  Deformation  des  Körpers 
aus,  bei  der  die  zugehörigen  speziellen  Druckkomponenten 

x;  =  r;  =  z;  -  - 1,   r;  -  zj  -  x;  -  o 

sind  und  nennen  a\h\c\  f\g\h'  die  Deformationskomponenten; 
es  wird  dann 

l{a'  +  5'  +  c)  +  2fia'  «  1,  usw. 

2fi/*'  — =  0,  usw., 
woraus  ^ 

a  =6  -c  -8X  +  2^'  '^  -^^  -*  =^- 

Die  entsprechenden  Verrückungen  siqd  bis  auf  eine  Parallelverschie- 
bung 

u'^ax^    v' ==  a'y,     w''=a'£ 
oder 

«'  =  a'(P-0). 

Wir  wenden  nun  den  Bettischen  Reziprozitatssatz  an,  wonach, 
da  hier  F'  =  0, 

fqFx  s'dx  +fF^  X  s'da  '^fF^  x  sde. 

Man  sieht  aber  sofort,  daB  hier  F^  —"  —  n  wird;   die  rechte  Seite 
der  Gleichung  wird  also  nach  dem  Diyergenztheorem  gleich  /  dir  sdx 

oder  I  Qdx^  woraus   sich  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  8^  die 
Gleichung  ergibt 

(3;i  +  2fi)fedT  ^fqFx  (P—0)dT  +fF^  x  (P—  0)dts. 

Nehmen  wir  insbesondere  an,  daß  die  Massenkräfte  zu  yemachlSssigen 
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sind  und  der  Körper  einem  gleichförmigen  äußeren  Druck  p  unter- 
worfen ist,  so  wird  1^=  0,  l'],  — »jpn,  mithin 

(;3A  +  2(i)f6dx^pJ*n  x  (P-  0)da pfdh  (P—  0)dx 

und  da  div  (P  —  0)  —  3,  ergibt  sich 


/ 


Qdx 


pv  pv 


wenn  v  das  anfängliche  Volumen  des  Körpers  bedeutet  und 

gesetzt' wird;  dieses  k  heifit  der  Koeffizient  der  gleichförmigen 
Kompression. 

Wird  z.  B.  ein  geschlossenes  Gefäß,  dessen  inneres  Volumen  t^Q 
und  dessen  äußeres  Volumen  v  ist,  einem  gleichförmigen  Druck  Pq 
von  innen  her  und  einem  Druck  p  von  außen  her  unterworfen,  so 
verändert  es  sich  derart,  daß  das  anfängliche  Volumen  v  —  v^  der 
Gefäßsubstanz  sich  um 

k 

verringert. 

5.  Aufgabe.  Die  graphisclte  DarsteUimg  der  Spannungen  in 
einem  kontinuierlichen  Körper  nach  Mohr  zu  behandeln, 

Auflösung.  Wir  nennen  i^^ ,  j^g ,  p^  die  drei  Hauptspannungen 
fdr  einen  bestimmten  Punkt  P.  In  P  betrachten  wir  dann  ein  ebenes 
Flächenelement  mit  der  Normalen  n,  auf 
welches  pro  Flächeneinheit  der  Druck  F^ 
mit  den  Komponenten 

^«^l'i«»      ^n^Ptß^     ^^n'-Pzy 

ausgeübt  wird.    Wir  zerlegen   F^  in   zwei 
Kräfte,  eine  von  der  Größe  a,  die  längs  der  ^^    ^^ 

Normalen  n  gerichtet  ist,  und  eine  Tangen- 
tialkraft T,  die  in  die  Ebene  des  Fläch enelementes  fällt.    Wir  finden 
dann 

<s  ^ p^a^  +  p^ß^  +  p^y^  (1) 

und  demnach 

Entwickeln  wir  diesen  Aui^druck,  so  sehen  wir  sofort,  daß  die  Glie- 

20* 


^ 

6 

/■-^ 

w 
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der  mit  a\  /3^,  y^  yerschwinden  und  z.  B.  der  Koeffizient  Ton  ß^y^ 

Pt   +  Pz^  —  ^PtPi 
wird,  demnach  ergibt  sich 

X«  -  ßV  (p,  -  a)»  +  y*«'  (ft  -  p,)*  +  «*^*(i>i  -  P,)'-     (2) 

Nehmen  wir  noch  die  identische  Beziehung 

«*  +  i^'  +  y*  =  1  (3) 

hinzu,  so  können  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  a^  ß,y  in  Funktion 
von  tf,  T  und  den  Hauptspannungen  zu  bestimmen.  Wir  finden  aus 
(1)  und  (3) 

<y  —  j9,  «  a*(l?i  -1>»)  +  y\Pz  -P%)y 

und  weiter 

T»  +  (ff  -ft)(tf  -i>,)  -  «»(ft  -ft)(Pl  -ft)(«*  +  ^*  +  A 

woraus 

T>+((r-i),)(^~Ps) 


Analog  folgt 


a 


^' 


(i>8— Pl)CPt— Pl) 
-r*  +  (ff  7-  P8)(ff  — Pi) 

(Pi— Pi)(Ps— Pl)     ' 


»  ^    T*  +  ^ff--l>|)(ff— Pl)   . 
'^  {Pi—Pi)iPl—Pi) 

Setzt  man  PuP^^Pt  als  yon  vornherein  gegeben  voraus,  so  ent- 
spricht jedem  Wert  von  a  und  r  eine  Richtung  (a,  ß,  y)  als  die  Rich- 
tung der  Druckkraft,  deren  Normal-  und  Tangentialkomponente  <f 

und  T  sind.  Betrachten 
wir  nun  a  und  t  als  recht- 
winklige kartesische  Ko- 
ordinaten eines  Punktes 
in  einer  Ebene  und  tragen 
auf  der  tf- Achse  die  Punkte 
auf,  deren  Abszissen  j9^, 
Py,  p^  sind,  die  wir  för 
den  Augenblick  alle  drei 
positiv  annehmen  wollen, 
dann  entsprechen  allen 
Geraden,  die  in  der  Ebene 
der  Hauptspannungen  p^ ,  p^  liegen,  für  welche  also  y  «-»  0  wird,  die 
Punkte  der  Bildebene  (cy,  t),  für  welche 

a«'+  T»  —  (p,  +p^)a+  p^p^  =  0; 
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diese  Punkte  erftLllen  einen  •Kreis,  der  über  AB  als  Durchmesser  be- 
schrieben ist.  Ebenso  entsprechen  den  Geraden ,  für  welche  ß  =^  0 
ist,  die  Punkte  des  über  ÄC  beschriebenen  Kreises,  endlich  den  Ge- 
raden, für  welche  a  »  0  ist,  die  Punkte  des  Kreises  über  BC. 

Jedem  Punkte  der  dreispitzigen  Fläche,  die  von  den  drei  Halb- 
kreisen in  der  Halbebene,  für  die  a  >  0,  begrenzt  wird,  entspricht 
eine  Spannungsrichtung  (a,  /?,  y) ,  ft!lr  die  0  und  r  die  Spannungs- 
komponenten werden,  umgekehrt  entspricht  jeder  Richtung  (a,  /3,  y) 
ein  Punkt  mit  den  Koordinaten  <t,  t.  Er  ergibt  sich  als  gemeinsamer 
Pimkt  der  drei  Kreise 

ö*  +  T*  -  (i)2  +Ps)<f+  PiPi  -  «*(i>8  —  Pl){Pi  —  Pl\ 
ö*  +  ^'  —  (Ps  +Pl)<^+  PiPl  ^  ß\Pl  —Pi){Pi  "Pi)^ 

<^*  +  ^'  —  (Pi  +  A)<y  +  PiPi  ^y^iPi—  Pz)(fii  —  Pz\ 

die  in  der  Tat  einem  Büschel  angehören,  weil  durch  Addition  ihrer 
mit  i?j  —  JPj,  Pj  — Pi,  Pi  -^  Pi  multiplizierten  Gleichungen  entsteht: 

AA  (Pi  —  Pi)  +  PiPi  (Pi  -  Pi)  +  PiPi  (Pi  -  Pt) 

{P%  -Pz){jPi  —P^iPi  '-P%)y 

was  eine  Identität  ist.  Die  drei  Kreise  sind  konzentrisch  mit  den 
zuerst  über  BCy  CA  und  AB  konstruierten  Kreisen. 


Neuntes  Kapitel. 

Grnndzflge  der  Hydrodynamik. 

1.  Die  Bewegungsglelohnngen   einer  FlüssiirlE^it. 

Die  Anwendung  des  d'Alembertschen  Prinzips  gestattet  mit 
Leichtigkeit  von  den  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
deformierbaren  Körpers  zu  den  Bewegungsgleichungen  für 
diesen  Körper  überzugehen.  Wir  wollen  in  diesem  Kapitel 
aber  die  Betrachtung  auf  die  reibungslosen  Flüssigkeiten  be- 
schranken und  auch  für  deren  Bewegung  nur  einige  allgemeine 
Sätze  geben. 

In  der  Hydrostatik  haben  wir  die  Gleichgewichtsbedingung 
einer  Flüssigkeit  in  der  Form  gefunden 

indem  hier  (i  die  Dichtigkeit  bezeichnet.  Wollen  wir  zu  der 
Bewegungsgleichung  übergehen,  so  müssen  wir  die  Bedingung 
dafür  anschreiben,  daß  Gleichgewicht  zwischen  den  äußeren 
Kräften  und  den  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Trag- 
heitskräften  besteht.  Ist  P  die  von  einem  Flüssigkeitsteilchen 
zur  Zeit  t  eingenommene  Lage,  also  P  die  Beschleunigung,  so 
wird  II P  die  Tragheitskraft  der  Volumeneinheit;  bezeichnen 
wir  demnach  mit  p  den  im  Punkte  P  zur  Zeit  t  herrschenden 
Druck  (der  von  dem  im  Falle  des  Gleichgewichts  sich  ergeben- 
den im  allgemeinen  verschieden  ist),  so  erhalten  wir 

K-F-P)  =  gradi>,  (1) 

und  dies  ist  die  erste  Bewegungsgleichung. 

Ist  die  Flüssigkeit  inkompressibel,  so  ist  p  unabhängig 
von  der  Dichtigkeit  fi.  Die  Dichtigkeit  ist  ihrerseits  entweder 
konstant  (die  Flüssigkeit  also  homogen)  oder  doch  an  jeder 
SteUe  bekannt.    Im  allgemeinen  besteht  nun  zwischen  p  und  ft 
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eine  bestimmte  Beziehung,  welche  die  charakteristische  Glei- 
chung der  Flüssigkeit  heißt  (and  in  einem  besonderen  FaUe 
durch  das  Mariottesche  Gesetz  gegeben  wird).  Wir  müssen 
also  ein    Gleichung  annehmen 

p  -  m-  (2) 

Aber  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  genügen  offenbar  nicht,  um, 
in  Funktion  der  Zeit,  die  drei  Unbekannten  PfPffi  zu  be- 
stimmen. Es  ist  also  noch  eine  dritte  Gleichung  erforderlich, 
um  diese  zu  gewinnen,  drücken  wir  in  einer  Formel  die  Tat- 
sache aus,  daß  die  Bewegung  kontinuierlich  erfolgt;  d.  h.  wenn 
wir  in  der  Flüssigkeit  uns  eine  •  willkürliche  geschlossene  Ober- 
fläche  denken,  so  müssen  wir  ausdrücken,  daß  die  Änderung 
der  in  ts  eingeschlossenen  Flüssigkeitsmei^e  während  einer  be- 
stimmten Zeit  genau  gleich  ist  der  während  derselben  Zeit 
durch  die  Fläche  hindurchgetretenen  Flüssigkeitsmenge.  Die 
so  erhaltene  Gleichung  heißt  die  Eontinuitätsgleichung. 

Es  sei  dr  ein  bestimmtes  Volumenelement  innerhalb  ts, 
seine  Masse  ist  dann  zur  Zeit  t  gleich  (idr  und  wird  zur  Zeit 

t  +  dt  gleich   (ft  +  Jldt\dxy   demnach  ist  die  Änderung  der 

Masse  innerhalb  dieses  Volumenelementes  dt  während  der  sehr 

O  IL  ** 

kurzen  Zeit  dt  gleich  Sdtdr,  und  die  Änderung  der  ganzen 
in  6  enthaltenen  Masse  wird 

Wir  nehmen  jetzt  ein  Element  dtJ  in  der  Oberfläche  6  an, 
es  sei  n  ein  zu  ihm  normaler  und  nach  dem  Innern  yon  6  ge- 
richteter Einheitsvektor;  in  der  Zeit  dt  tritt  durch  d6  eine 
Flüssigkeitsmenge,  die  gleich  der  Masse  eines  Zylinders  mit 
der  Basis  dö  und  der  Höhe  Pdt  x  n  ist,  d.  h.  die  Menge 

(iPxndtdöy 
demnach  ergibt  sich  für  die  ganze  Oberfläche  die  Menge 

dtj  fiP  X  nd6  «  —  dtj  div  (ftP)  dt, 
wenn  wir  das  Diyergenztheorem  anwenden.    Setzen  wir  die  bei- 


dtllldr. 
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den  gefundenen  Ausdrücke  einander  gleich  ^  so  finden  wir 


/( 


^  +  diy,tP)dr-0, 


dt    •  ^*'  ^^J 
und  da  diese  Gleichung  für  jedes  Volumen  r  gelten  soll, 

dies  ist  eine  erste  Form  der  Kontinuitatsgleichung. 

Wir  können  auf  sie  die  Formel  (28)  des  Eap.  II  von  Band  1 
anwenden  und  erhalten 

If  +  P  X  grad  f*  +  ft  diy  P  -  0. 

Es   liefert  aber  P  x  grad  fi  =» ^-~    -   die  Änderung,   die 

fi  durch  die  Verschiebung  des  Punktes  P  in  der  Zeiteinheit 
erfahrt^  und  mithin  ist 

^  +  P  X  grad  fi 

die  totale  Änderung  von  ft^  auf  die  Zeiteinheit  verrechnety  d.  h. 
■^,  und  wir  erhalten 

^  +  ^'diy  P  -  0  (3) 

als  die  definitive  Form  der  Kontinuitatsgleichung. 

Die  grundlegenden  Bewegungsgleichungen  sind  so  gefun- 
den.  Wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  ist  (i  unabhängig 

von  ty  also  ^f  ^  0    und    die   Kontinuitatsgleichung    reduziert 

sich  einfach  auf 

divP^O.  (3a) 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  femer  der,  wo  die  äußeren 
Kräfte  ein  Potential   U  besitzen.     Dann  wird 

l?'=grad  ü. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  daß  sich  immer  eine  Funktion  77 
finden  läßt,  derart  daß 

—  gTSidp  «  grad  77  (4) 
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wird.     In  der  Tat  geht  aus    dieser  Gleichung^   wenn  wir  sie 
skalar  mit  dP  multiplizieren,  hervor 

mithin 


"-/¥  w 


und   die  Quadratur  ist^  da   durch  (2)  p  als   Funktion  Ton  ^ 
gegeben  wird,  prinzipiell  immer  ausführbar. 

Wenn  wir  demnach  setzen 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in  die  folgende 

P  ==  grad  *;  (6) 

0  heißt  dabei  das  Beschleunigungspotential. 

2.  Die  Enlersohen  CUeiohungen.  Inbezug  auf  ein  festes 
Achsenkreuz  sollen  u,  v,  w  die  Komponenten  der  Geschwindig- 
keit P  des  Punktes  P  zur  Zeit  t  sein  und  diese  Komponenten 
mögen  als  Funktionen  der  Lage  von  P  und  der  Zeit  betrachtet 
werden.  Wir  wollen  dann  für  eine  bestimmte  Zeit  t  den. 
Geschwindigkeitszustand  der  Flüssigkeit  bestimmen,  d.  h.  die 
Geschwindigkeiten,  mit  denen  die  Flüssigkeitsteilchen  durch 
die  als  im  Räume  fest  betrachteten  Punkte  hindurchgehen. 
Wir  sehen  also  hier,  entgegen  dem  in  der  Dynamik  befolgten. 
Verfahren,  die  Koordinaten  des  Punktes  P  als  unabhängig  von 
der  Zeit,  d.  h.  als  selbständige  Variable  an,  zu  denen  als  vierte 
unabhängige  Veränderliche  die  Zeit  hinzutritt. 

Die  Komponenten  von  P  sind  TT^di^dt^  ®®  ^\r^  aber 
du      du   ,    j\  j  du   ,      du   ,      du  ,       du 

Mithin  löst  sich  die  Grundgleichung  (1)  in  die  folgenden  drei 
Gleichungen  auf 
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du   ,      du   .      du   .        du       ^        1  dp 
dt     .     dx  ^      dy  de  ^  dx^ 

dv    .       df>    .      dv    .       dv        ^       1  dp 
dt    '       dx  *      dy  de  ¥■  dy^ 

dvD   ,      dw   .      du>   ,       dto       rr        l  dp 

+  u^ — \-v^ — \-  w  ^~-  ^  Z  — 


(^) 


dt  dx  dy  de  il  de  ^ 

und  die  Eontinuitätsgleichung  (3)  wird 

^r + "  (r: + g + '")  - »         (8) 

oder;  wenn  wir  beachten,  daß 

dt  ^  dt+'^dx  +  '^Fy+^dz 
wird, 

at  "^    ^Ä     "^     äy      '      ^i;  *  ^    ' 

Die  partiellen  Differentialgleichangen  (7)  und  (9)  bilden  zu- 
sammen mit  der  Gleichung  (2)  die  sogenannten  Eulerschen 
Grundgleichungen  der  Hydrodynamik,^)  Ist  mit  ihrer 
Hilfe  die  Bestimmung  von  u,  v,  w  als  Funktionen  von  Xj  y,  £,  t 
gelungen^  so  erfordert  die  Lösung  des  Problems  noch  die  In- 
tegration der  totalen  Differentialgleichungen 

Da  sich  über  die  Integration  dieser  Gleichungssysteme  all- 
gemein nichts  aussagen  läßt;  wollen  wir  suchen^  durch  die  di- 
rekte Betrachtung  der  Grundgleichimgen  einige  allgemeine 
Gesetze  abzuleiten. 

8.  Das  Zirknlatlonstheorem.  Wir  wollen  von  nun  an 
Toraussetzen,  daß  die  äußeren  Kräfte  ein  Potential  U  besitzen 
und  daß  mithin  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Flüssigkeit 
die  Gleichung  (G)  gilt,  in  der  0  ebenso  wie  U  eine  eindeutige^ 
endliche;  stetige  Funktion  des  Ortes  ist. 

Wir  wollen  in  der  Flüssigkeit  eine  willkürliche  geschlossene 
Kurve  s  annehmen  und  die  Flüssigkeitsteilchen  betrachten,  die 


1)  Euleif  Principes  generaux  du  mouvement  des  fluides,  M^m.  de 
TAcad.  de  Berlin  1755,  p.  274  (s.  insbesondere  p.  2S4  n.  2S6). 
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sich  zur  Zeit  t  auf  dieser  Kurve  befinden.  Wir  berechnen  die 
Zirkulation  des  Geschwindigkeitsvektors  P  längs  der  Kurve  s, 
d.  h.  (Bd.  I,  S.  42) 

(i^fPxdP,  (11) 

Betrachten  wir  die  Kurve  s  immer  als  den  Ort  derselben 
Flüssigkeitsteilchen,  so  verändert  sie  sich  mit  der  Zeit  inner- 
halb der  Flüssigkeit.  Wir  woUen  untersuchen,  wie  sich  hier- 
bei die  Zirkulation  6  verändert.  Zu  dem  Zweck  nennen  wir 
Sq  die  Lage  von  s  zur  Zeit  t^,  Pq  die  zugehörige  Anfangslage 
von  P.  Pq  ist  Funktion  eines  einzigen  Parameters  (z.  B.  der 
Bogenlänge),  der  seine  Lage  auf  Sq  festlegt;  es  sei  X  dieser 
Parameter,  wir  können  dann  P  auf  s  als  Funktion  von  X  und 
t  ansehen  und  demnach  schreiben 

«0 

Differenzieren  wir  nach  der  Zeit,  so  finden  wir 


d^ 
d 

da  die  Differentiationen   nach   k  und  t  umkehrbar   sind.     Es 
wird  also  nach  (6) 

dg 
dt 

<0 


«0  «o 

Aber  die  beiden  Integrale  sind,  da  O  und  P'  eindeutige,  end- 
liche, stetige  Funktionen  sind,  gleich  Null,  also  wird 

dt       ^' 
d.  h.  S  ist  konstant.     Wir  finden  also: 

Die  Zirkulation  der  Geschwindigkeitskurve  ist 
für  eine  mit  der  Flüssigkeit  bewegliche,  willkürliche 
geschlossene   Kurve    unter    den    über   die   Kräfte    ge- 
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machten    YorausBetzungen    konstant.^)      Dies    ist     das 
Zirkalationstheorem. 

Transformieren  wir  (11)  durch  den  Stokesschen  Satz,  so 
folgt 

yrotPxnd<y-e,  (12) 

a 

d.  h.  der  Fluß  der  Rotation  des  Geschwindigkeits^ek- 
tors  durch  eine  von  einer  Kurve  s  begrenzte  Fläche 
6  ist  konstant  für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung. 

Wir  können  dieses  Theorem  benutzen  zum  Beweise  eines 
berühmten  Satzes  von  Lagrange.     Dieser  Satz  lautet: 

Wenn  in  einem  bestimmten  Augenblick  für  die 
ganze  Flüssigkeit  rot  P  «  0  ist,  so  ist  immer  rot  P  «=  0. 

Dann  wird  nämlich  nach  (12)  S  »  0  im  Augenblicke  t^ 
und  mithin  immer  @  —  0,  es  wird  also  nach  (11) 


/ 


P  X  dP  -  0 

und  mithin  wird  (nach  Band  I,  S.  44)  immer,  wenn  ^  eine 
skalare  Funktion  von  P  bezeichnet, 

P  =  grad  ^, 
folglich  rot  P  =  0. 

In  diesem  Falle  heißt  die  Bewegung  wirbelfrei  und  ^ 
das  Geschwindigkeitspotential;  dieses  Potential  kann  auch 
mehrdeutig  sein. 

Man  kann  dem  Lagrangeschen  Satz  noch  eine  andere  Form 
geben.  Aus  rot  P  =  0  folgt,  wie  wir  wissen,  P  =  grad  ^  und 
mithin 

d^  =  P  X  dP  ^  udz  +  vdy  +  wdß. 

Wir  können  also  sagen:  Ist  das  Trinom  udx  +  vdy  +  tvdg 
in  einem  bestimmten  Augenblick  das  exakte  Diffe- 
rential einer  Funktion  ^,  so  ist  es  dies  in  jedem  Augen- 


1)  W.  Thomson  (Lord  Kelvin),    On   vortex  moHan,   Trans,  of  the 
Roy.  Society  Edinburgh,  vol.  26  p.  217  (1867). 
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blick. ^)  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Flüssigkeit  von 
dem  Zustand  der  Rabe  ausgeht,  also  für  ^  =  0  u,v,w=^0 
wird. 

4.  Wirbelfreie  Bewegnng.  Wenn  ein  Geschwind igkeits- 
Potential  ^  existiert,  vereinfachen  sich  die  Bewegungsgleichun- 
gen in  bemerkenswerter  Weise.  Wir  betrachten  einen  Punkt 
P  und  seine  Bewegungsrichtung  zur  Zeit  t]  in  dieser  Bewe- 
gungsrichtung nehmen  wir  von  ihm  aus  einen  zweiten  unend- 
lich benachbarten  Punkt  P^,  von  diesem  aus  wieder  in  seiner 
Bewegungsrichtung  einen  dritten  Punkt  P,  usw.  Wir  erhalten 
so  eine  von  P  ausgehende  Stromlinie.  Diese  Stromlinien  der 
Flüssigkeit  für  einen  bestimmten  Augenblick  dürfen  natürlich 
nicht  mit  den  Bahnlinien  der  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen 
verwechselt  werden. 

Ist  nun  die  Bewegung  wirbelfrei,  so  ergibt  sich  sofort, 
daß  die  Stromlinien  zu  den  Niveauflächen  ^  =«  konst. 
orthogonal  sind,  denn  der  Geschwindigkeitsvektor,  dessen 
Richtung  die  Tangente  der  Stromlinie  liefert,  wird  dann 
P » grad  f,  ist  also  senkrecht  zu  der  durch  P  gehenden 
Potentialfläche. 

Aus  P  =  grad  ^  ergibt  sich  ferner 

gt/i  d'^  d'ip 

dx'  dy '  dz 

und  weiter  I 

du d^'tl)    ,   d^tf}  d'^   .     ^'t/?   dyp   .     d^i^   dif) 

dt       dxdt       ex''  dx       dxdy  dy       dxdz  dz 

-/.r.:+i[ö'+0'+(i-rni-^ 

in  vektorieller  Form  können  wir  schreiben 

P  =  grad(||+iP'')- 

Mithin  wird  die  Gleichung  (6) 

j — 

1)  Lagrange,  Memoire  sur  la  theorie  du  mouvement  des  fluides^ 
NouT.  Mdm.  de  TAcad.  de  Berlin  1781,  p.  161,  (Eavres  t.  4,  p.  716.  Das 
Beweisverfahren  des  Textes  entstammt  delt  oben  zitierten  Arbeit  von 
Thomson. 
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grad(|f  +  lP«  +  JT-rr)=-0 
oder 

wenn  f  eine  willkürliehe  Funktion  der  Zeit  bezeichnet.  Denken 
wir  uns  diese  Funktion  in  die  Funktion  auf  der  linken  Seite 
einbezogen,  wodurch  deren  Gradient  nicht  geändert  wird,  so 
wird  die  vorige  Gleichung 

^J  +  i  (grad  ^)»  +  J7  -  i7  =  0.  (13) 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  Gleichung  zwischen  t\y  und  p. 
Die  Kontinuitätsgleichung  (3)  wird 

^  +  /t  div  grad  ^(^  -=  0 
oder 

f^+lLJi,  =  (i  (14) 

und  im  Falle  der  inkompressibeln  Flüssigkeiten 

6.  Statlon&re  Bewegung.  Wenn  die  Geschwindigkeit 
P  der  verschiedenen  Punkte  P  einer  Flüssigkeit  sich  mit  der 
Zeit  nicht  ändert,  heißt  die  Bewegung  stationär.  Dann 
fallen  die  Stromlinien  mit  den  Bahnlinien  der  Flüssig- 
keitsteilchen zusammen. 

Wir  fassen  eine  bestimmte  Stromlinie  ins  Auge,  P  sei  ein 

Punkt  auf  ihr,  ferner  t  =  -r—  =  ^  •  t^  ^^   zu   der  Tangente 

in  P  paralleler  Einheitsvektor.  Die  Tangentialkomponente  der 
Beschleunigung  Pxt  hat  den  Wert 


iy      dP    ds       ,  dP* 

•^        dt  '  dt       '^     dt 

ds 
'dt'' 

\ 

dP* 

da 

Multiplizieren 

wir  demnach  die  Gleichung 

P  -  grad  {U 

n) 

skalar  mit  t, 

so  erhalten  wir 

^dP^  _d{U- 
'^    ds               ds 

H) 
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und^  wenn  wir  KLngs  der  Stromlinie  integrieren^ 

i  P«  +  iJ  -  17  ==  konst.  (15) 

Die  Konstante  bezieht  sich  dabei  auf  eine  bestimmte  Strom- 
linie und  ändert  sich  von  einer  Linie  zur  anderen.  Die  Glei- 
chung (15)  drückt  das  Bernoullische  Theorem  aus,  das  für 
die  Flüssigkeiten  an  die  Stelle  des  Satzes  von  der  Erhaltung 
der  Energie  für  die  Massen  Systeme  tritt.  ^) 

unter  der  weiteren  Voraussetzung,  daß  die  stationäre  Be- 
wegung auch  wirbelfrei  ist,  können  wir  die  Gleichung  (13) 
anwenden,  in  denen  nun  aber,  weil  die  Bewegung  stationär  ist, 
das  Geschwindigkeitspotential  ^  von  der  Zeit  unabhängig,  also 

^^  —  0.    Es  wird  also,  wenn  wir  wieder  grad  ^  -»  P  schreiben, 

iP  +  n-  ?7- konst.  (16) 

wo  jetzt  die  Konstante  nicht  mehr  von  einer  Stromlinie  zur 
anderen  wechselt,  sondern  für  die  ganze  Flüssigkeit  denselben 
Wert  hat. 

Wir  wollen  dies  auf  einen  besonders  wichtigen  speziellen 
Fall  anwenden.  Wir  betrachten  eine  homogene,  schwere  Flüssig- 
keit, die  anfänglich  in  Ruhe  und  in  einem  am  Boden  durch- 
bohrten Gefäß  enthalten  ist.  Dann  ist  die  eintretende  Bewegung 
in  der  Tat  stationär  und  wirbelfrei.  Wählen  wir  die  je;- Achse 
vertikal  nach  aufwärts  gerichtet,  so  wird 

u — g,,   n=l 

and  mithin  liefert  (16) 

^P»+ f  +<7«- konst. 

An  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit  sei  ^^  =  ^o>  P  "J^oi 
P  »  0,  dann  wird  die  Konstante  in  der  vorstehenden  Gleichung 

•-  ^*  +  gzQ,  und  wir  finden  für  den  Druck  in  einem  beliebigen 

Punkte 


P  -l>o  +  ^^(^0  -  ^)  -  if*-P'- 


1)  Daniel  BernouUi,  Hydrodynamica^  Argentorati  178S,  p.  19. 
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Im  Zustand  der  Ruhe  wird  P  =  0  und  somit  ist  der  hydro- 
statische Druck 

der  hydrostatische  Druck  ist  also  immer  größer  wie  der  hydro- 
dynamische Druck.  Ist  die  Höhe  h  der  ruhenden  Flüssigkeit 
im  Gefäß  so  geringe  daß  wir  am  Boden  noch  p  =  p^  annehmen 
können,  so  ergibt  sich  für  die  Ausflußgeschwindigkeit  F,  indem 
wir  P*  =  V,  gf^  —  z  '^  h  setzen,  der  Wert 


Dies  ist  das  berühmte  Torricellische  Theorem.^ 

6.  Wirbelbewegung.  In  der  Kinematik  der  deformier- 
baren Körper  haben  wir  die  Deformation  der  unendlich  nahen 
Umgebung  eines  Punktes  P  untersucht  und  gezeigt,  daß  sie 
sich  immer  aus  einer  bloßen  Verschiebung  und  einer  reinen 
Deformation  zusammensetzen  läßt.  Wenn  man  im  Falle  einer 
Flüssigkeit  beachtet,  daß  die  unendlich  kleine  Yerrückung  eines 
beliebigen  Punktes  P  durch  Pdt  gegeben  wird,  erkennt  man 
aus  den  früher  gewonnenen  Resultaten  sofort,  daß  die  momen- 
tane Rotationsgeschwindigkeit  der  Umgebung  von  P  durch 
den  Vektor  ^  rot  P  gegeben  wird.  Wir  setzen  voraus,  daß 
dieser  Vektor  für  einen  bestimmten  Augenblick  in  einem  be- 
stimmten Teil  der  Flüssigkeit  von  Null  verschieden  ist,  dann 
muß  er  nach  dem  Lagrangeschen  Satz  für  die  ganze  Dauer 
der  Bewegung  von  Null  verschieden  sein,  und  die  Bewegung 
heißt  dann  eine  Wirbelbewegung. 

Wir  betrachten  in  einem  bestimmten  Augenblick  einen 
Punkt  P  der  Flüssigkeit  und  legen  durch  ihn  eine  Achse 
parallel  zu  rot  P,  auf  dieser  Achse  nehmen  wir  einen  zu  P 
unendlich  benachbarten  Punkt  P^  an  und  legen  durch  ihn  eine 
Achse  parallel  zu  dem  für  dieselbe  Zeit  genommenen  Vektor 
rot  Pj  usw.  Auf  diese  Weise  konstruieren  wir  eine  durch 
P  gehende  und   auf  eine  bestimmte   Zeit  t  bezügliche  Linie, 


1)  Torricelli,   Opera  geometrica;   De  motu,   Lib.  U,   p.  ISH,   Flo- 
rentiae  1644. 


^  6.  Wirbelbewegung. 
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deren  TaDgenten  für  diese  Zeit  die  Stellung  der  Rotations- 
achse der  in  ihrem  Berührungspunkte  liegenden  Flüssigkeits- 
feiichen  angeben.  Diese  Linien  ändern  sich  mit  der  Zeit  und 
durch  jeden  Punkt  der  in  der  Wirbelbewegung  begriffenen 
Flüssigkeit  geht  eine  von  ihnen.     Sie  heißen  Wirbellinien. 

Wenn  wir  von  jedem  Punkte  einer  Fläche  eine  Wirbel- 
linie ausgehen  lassen^  so  erfüllt  die  Gesamtheit  dieser  Wirbel- 
linien ein  Wirbel  röhr.  Ist  die  Fläche  unendlich  klein,  so 
sprechen  wir  von  einem  Wirbelfaden.  Das  Zirkulationstheo- 
rem und  der  Stokessche  Satz  erlauben 
uns  nun,  einige  wichtige  Eigenschaften 
der  Wirbelbewegungen  zu  beweisen. 

a)  Wir  ziehen  auf  irgend  einem  Wir- 
belrohr zwei  das  Rohr  umschließende 
geschlossene  Kurven  ABC  und  A'B'C\ 
Wir  denken  uns  A  mit  A'  durch  eine 
ebenfalls  auf  dem  Rohr  liegende  Linie 
verbunden  und  bezeichnen  mit  A^A^'  ^( 
eine  analoge,  der  Linie  AA'  unendlich 
benachbarte  Linie.  Es  entsteht  so  auf 
dem     Rohr     eine     geschlossene    Linie 

s  «  ABC A^A^ C B' A' Aj  die  wir  uns  in  dem  Sinne  der  Pfeile 
durchlaufen  denken.  Durch  diese  Linie  wird  eine  Fläche  6 
begrenzt,  die  das  Mantelstück  des  Rohres  zwischen  den  Kurven 
ABC  und  A'B'C  darstellt.  Nach  dem  Stokesschen  Satz  ist 
nun 

fP  X  dP  =/*rot  Pxndö, 

t  a 

Aber  die  Normale  n  ist  auch  normal  zu  rot  P,  da  dieser  Vek- 
tor die  Richtung  der  Tangente  einer  durch  P  auf  ö  gezogenen 
Kurve  hat;  mithin  verschwindet  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  und  wir  finden 


Fig.  88. 


/ 


PxdP  =  0. 


Zerlegen  wir  den  Ringweg  s  in  die  Teile  ABC,  A^A^^  A^C'B\ 
A'A,   so    sehen  wir  sofort,  daß  die  auf  die  Teile  A^A^'  und 


Mftroolongo:  iheoret  Meohuilk.  IL 
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A'Ä  bezüglichen  Integrale  entgegengesetzt  gleich  ausfallen  nnd 
sich  aufheben;  denken  wir  uns  also  ABC  nnd  A'B'C  in  dem- 
selben Sinne  durchlaufeUi  so  finden  wir 

fp  X  dP  ^  fp  X  dP] 

ABC  A'B'C 

wir  können  also  sagen:  Die  Zirkulation  des  Geschw.indig- 
keitsTektors  für  eine  das  Wirbelrohr  umschließende 
Kurve  ist  immer  dieselbe^  wie  auch  die  Kurre  an- 
genommen sei. 

b)  Wir  fassen  den  besonderen  Fall  ins  Auge,  wo  das 
Wirbelrohr  ein  Wirbelfaden  wird  und  betrachten  einen  senk- 
rechten Querschnitt  ö  des  Fadens  mit  der  Begrenzung  s.  Die 
Zirkulation  längs  8  wird  nach  dem  Stokesschen  Satz  durch  das 
über  0  erstreckte  Integral  Ton  rot  P'  xn  gegeben,  aber  dieser 
Ausdruck  ist,  weil  es  sich  um  einen  senkrechten  Querschnitt 
handelt,  gleich  mod  rot  P,  und  weil  6  unendlich  klein  ist,  wird 
das  Integral  =  mod  rot  P  •  6.  Dieses  Produkt  muß  mithin  nach 
dem  vorstehenden  Satze  konstant  sein;  wenn  wir  also  wie  ge- 
wohnlich mit  G)  die  Rotationsgeschwindigkeit  bezeichnen  und 
demnach  ^  mod  rot  P=»  o  setzen,  so  wird  längs  eines  Wirbel- 
fadens 

od«  konst., 

d.  h.  es  ist  das  Produkt  aus  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit und  dem  Querschnitt  des  Wirbelfadens  kon- 
stant.    Dieses  Produkt  heißt  die  Stärke  des  Wirbelfadens. 

c)  Aus  dem  so  bewiesenen  Satze  kann  man  folgern,  daß 
so  lange  o4"(^  ist,  auch  ö'^O  sein  muß;  die  Wirbelfaden  und 
damit  die  Wirbellinien  können  daher  im  Innern  der  in  Wirbel- 
bewegung befindlichen  Flüssigkeitsmenge  nicht  aufhören,  sie 
sind  entweder  geschlossen  oder  durchsetzen  die  ganze  wirbelnde 
Flüssigkeitsmenge.  Sie  können  auch  auf  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  endigen. 

d)  Wir  nehmen  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  6 
an,  die  von  Wirbellinien  gebildet  wird,  und  auf  ihr  eine  ge- 
schlossene Kurve  s,  dann  können  wir  nach  dem  oben  befolgten 
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Verfahren  zeigen^  daß  die  Zirkulation  längs  8  yerschwindet. 
Denken  wir  uns  ö  und  damit  s  zusammen  mit  den  Flüssig- 
keitsteilchen, die  es  zu  Anfang  erfülleQ,  bewegt,  so  muß  die 
Zirkulation  längs  s  andauernd  verschwinden,  und  dies  gilt,  wie 
auch  die  Kurve  auf  6  angenommen  sei,  6  muß  also  andauernd 
von  Wirbellinien  gebildet  sein,  und  wenn  wir  zwei  solche 
Flachen  ins  Auge  fassen,  so  muß  auch  ihre  Schuittkurve,  die 
zu  Anfang  eine  Wirbellinie  ist,  eine  Wirbellinie  bleiben,  d.  h. 
die  Wirbelfäden  bewegen  sich  mit  der  Flüssigkeit, 
die  Teilchen,  die  sie  einmal  erfüllen,  erfüllen  sie  dau- 
ernd (Satz  von  der  Persistenz  der  Wirbelfäden). 

e)  Durch  dasselbe  Verfahren  läßt  sich  zeigen,  daß  die 
Stärke  eines  Wirbelfadens  sich  mit  der  Zeit  nicht 
ändert. 

Die  vorstehenden,  von  Helmholtz  stammenden  Sätze  er- 
fahren eine  schöne  Bestätigung  durch  den  bekannten  Versuch 
von  Tait  mit  den  Rauchringen.*) 

7.  Die  Lagrangeschen  Oleiohnngen.  Wir  wollen  nun 
die  zweite  klassische  Form  der  Bewegungsgleichungen  auf- 
stellen. 

Wir  betrachten,  anders  wie  vorhin,  die  Lage  P  eines  Flüssig- 
keitsteilchens zur  Zeit  t  als  Funktion  der  Zeit  und  der  An- 
fangslage Pq  des  Teilchens.  Analytisch  ausgedrückt  heißt  das, 
wenn  x,  y,  e  die  Koordinaten  von  P,  a,  6,  c  die  Koordinaten 
von  Pq  sind,  daß  x,  y,  z  als  Funktionen  der  vier  unabhängigen 
Veränderlichen  a,  6,  c,  t  angesehen  werden  sollen. 

1)  Helmholtz,  Über  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen^  Journal  für  Math.  Bd.  65,  S.  25 
(1858),  Wissenfich.  Abhdlgn.,  Leipzig  1882,  Bd.  1,  S.  111.  Diese  Resul- 
tate wurden  weiter  ausgedehnt  von  Hankel,  Zur  allgemeinen  Theorie 
der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen  1861.  Die  im  Text  gegebenen 
Beweise  stammen  von  VV.  Thomson,  On  vortex  motion,  Trans,  of  the 
R.  Soc.  Edinburgh  t.  25,  p.  217,  1867.  Über  die  Versuche  mit  den  Rauch- 
ringen usw.  8.  Tait,  Conferences  sur  quelques-uns  des  progres  etc.,  Paris 
1887,  p.  S74;  Brillouin,  JRecherches  recvntes  sur  diverses  questions 
d* Hydrodynamique ,  i«"«  Partie:  TourhiHons,  Annales  de  la  Faculte  des 
sciences  de  Toulouse,  t  1,  1887;  und  Paris  1897. 

21» 
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Unter  diesem  neuen  Gesicfatsponkte  müssen  wir  die  Grand- 
gleichungen  (6)  und  (3)  umformen.  Wir  können  die  liierzu 
notwendigen  Bechnungen  leichter  ausführen  und  das  End- 
resultat in  einfacherer  Gestalt  darstellen^  wenn  wir  in  aller 
Kürze  die  linearen  Yektortransformationen,  die  uns  schon  mehr- 
fach begegnet  sind^  betrachten.^) 

Wir  gellen  aus  von  den  Gleichungen 


du^^dx  +  ^dy  +  ^dz, 


dv^-^dz  +  ^^dy  +  '^dz, 


dv  ,      ,    dv  j     ,   dv 

dw  =«  ^-dx  +ördy  +  -^dz. 
dx  dy    ^      08 


(17) 


Diese  stellen  eine  lineare  Transformation  dar^  durch  die  der 
Vektor  dP,  dessen  Komponenten  dx,  dy,  dB  sind,  in  den  Vektor 
dp  mit  den  Komponenten  du,  dv,  dw  übergeht.  Symbolisch 
wollen  wir  diese  Transformation  bezeichnen  durch 

dp  =  a(dP).  (18) 

Aus  dieser  Gleichung  leiten  wir  unmittelbar  die  weitere  sym- 
bolische Gleichung  ab 

dl  -  a.  (19) 

Der  gewöhnlichen  Ausdrucksweise  folgend,  können  wir  sagen, 
daß  a  die  Derivierte  von  P  nach  P  ist.  Unter  Zugrunde- 
legung eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  wird  a  durch 

die  neun  gewöhnlichen,  partiellen  Derivierten  ö—  ;  •  •  •  ^Is  die 

Koeffizienten  einer  linearen  Transformation  festgelegt. 

Die  Determinante  ^  der  Gleichungen  (17),  die  dritte  In- 
variante /j«  der  Transformation  a,  die  wir  von  0  verschieden 
voraussetzen,  können  wir  in  der  bemerkenswerten  Form  schreiben 

^.»««A«*.^«!?,  (20) 

u  /\vxw     '  ^      ^ 


1)  Vgl.  Bnrali-Forti  e  Marcolongo,  Omografie  vettoriali  con 
applicazioni  alle  derivate  rispetio  ad  un  pwnio  e  cUla  Fisiea'm€ttematic€tm 
Torino  1909. 
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wenn  UyV,w  irgend  drei  nicht  komplanare  Vektoren  sind. 
Dies  läßt  sich  bei  Einführung  kartesischer  Koordinaten  durch 
direkte  Ausrechnung  der  in  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 
stehenden  Determinanten  unter  Benutzung  eines  bekannten 
Determinantensatzes  leicht  beweisea^) 
Ebenso  kann  man  auch  zeigen^  daß 


au  /\  VXfV'\-u/\OiVXfV-\'  u/\vxaw 

u  /\vxw 

'^  dx       dy       dz 


(21) 


1)  Eb  wird  nämlich,  wenn  |,  ij,  f;  4',  ri\  t";  S",  »l",  f"  die  Kompo- 
nenten der  Vektoren  u,  v,  w  sind,  der  Ausdruck  im  Nenner 

7J        1]  1J        '  , 


.'/    ( 


der  Ausdruck  im  Zähler 


du  f.  .   du       .du 

dv         dv       ,   dv  . 
erx      '    dy  cz 

dw  .      dw      ,  dw 
dx^  +  J^'^+  dz^' 


du    ,      du    ,      du    , 
dw  .,  .  dw    ,  ,  at(7 


ao;  *  ^  ay  ^  ^  dz^ 

dv    „      dv     ,,  ,    dv 
äx^   "^aV^    "*"  dz  ^ 


ff 


// 


und  diese  Determinante  wird  nach  der  Multiplikationsregel   der  Deter- 
minanten 


du 

\   dx 

du     du   \ 
oy     cz  ; 

1     i 

r 

r 

1   dv 
dx 

dv      dv 
dy     dz   : 

n    n 

ff 

) 

dw 
!   CX 

dw     dtc 

dy      dz  ; 

i    t 

i" 

HO  daß  in  der  Tat  für  den  Wert  des  ga 

knzen  Bruches  folgt: 

'   du     du 

du    ' 

'  CX     dy 

dz 

dv      dv 

dv 

.   CX     cy 

dz 

1  dw     dw 

CIC 

dx     dy 

dz 
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wird.^)     Es     ist     die     erste     Invariante    I^a     der     Transfor- 
mation a. 

Wir  wollen  auch  die  Transformation 


dx 

dy 

dB 


^'da  +  ^^dh  +  '^dc, 


da 

dy 


dh 

8y 


de 


dv 
o    da  +  ^fdb  +  ^dc, 

da         *   ob         ^   de       ^ 

da  ob  de 


(*) 


betrachten,  die  wir  symbolisch  in  der  Form 

dP 


flfP  = /5(dPo)     oder  ß 


dP. 


(22) 


schreiben  und  als  die  Deriyierte  von  P  nach  P^  bezeichnen. 
Hierzu  nehmen  wir  noch  diejenige  Transformation  ß'  hinzu, 
die  sich  von  ß  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  in  dem  Schema 
der  Koeffizienten  die  Spalten  und  Reihen  vertauscht  sind.  Diese 
Transformation  ß'  heißt  die  zu  ß  konjugierte.  (£s  ist  wohl 
zu  beachten,  daß  hier  nicht  wie  im  siebenten  Kapitel  ß  eine 
lineare  Transformation  mit  symmetrischem  Koeffizientenschema 
bedeutet.) 

Man  bestätigt  leicht,  daß  für  zwei  beliebige  Vektoren  ti,  t; 


1)  Der  Zähler  des  Braches  wird  bei  Benutzung  kartesischer  Koor- 
dinaten 


'  *■ " 


dv  ^  .  dv      ,  dv        ,    „  "~  t'  , 


cv 


'«.r,||r+ 


t   t,tt 


f.||r+-.: 


+ 


/f 


n^n 


,  dv  .,, 


'dx 


r  + 


f'f''lf^"  + 


und  bei  der  Ausrechnung  dieser  Determinanten  zerstören  sich  alle  Glie- 
der,   die   nicht  ^    ,    ^     oder  rr-    als    Faktor    enthalten.      Was    übriir 

dx     dy  dB  ^ 

bleibf,  ist 


\di^  dy  '^  dzj 


,*  Uff      I 


'       t,»t 


i  e  i 
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die  Gleichung  besteht 

uxßv^vxß'u.^)  (23) 

Wir  wollen  schließlich  bemerken^  daß  diese  Derivierten  Ton 
Punkten  viele  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  DeriTierten  be- 
sitzen.    So  wird  z.  B. 

dPräPäPr""^'  (2^) 

Dies  vorausgeschickt  schreiben  wir  die  Gleichung  (6)  in 
der  Form 

P  «  gradp  *, 

indem  wir  dadurch  andeuten,  daß  bei  der  Bildung  des  Gra- 
dienten nur  der  Punkt  P  als  yariabel  angesehen  wird,  während 
jetzt  <&  auch  von  der  Lage  des  Punktes  P^  abhängt    Es  wird 

demnach 

d*  =  gradp  *  x  dP  =  gradp^  *  x  dP^, 

und  nach  (22)  und  (23)  ist 

gradp  *  X  dP  «  gradp  O  x  ß(dF^  =-  /3'(gradp  *)  x  dP^; 

da  dPo  willkürlich  ist,  folgt  hieraus 

/3 '(gradp  *)  =-  gradp,  O. 

Wendet  man  denmach  die  Operation  /3'  auf  beide  Seiten  der 
Gleichung  (6)  an,  so  ergibt  sich 

ß\P)  -  gradp,  *  (25) 

und  dies  ist  die  gesuchte  Umformung  von  (6).  In  kartesischen 
Koordinaten  wird  sie 


1)  Es  lautet  diese  Gleichung  nämlich  in  kartesischen  Koordinaten 
Ha«^  +«6"  +370  +  "^*  +86"  +3^0 

t'  ß^  t  t  ^y    I  ^^  j.\  I    '  /^^  t  i  ^y  A.^^  A 
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da 

ex  •• 
db 


da 

dy  » 
dh 


da 
db 


da 

d^ 

db 


dx ..   .   dy  "   ,   dz  "       d^       r> 
de  de  ^    ^   de  de  f 


(26) 


Wir  transformieren  nun  auch  die  Gleichung  (3).  Zu  dem 
Zweck  führen  wir  die  Determinante  D^I^ß  der  Gleichungen  (a) 
ein.  Diese  wird  nach  (20);  wenn  e^,€^f  e^  in  der  gewohnten 
Weise  drei  orthogonale  Einheitsvektoren  bezeichnen,  so  daB 
^1  A  e,  X  «8  —  1  ist,    ^ 

2)  =  /J«i  A  ße^xßej,. 

Differenzieren  wir  nach  der  Zeit,  so  folgt 

+  ß€i  A  ße^x^e^. 


Es   wird   aber   nach   (24) 


dß 


d  dP 


dt        dtdP. 


aß,  mithin 


dD 
dt 


aße^  A  ße^  x  ße^  +  /3«,  A  aße^  x  ße^ 

+  ße^  A  ße^xaße^ 


Setzen  wir  nun  in  (21)  u  «  ße^,  V  =  ße^y  w  =  ^Cj,  so  geht 

der  Zähler  des  Bruches  auf  der  linken  Seite  in  -^r«  der  Nenner 

at  ' 


in  D  über  und  es  wird 

1  dD 
D  dt  '^ 

^  div  P, 

so  daß  wir  aus  (6)  erhalten 

c2f*       n  dD 
dt  '^  i)  dt  ' 

1   d(^D) 
D      dt 

u  ai        u      a% 

und  durch  Integration 

uD  =  konst. 

Um  den  Wert  der  Konstanten  zu  bestimmen,  machen  wir  ^  «  0. 
Da  dann  P  in  P^  übergeht,  wird  die  Transformation  die  Iden- 
tität und  2)  =  1«,  ferner  werde  ^  =*  fio>  so  folgt 

^Z>  =  H-  '  (27) 


8.  Die  Cauchyschen  Integrale  der  Bewegungsgleichongen.      ^29 

Die  Gleichungen  (26)  und  (27)  werden  als  die  Lagrangeschen 
Grundgleichungen  der  Hydrodynamik  bezeichnet.^) 

8.  Die  Oauohysohen  Integrale  der  Bewegnngsglei- 
ohnngen.  Wir  gehen  von  der  Gleichung  (25)  aus,  die  sich 
schreiben  läßt 

wir  nehmen  die  Rotation  der  linken  und   rechten  Seite   nach 
Pq,  rechts  ergibt  sich  dann  0  und  somit  wird 

'«*''.  ^'  ©  =  0-  (28) 

Wir  beachten  nun,  daß 

^.r(P)-fp+/>'{^), 

und  da  mit  -^  diejenige  Transformation  bezeichnet  ist,  deren 

Koeffizienten   die    Deri vierten   der   Koeffizienten   von   ß'  sind, 

dß'   ' 
sieht  man  sofort,  daß  -^  P  dasselbe  ist  wie  ^  gradp^  P*,   mit- 
hin wird 

^^'P=.igrad.>«  +  /J'(^); 
nehmen  wir  davon  die  Rotation  nach  P^,  so  finden  wir  nach  (28) 

aber  Pq  und  t  sind  unabhängige  Veränderliche,  also  folgt 

und  daraus 

rotp„  ß\P)^  konst. 

Die  Konstante  bestimmen  wir  wie  gewöhnlich,  indem  wir  ^  =  0 
machen;  dann  wird  P  =  P^,  ß'  zur  Identität,  und  wir  nnden  so 

rotpJß'P)  =  rotp,  Po.  (29) 

1)  Sie  rühren  indes  nicht  von  Lagrange,  sondern  von  Euler  her: 
Novi  Commentarii  Acad.  Petrop.  1. 14,  p.  376,  869  (1769).  Sie  heißen  nach 
Lagrange,  weil  dieser  sie  in  seiner  Mecanique  analytique  benutzt  hat 
((Euvres  compl.  t.  11,  p.  273,  287). 
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Wir  beachten  nun,  daß  nach  (20) 

ßuxßv  A  ßw  =  D  '  uxv  A  w 

wird  und  nach  (23)  die  linke  Seite  in  dieser  Gleichung 

=  ux/J'(/Jv  A  ßw). 

Es  ergibt  sich  daraus,  da  u  ein  willkürlicher  Vektor  isi^ 

ß\ßv  A  ßw)  ^  D  '  V  A  Wj 

insbesondere  wird,  da  dP  ^  ß{dP^\  dP^ß(dP^\ 

ß\dP  A  dP)  «  D  •  dPo  A  dPo.  (a) 

Wir  erinnern  uns  nun,  daß  nach  der  ursprünglichen  Defi- 
nition der  Rotation 

rotp  uxdP  AdP^  d{u  x  dP)  -  S{u  x  dP)\ 
es  wird  aber,  wieder  nach  (23), 

uxöP^ux  ß(dP^)  «  ß'u  X  *Po,     uxdP^ß'ux  dP^ 

und  sonach 

rotp  uxdP  A6P^  rotp„  {ß'u)  x  dP^  A  8P^. 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  D,  so 
können  wir  die  recbte  Seite  nach  (a)  mit  Rücksiebt  auf  (23) 
schreiben 

rotp^  ß'u  X  ß'{dP  A  öP)  «  /3(rotp,  ß'u)  xdP  ASP 

und  damit  ergibt  sich  endlich,  wenn  wir  w  =  P  nehmen, 

D  .  rotp  P  =  /3(rotp^  ß'P). 

Wenden  wir  also  auf  beide  Seiten  der  Gleichung  (29)  die 
Operation  ß  an,  so  finden  wir 

D  .  rotp  P  -  /J(rotp,  Po).  (30) 

Dies  ist  das  sogenannte  Cauchysche  Integral  in  vektorieller 
Form.  Nennen  wir  für  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
p,  g,  r  die  Komponenten  von  ^rot  P,  p^,  q^^r^  die  Komponenten 
von  \roi  Pq,  so  löst  sich  (30)  in  die  folgenden  drei  Gleichun- 
gen auf 
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■w^         dx        ,   dx       ,    dx 


(31) 


Aus  (30)  folgt  auch  sofort,  daß,  wenn  rot  P^  «  0  ist,  auch 
rot  P  ==  0  wird,  wir  erhalten  also  wieder  den  Lagrangeschen 
Satz. 

Betrachten  wir  die  Wirbellinie,  die  von  Pq  ausgeht,  so 
haben  wir  längs  ihr 

dPo  =  p-roti»„Po 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  skalar  mit  sich  selbst  multipli- 
zieren, finden  wir  für  dsQ  =-  mod  dP^y  co  =»  4"  ^^^  rot/^^P 

Verfolgen  wir  nun  die  Wirbellinie  durch  die  Bewegung 
hindurch,  wobei  P^  in  P  übergeht,  so  folgt  aus  (30j 

D.rotpP  =  |/5(dPo)  =  |dP, 

also 

dP^gD-TOtpF, 

« 

d.  h.  die  von  Pq   ausgehende  Wirbellinie  wird   zu  der  von  P 
ausgehenden  Wirbellinie.     Außerdem  ergibt  sich 

d.  h.,  wenn  wir  vom  Vorzeichen  absehen, 

—  =s  ^^°.  J) 

Ist  6^  der  Querschnitt  eines  Wirbelfadens  in  P^,  so  wird 
das  Massenelement  des  Wirbelfadens  bei  P^ 

1)  Cauchy,  Sur  la  theorie  de  la  propagatüm  des  ondes,  (1815)  Me- 
moire« deA  savantB  ötrangerfl,  (Euvres  comp].  (1)  t.  1,  p.  38.  Die  nach- 
stehend angegebene  Begründung  des  Lagrangeschen  Satzes  stammt  eben- 
faUs  von  Cauchy  and  war  der  erste  strenge  Beweis  diedes  Satzes. 
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und  das  zugehörige  Massenelement  des  Wirbelfadens  bei  P 
wird  analog  (10  ds,  mithin  folgt 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  durch  die  oben  gewonnenen 
dividieren  und  beachten,  daß  nach  (27)  f(  =  ^  7  finden  wir 

wie  oben  bereits  durch  synthetische  'Betrachtungen  abgeleitet 
wurde. 

Ül)uiig8belspiele. 

1.  Aufgabe.  Eine  unhegretiet  ausgedehnte  ihkompressible  Müssig- 
keit  umgibt  eine  feste  Kugel,  Die  Bewegung  ist  wirhelfrei  und  im 
Unendlichen  hat  die  Geschicindigkeü  einen  bestimmten  endlichen  Wert 
Bas  GeschwindigJceitspotential  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Das  Potential  tf;  genügt  außerhalb  der  Kugel 
(deren  Badius  a  sei)  der  DifferentialgleichuDg 

und  ist  eindeutig.  Wenn  Ä  die  Grenze  bezeichnet,  der  die  Ge- 
schwindigkeit im  Unendlichen  zustrebt,  und  die  £- Achse  dieser  Ge- 
schwindigkeit entgegengesetzt  gerichtet  angenommen  wird,  so  haben 
wir  im  Unendlichen 

dx  ~  ^'       dy  ^  "'       de  ^ 

Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Kugeloberfläche  muß 
tangential  gerichtet  sein;  bezeichnet  daher  allgemein  q  die  Entfer- 
nung eines  Punktes  vom  Kugelmittelpunkt,  so  wird 

Diese  Bedingungen  legen  zusammen  das  Potential  fest.  Setzen 
wir 

t/;  =  9?  —  ÄZy 

(^9\  '  ^ 


SO  wird  auch  Jq>  =  0  und  wir  haben    l^-)        =  -4.  — ,    während 
im  Unendlichen  alle  Derivierten  von  <p  Null  sind. 
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Wir  beachten  nun,  daß  A  —  =  0  und  ebenfalls  A  \  -^  /  =  0 

o  z 

ist.     Es  wird  aber  -o~  =**  — «  Ti°d  davon  erhält  die  Dorivierte 

de  Q^ 

Ow  O»  

nach  Qj  nämlich   -^,   für  ^  «-■  a  den  Wert  —•     Wir  können  also 
annehmen 

Aa*  z  Äa'      Q 

^  "  2^"  7»  2     ~dz 

und  somit 

Dieses  Potential  hängt  nur  von  e  und  q  oder  von  z  und  r  —  yx^-^  y^  ab. 

Betrachten  wir  die  Bewegung  in  einer  Meridianebene  (die, be- 
liebig durch  die  ie:- Achse  gelegt  ist).  Die  zugehörigen  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  sind 


dz 


-4"  (*?-'.)->]. 


r  ««--==  -d  ~  — 
er  2     p 


b 


Die  Integration  kann  in  zwei  besonderen  Fällen  leicht  ausgeführt 
werden.  Für  r  =  0,  ^  —  £?  ist  die  zweite  Gleichung  erfüllt,  die  erste 
Gleichung  liefert  dann 


^(^s  — l),     ^>ö» 


woraus  sich  mit  Hilfe  einer  Quadratur  z  durch  t  ausdrücken  läßt. 
Wenn  wir  weiter  überlegen,  daß 


qQ^zz  +  rr^A{^^-'  l^z, 


so  sehen  wir,  daß  die  obenstehenden  Gleichungen  für  ^  =»  a  erfüllt 
sind;  die  zugehörige  Bahnlinie  wird  ein  Meridiankreis  der  Kugel. 
Darauf  folgt  aus 

die  Gleichung 

dz  Q  -^  ji 

—5 f  =«  -.j-i  dt 

z^  —  a*        ^  ar 
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und  durch  Integration 

jg  «  c  4-  a  lang  (-|  —  ij  • 

An  den  Polen  der  Kugel  (für  a;,  y  «=■  0,  x?  =  ±  a)  ist  die  Geschwin- 
digkeit gleich  Null,  die  Bewegrung  verlangsamt  sich  ins  Unbegrenzte, 
wenn  das  Flüssigkeitsteilchen  sich  auf  dem  Meridian  einem  Pole 
nähert,  derart,  daß  es  den  Pol  nie  erreicht. 

2.  Aufgabe.  Die  vorige  Aufgäbe  für  den  Fall  eines  unendlich 
langen  Eotationszylinders. 

AufiÖBung.  Wir  betrachten  die  Bewegung  in  einer  Ebene 
senkrecht  zu  den  Erzeugenden  des  Zylinders,  die  wir  zur  xy- Ebene 
wählen.  In  unendlicher  Entfernung  von  dem  Zylinder  setzen  wir 
die  Bewegung  geradlinig  und  gleichförmig  voraus,  z.  B.  parallel  der 
o;- Achse  und  von  der  Geschwindigkeit  Ä^  so  daß  das  Potential  rff  den 
Gleichungen 

|_^_^,      »*_0     für«,y-oo 

dx  ^      cy  '^ 

genügt.  Da  außerdem  an  der  Zylinderoberfläche  die  Geschwindig- 
keit tangential  sein  soll,  wird 


(a..-». 


wenn  a  den  Zylinderradios  bedeutet.    In  jedem  Ponkte  der  Flüssig- 
keit, der  außerhalb  des  Zylinders  liegt,  wird 

Um  die  Funktion  ^  zu  bestimmen,  setzen  wir 

!/;  =  <)»  +  Ax,  (1) 

dann  muß  tp  der  Gleichung  genügen 


und  außerdem  wird 


ll-O,      |J  =  0     fürx,j,-cx,,  (3) 

Eine  Lösung  von  (2)  ist  9?  ==  log  r,  wobei  r  «  V*+y^  oder  auch 

3  loi?  r        30 
9)  «  -  P    -  =  -y     Wir  wollen,  indem  k  eine  passende  Eonstante 


bezeichnet, 
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setzen.     Die  Gleichung  (2)  und  die  Bedingungen  (3)  sind  dann  iden- 
tisch erfüllt.     Für  (4)  finden  wir 


und  daraas 


So  ist  q>  Yollst&ndig  bestimmt  und  wir  erhalten  weiter 

Wir  wollen  noch  die  Stromlinien  bestimmen,  die  sich  als  die 
orthogonalen  Trajektorien  der  Niveaulinien  tf;  =  konst.  ergeben.  Es 
genügt  zu  beachten,  daß  t/;  der  reelle  Teil  von 

A]^^\•%y^ ^,—     J  =  t  +  «X 

ist.    Setzen  wir 

x-\-iy^Xy     i/z  +  i^r  — e, 
so  wird 

ist  also  eine  Funktion  der  komplexen  Variabein  X.  Es  folgt  daraus 
sofort  (vgl.  die  folgende  Aufgabe),  daß  die  Kurven  i  =  konst.  die 
gesuchten  Stromlinien  sind.     Dabei  wird 


t=M^- ::) 


Diese  Linien  sind  Kurven  dritter  Ordnung,  die  zur  y- Achse  symme- 
trisch sind  und  sich  von  ihr  aus  nach  beiden  Seiten  der  x- Achse 
nähern,  bis  sie  dieser  in  unendlicher  Entfernung  parallel  werden. 
Als  spezieller  Fall  ist  unter  ihnen  der  Querschnitt  des  Zylinders  zu- 
sammen mit  der  x- Achse  enthalten. 

Was  die  Komponenten  ti,  v  der  Geschwindigkeit  P  eines  Punktes 
der  Flüssigkeit  betrifft,  so  wird 


cy  r* 
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Für  die  Punkte  des  Zylinders  auf  der  j^- Achse  wird 

«•=2-4,      f?  — 0, 

für  die  Punkte  auf  der  o;- Achse  u  «  0,  v  =»  0. 

Zur  Berechnung  des  Druckes  dient  die  Formel 

^ftT*  +JP  =  konst, 

da  hier  das  Potential  der  äußeren  Kräfte  einfach  eine  Eonstante  ist; 
fi  ist  die  Dichtigkeit.  Für  die  vom  Zylinder  sehr  weit  entfernten 
Punkte  wird  F=»konst,  und  mithin  auchp  =  konst.  In  zwei  Punkten 
des  Zylinderquerschnitts,  die  einander  diametral  gegenüberliegen,  haben 
u  und  V  dieselben  Werte  und  wird  mithin  auch  der  Druck  p  derselbe. 
Auf  diese  Weise  halten  die  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  her- 
rührenden Druckkräfte  sich  an  dem  Zylinder  im  Gleichgewicht:  die 
Bewegung  erfährt  durch  den  Zylinder  keinen  Widerstand. 

3.  Aufgabe.  Zu  geigen^  wie  die  ebene,  tcirhdfreie  Bewegung 
einer  homogenen  ^  mkompressibein  Flüssigkeit  allgemein  auf  die  Be- 
traditung  einer  Funktion  mit  komplexem  Argument  zurücJcgefiihrt  wer- 
den kann, 

Auflösung.  Unter  einer  Funktion  des  komplexen  Arguments 
X  -\-  iy  versteht  man  einen  Ausdruck 

ö^-^C«,  y)  +  *z(a;,y),  -  (a) 

der  den  Bedingungen  genügt 

dx      dy  ^     dy  ^^      dx*  ^  ^ 

Geometrisch  ausgedrückt,  bedeuten  diese  Bedingungen,  daß  die  Kurven 

t/;(iC,  y)  =  konst.     und  x(x^  y)  ==  konst., 

wo  sie  sich  begegnen,  sich  rechtwinklig  schneiden.  Es  folgt  nämlich 
aus  (b) 

t  grad  t/;  =  grad  jr. 

Aus  den  Gleichungen  (b)  folgt  aber  auch  durch  nochmalige 
Differentiation 

^>    .  ^'^.       o 
cx^        cy^ 

der  reelle  Teil  der  komplexen  Funktion  6  genügt  also  der  Differen- 
tialgleichung des  Geschwindigkeitspotentials.  Dasselbe  gilt  auch 
für  den  imaginären  Teil,  denn  man  findet  auch 
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Man  kann  also  entweder  die  Kurven  t^  (x,  y)  =  konst.  als  die  Niveau- 
linien und  die  Kurven  xip^^v)  '^  konst.  als  die  Stromlinien  ansehen 
oder  umgekehrt.  Im  ersteren  Falle  bestimmt  sich  der  Druck  p  aus 
der  Gleichung 

in  der  ft  die  Dichtigkeit  und  C  eine  Konstante  bezeichnet. 

Der  Druck  darf  nicht  unter  einen  gewissen  negativen  Wert  —  c 
sinken,  wenn  kein  Zerreißen  der  Flüssigkeit  eintreten  soll.  Wir 
müssen  also  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  einen  bestimmten 

Wert  y  -  ^  "^  i  nicht  überschreitet,  wenn  nirgends  eine  Diskonti- 
nuität eintreten  soll. 

Vgl.  Stokes,  Cambridge  Philos.  Transactions  vol.  71  (1842), 
Math,  and  Phjs.  Papers  vol.  1,  Cambridge  1880,  p.  1;  Kirchhoff, 
Joum.  f.  Math.  Bd.  70  (1869),  Ges.  Abhdlgn.  S.  416,  Mechanik,  22. 
Vorlesung. 

4.  Aufgabe.  Nach  der  in  der  vorigen  Aufgabe  entwickelten 
Methode  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  innerhalb  einer  rotierenden 
Ellipse  zu  be^immen. 

Auflösung.  Wenn  die  feste  Begrenzung  der  Flüssigkeit  in 
gleichförmiger  Rotation  begriffen  ist,  so  läßt  sich  die  Geschwindig- 
keit eines  Flüssigkeitsteilchens  am  Bande  aus  zwei  Komponenten, 
der  Rotationsgeschwindigkeit  und  einer  Strömung  längs  dem  als  fest 
vorausgesetzten  Rande,  zusammensetzen.  Man  findet  also  für  die 
Geschwindigkeit  eines  Punktes  am  Rande 

wenn  o  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  f(xj  y)  =  0  die  Gleichung 
der  Randkurve  ist.     Nun  war  aber 

^  ^Z  ^       dz 

**    ay     ^       dx' 

also  muß  am  Rande,  wo  f{x^  y)  ^  0  ist, 

X  «  —  4-  «(^*  +  y^)  +  ^onst. 
werden. 

Ist  der  Rand  eine  Ellipse  mit  der  Gleichung 

x^       v' 

a*  ^&»        ^' 

Maroolongo:  theoret  Maohanik.  IL  S2 
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so  genügt  es, 

iii 51 

anzunehmen,  denn  addiert  man  hierzu  den  am  Rande  verschwinden* 
den  Wert 

-  «Snpy.^^i  +  ftiTJ  +  «  -,  +  ft., 
80  findet  man  am  Rande 

Man  bestätigt  auch  leicht,  daß 

Der  angesetzte  Wert  von  %  ist  aber  der  imaginäre  Teil  der  kom- 
plexen Funktion 

e  «  1/;  +  t  X  ^ i  * «  a  •  ^  6  •  (^  +  '^) '' 

und  diese  Funktion  löst  sonach  das  Problem. 

5.  Aufgabe.     Die  Wirbelbewegung  zu  untersuchen,  hei  der  die 
Gleichungen  gelten  ^ 

aA  al 

^-*aj'    *  =  -*ax'  *'-^' 

wobei  ^*  =  a:*  +  y*  +  ^:*  und  k  konstant  ist, 

ktt  ktC 

Auflösung.     Daj9  = T»?  =  -Ti^  =  ^is^  ^olgt 

xdx  +  ydy  =  0, 

die  Wirbellinien  sind  Kreise,  die  der  x^- Ebene  parallel  sind  und 
deren  Mittelpunkte  auf  der  jer- Achse  liegen.     Außerdem  wird 


G) 


s  _ 


k\x*  +  y«) 


9' 


unendlich  im  Koordinatenursprung,  dieser  Punkt  muß  also  außerhalb 
der  Flüssigkeit  liegen. 
Man  setze 

dW  _dV  ^^__^J?  ^Z-.i? 

^  ""  ay        Vz  '      ^  ^  dV       dx  '     ^^  dx       dy ' 

dJJ    ,dV       dW 

dx  "^  dy  '^dz^  ^' 
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so  wird 
mithin 

dy  ^  dx  ^ 


Es  ist  aber 


al  ai 

^?^  =  2-^,     ./^  =  2-.^ 


9  ay  '         Q  d£  ' 

wir  können  also  annehmen 

und  folglich 

xz  yz  iz*"        1  \ 

u-t-^,     »-t^,     «,-*(-, +  ^-j. 

Die  Flüssigkeit  ruht  im  Unendlichen  (u,  t;,  «^  »=  O).  Die  Stromlinien, 
für  die 

u  \v  \  w  ^^  dx  \  dy  \  dz 

wird,  sind  in  Ebenen  durch  die  je; -Achse  enthalten;  ihre  Ermittelung 
hängt  von  Quadraturen  ab.  Die  Geschwindigkeit  längs  dem  Radius- 
vektor ^  ist 

ux-^vy-\'WZ        ^kz 

Dieses  Resultat  kann  man  so  erklären:  wenn  eine  Kugel  vom  Ra- 
dius Q  sich  längs  der  £:•  Achse  mit  der  Geschwindigkeit  2  k  bewegt, 
erlangen  ihre  Punkte  in  der  Richtung  der  Radien  die  hier  angege- 
bene Geschwindigkeit. 


2«* 
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Jacobischer  Satz  über  die  Bewegung 
eines  starren  Körpers  185. 

Jacobisches  Theorem  über  die  Ha- 
miltonsche  Funktion  143  f. 

Joule  (Arbeitseinheit)  119. 

Kegelschnitt  als  Planetenbahn  4K 

Keplerache  Gesetze  47. 

Kepl ersehe  Gleichung  46. 

Kinematik  der  deformierbaren  Kör- 
per 2  63  ff. 

Kinetische  Energie  (lebendige  Kraft) 
12,  eines  Massensystems  100, 126, 
der  verlorenen  Bewegung  131, 
beim  starren  Körper  167  ff. 

Kinetisches  Potential  (Lagrangesche 
Funktion)  ICH. 

Koeffizient  der  gleichförmigen  Kom- 
pression 307. 


Komplexe  Funktionen  bei  ebener 
Flüssigkeitsbewegung  336  ff. 

Konservative  Systeme  102,  120 ff. 

Kontinuitatsgleichung  311. 

Koordinaten,  allgemeine,  eines  ma- 
teriellen Systems  99,  verborgene 
103. 

Kowalewskischer  Fall  bei  dem  Pro- 
blem eines  aufgehängten,  schwe- 
ren  starren  Körpers  186. 

Kraft:  Beziehung  zur  Bewegung  5. 
Reaktionskrafb  91,  Trl^heit«]^fl 
92,  verlorene  Kraft  93. 

Kräfbefreie  Bewegung  149,  eines 
starren  Körpers  um  eine  feste 
Achse  173  ff.,  um  einen  festen 
Punkt  180  ff. 

Kraftfeld  122. 

Kraftkomponenten  12,  verallgemei- 
nerte 99,  121. 

Kraftlinien  123,  229. 

Kreiselproblem  185,  204  ff. 

Kugelschale,  ihre  Anziehung  229  ff. 

Kürzeste  Linie  als  Bahn  eines  Punk- 
tes 40. 

Lagrangesche  Bewegungsgleichun- 
gen: erste  Form  98,  zweite  Form 
100. 

Lagrangesche  Grundgleichungen 
der  Hydrodynamik  329. 

Lagrangescher  Fall  beim  schweren 
starren  Körper  (Kreisel)  1 85, 204  ff. 

Lagrangesches  Problem  eines  nach 
drei  festen  Punkten  angezogenen 
Körpers  156. 

Lagrangescher  Wirbelsatz  316. 

Lam^scne  Konstanten  (eines  elasti- 
schen Körpers)  291. 

Lam^sches  EUipsoid  287. 

Laplacesche  Feldgleichung  des  Po- 
tentials 249. 

Lemniskate  bei  Bewegung  eines 
schweren  Punktes  70. 

Lineare  Transformationen  162, 
264 ff.,  324  ff.,  symmetrische  270, 
285. 

Liouvillesche  Flächen  152  f. 

Logarithmische  Spirale  für  die  Dar- 
stellung gedämpfter  Schwingun- 
gen verwertet  88. 

Logarithmisches  Potential  258. 

Lotabweichung  fallender  Körper  61. 

Luftwiderstand  19. 
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Maclaurinscher  Satz  für  die  Anzie- 
hung der  EUipsoide  240. 

Masse  6,  7  f. 

Massensjstem  (materielles  System) 
91. 

Megadyne  8. 

Megaerg  119. 

MlodzjejowskyscheBewegungen  213. 

Modul  der  Starrheit,  Youngscher 
M.  291. 

Mohrsche  Darstellung  der  Spannun- 
gen 307  ff 

Momentankräfte  (Instantankr.)  10, 
97. 

Momentanpol  eines  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  starren  Körpers 
179. 

Newtonsche  Attraktion  227,  gerad- 
linige Bewe$;ung  eities  Punktes 
unter  ihrer  Einwirkung  28  ff.,  30  f., 
bei  zwei  Attraktionnzentren  29, 
nicht  geradlinig  156  f.,  eines  Punk- 
tes von  veränderlicher  Masse  80. 

Newtonsche  Massensjsteme  138. 

Newtonsches  Potential  227. 

Niveauflächen  (Äquipotentialflä- 
chen) 123,  229.  • 

Nullkegel  einer  Deformation  272. 

Nutation  208. 

Oberflächenbedingungen  (Grenzbe- 
dingungen) der  deformierbaren 
Körper  285. 

Parabel  als  Wurfbahn  15. 

Pendel,  einfaches  49  ff.,  sphärisches 
54  ff.,  kanonische  Bewegungsglei- 
chungen  111,  Zykloidenpendel 
66  ff.,  physisches  P.   176  ff. 

Perkussionszentrum  178. 

Permanente  Deformation  290. 

Permanente  Rotationsachsen  174, 
Standes  permanente  Rotationen 
211. 

Persistenz  der  Wirbelfäden  323. 

Planare  Trägheitsmomente  200. 

Planetenbewegung  46 ff. 

Plinthoid  (Thomson)  244. 

Poinsotsche  Bewegung  181. 

PoisBOUöche  Feldgleichung  des  Po- 
tentials 249. 

Poissonsches  Verhältnis  (beim  ela- 
stischen Körper)  291. 


Postulat  der  inneren  Druckkräfte 
278. 

Potential  122,  gegenseitiges  P. 
zweier  Massensysteme  125,  Selbst- 
potential 124,  Newtonsches  P. 
227  ff.,  logarithmisches  P.  258, 
allg.  Lehrsätze  über  das  P.  246  ff., 
P.  einer  Scheibe  260,  eines  Kreis- 
zylinders  261,  einer  ebenen  Platte 
252,  eines  Stabes  258,  eines  un- 
endlich dünnen  Homöoids  234  ff., 
255,  eines  Ellipsoids  243  ff.,  P. 
einer  Deformation  271,  elasti- 
sches P.  (Einheitspotential)  296, 
Beschleunigungs  Potential  318,  Ge- 
schwindigkeitspotential 316. 

Potentialfunktion  125,  228. 

Potentialtheorie  (Lehrbücher)  229. 

Potentielle  Energie  121,  ihr  Mini- 
mum 132. 

Präzession  208. 

Prinzipe,  allgemeine  Grundprinzipe: 
Trägheitspr.  3,  Wirkungspr.  5, 
Pr.  der  Resultante  7,  Gegen  wir- 
kungspr. 9,  Pr.  der  Reaktions- 
krätte  91,  Prinzipe  der  Dynamik 
allgem.  Massen  Systeme:  d'Alem- 
bertsches  Pr.  92,  Hamiltonsches 
Pr.  142,  Pr.  des  kleinsten  Zwan- 
ges 146,  Pr.  der  kleinsten  Aktion 
147,  besondere  Prinzipe:  Schwer- 
punktsatz 135,  Flächensatz  und 
Pr.  der  invariablen  Ebene  138, 
Pr.  der  geradesten  Bahn  149. 

Punkt,  materieller  3. 

Punktesystem  91. 

Querkontraktion  290  f. 

Reaktion  9,  Prinzip  der  Reaktions- 
kräfte  bei  den  Punktsystemen  91, 
für  die  inneren  Druckkräfte  279. 

Reduzierte  Pendellänge  176. 

Reibung.<kraft  221. 

Restitutionskoeffizient  (beim  Stoß) 
194. 

Resultante,  Prinzip  der  R.  7. 

Reversionspendel  177. 

Reyescber  Achsenkomplex  (gebildet 
von  den  Hauptträgheitsachsen 
eines  starren  Körpers)  199. 

Rollende  Bewegung  216  ff. 
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Scherkraft  279. 

Schranbungskoordinaten  169,  als 
Derivierte  der  kinetischen  Ener- 
gie 170. 

Schußweite  (Wurfweite)  16. 

Schwebnngen  34  ff. 

Schwerpunktssatz  126,  134  f., 
Schwerpunktsintegrale  136. 

Schwingungen,  gedämpfte  gerad- 
linige 32fir.,  erzwungene  Schw. 
und  Eigenschw.  35,  eines  ein- 
fachen Pendels  49  ff.,  eines  phy- 
sischen Pendels  176. 

Schwingungsdauer  öd  f. 

Schwingungsmittelpunkt  176,  204. 

Selbstpotential  eines Massensystems 
124. 

Sphäroid,  seine  Anziehung  256. 

Spontane  Rotationsachsen  =  Haupt- 
trägheitsachsen  175. 

Stabilität  des  Gleichgewichtes  131  ff. 

Stärke  eines  Wirbelfadens  322. 

Starrer  Körper  (starres  System), 
seine  Dynamik  166  ff. 

Statik  der  deformierbaren  Körper 
278  ff. 

Stationäre  Bewegung 65, 85 f.,  einer 
Flüssigkeit  318  ff. 

Stofibewegung  eines  Punktes  10, 
eines  allgemeinen  Massensystems 
97ff ,  eines  starren  Körpers  177  f., 
190f. 

Stoßmoment  190. 

Stoß  zweier  Körper  191  ff. 

Stromlinien,  Stromföden  317  f. 

Taits  R^uchringe  323. 

Tautochrone :  im  leeren  RAum  67  ff., 
71,  im  widerstehenden  Mittel  69  f. 

Torricellisches  Theorem  320. 

Triigheitsellipsoid  163,  168. 

Trägheitskraft  92. 

Trägheitsmomente:  axiale  161  ff., 
planare  200 ff.,  T.  eines  geraden 
Kreiszylinders  196,  einer  recht- 
eckigen Platte  196,  einer  Kugel 
196. 

Trägheitsprinzip  4. 

TrägheitsradiuB  161. 

Umgebung  eines  Punktes  (unend- 
lich kleiner  Bereich)  263. 


•Verlorene  Bewegung  181. 

Verlorene  Kräfte  93. 

Verrückung   der  Punkte  bei  einer 

Deformation  263. 
Vertikalbewegung:  im  leeren  Raum 

15,    im    widerstehenden    Mittel 

19  ff. 

Virtuelle  Arbeit  der  Reaktionskräile 
92. 

Widerstand  eines  Mediums  19  ff,, 
dem  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit proportional  27  f.,  69  f.,  74  ff., 
der  (xeschwindigkeit  einfach  pro- 
portional 28 f.,  allgemeineres  Gre- 
setz  77  f. 

Wirbelbewegung  320  ff. 

Wirbelfreie  Flussigkeitsbewegong 
316  ff. 

Wirbellinie,  Wirbelfaden,  Wirbel- 
rohr 821. 

Wirkung  9.~ 

Wirkungsprinzip  5. 

Wurfbewegung  im  leeren  Raum 
14 ff.^  im  widerstehenden  Mittel: 
vertikal  21  f.,  unter  beliebigem 
Elevationswinkel  74  ff. 

Toungscher  Modul  (elastischer  Kör- 
per) 291. 

Zeitintegral  der  Kraft  11. 

Zentraler  Stoß  194  ff. 

Zentralkraft,  Bewegung  eines  Punk- 
tes unter  ihrer  Einwirkung  40  ff., 
64  ff.,  nach  der  Jacobischen  Me- 
thode behandelt  151. 

Zentrifugalkraft,  zusammengesetzte 
59. 

Zirkulationstheorem  für  die  Flüssig- 
keiten 315  f. 

Zugkraft  279. 

Zwang,  Prinzip  des  kleinsten  Zwan- 
ges (Gauß)  145. 

Zweirad,  seine  Theorie  223  ff. 

Zyklide  (besondere  Rotaüonszy- 
klide)  als  Oberfläche  des  Körpers 
größter  Anziehung  260. 

Zykloide:  als  Tautochrone  67 ff., 
als  Brachistochrone  84. 

Zykloidenpendel  66. 
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Theorie  der  Elektrizität.    In  2  Bänden,    gr.  8.    In  Leinw.  geb. 

I.  Band:  Einführung  in  die  Mazwellsohe  Theorie  der  Elektrisit&t. 
Mit  einem  einleitenden  Abschnitte  über  das  Beclinen  mit  VektorgrOBen  in 
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lung, Theorie,  Bauausführung  sowie  Behandlung  In  und 
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Leitfaden  zum  elektrotechnischen  Praktikum.  Mit  380  Fi- 
guren. [XIV  u.  404  S.]  gr.  8.  1910.  Geh.  JL  10.  —  ,  in  Leinw. 
geb.  JC  li. — 

Ebert,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Müncheu, 
Lehrbuch  der  Physik.  Nach  Vorlesungen  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  München.    In  2  Bänden. 

LBand.    Mechanik  und  Wärmelehre.    Mit  168  Abbildungen.    [XX  u.  661  S.] 

gr.  H.    1918     In  Leinw.  geb.  v^  14.~ 
IL     —        [Unter  der  Presse.] 

Ebner,  Dr.  F.,  Oberlehrer  an  der  Kgl.  Maschinenbauschule  zu  Einbeck, 
Leitfaden  der  technisch  wichtigen  Kurven.  Mit  93  Figuren. 
[VIII  u.  197  S.]    gr.  8.    1906.    In  Leinw.  geb.  JK  4.— 

Ferraris,  G.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Turin,  wissenschaft- 
liche Grundlagen  der  Elektrotechnik.  Nach  den  Vorlesungen 
über  Elektrotechnik,  gehalten  in  dem  B.  Museo  Industriale  zu  Turin. 
Deutsch  von  L.  Finzi.  Mit  161  Figuren.  [XII  u.  358  S.]  gr.  8.  1901. 
In  Leinw.  geb.  JC  12.—.    [2.  Auflage  1912.    Unter  der  Presse.] 
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Föppl,  Dr.  A.,  Professor  an  der  Kgl.  Techn.  Hochschule  zu  München, 
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In  Leinw.  geb. 

I.  Band:  Einführung  in  die  Mechanik.    4.  Auflage.    Mit  104  Figuren.    [XV  u. 
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Hamely  Dr.  G.,  Professor  an  der  Tecfanisclieii  Hochschule  zu  Brnos, 
elementare  Mechanik.  Ein  Lehrbuch  enthaltend:  Be^ründimg 
der  allgemeinen  Mechanik;  Mechanik  der  Systeme  starrer  Kdrps: 
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Kröhnke,  G.  H.  A.,  Taschenbuch  zum  Abstecken  Ton  Kurrefl 
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Winkel  und  Radien  aufs  sor^ßlltigste  berechnet  15.  Auflage,  be- 
arbeitet von  R.  Seifert,  Kgl.  Regierungsbaumeister.  Mit  1&  Ab- 
bildungen.    [VIII  u.  164  S.]     16.     1911.    In  Leinw.  geb.  JK  2.— 

Lanohester,  F.  W.,  Aerodynamik.  Ein  Gesamtwerk  über  das  Fliegen. 
Aus  dem  Englischen  übersetzt  Ton  G.  und  A.  Runge.  S  Bände. 
In  Leinw.  geb. 
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der  Starkstromtechnik,  ihre  Konstruktion  und  Wirkungs- 
weise.    Mit  772  Abbildungen,    [ca.  600  S.]    gr.  8.    In  Leinw.  geb. 
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V,  Mises,  Dr.  R.,  a.  o.  Professor  an  der  Universität  Strafiburg,  Theorie 
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Müller,  Professor  Ernst,  Diplom-Schiffsingenieur,  Oberlehrer  am  Tech- 
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Musil,  Dr.  A.,  Professor  an  der  k.  k.  Deutschen  Technischen  Hochschule 
zu  Brunn,  Bau  der  Dampfturbinen.  Mit  zahlreichen  Abbildungen. 
[VI  u.  233  S.]    gr.  8.     1904.    In  Leinw.  geb.  JC  9.— 

Grundlagen  der  Theorie  und  des  Baues  der  Wärmekraft- 
maschinen. Zugleich  autorisierte  erweiterte  deutsche  Ausgabe  des 
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58   Abbildungen   und    1    Titelbild.    [YIII  u.  125  S.]    8.     1904.    In 
Leinw.  geb.  ^2.80. 

HinkeL  B.^  Ingenieur  und  Professor  der  Maschinenlehre  und  Elektro- 
tecnnik  an  der  Handelshochschule  zu  Köln,  Einführung  in  die 
Elektrotechnik.  Mit  445  Abbildungen.  [VI  u.  464  S.]  gr.  8.  1908. 
Creh.  JC  11.20,  in  Leinw.  geb.  JC  12.— 

Schwaiger,  Dr.-Ing.  A.,  Diplom-Ingenieur  in  Gharlottenburg,  das  Re- 
gulierproblem in  der  Elektrotechnik.  Mit  28  Aobildungen. 
[VI  u.  102  S.]    gr.  8.    1909.     Geh.  U^  2.80,  in  Leinw.  geb.  J6  8.60. 

Starke,  H.,  Professor  an  der  Universität  Greifswald,  experimentelle 
Elektrizitätslehre,  verbunden  mit  einer  Einführung  in 
die  Maxwellsche  und  die  Elektronentheorie  der  Elek- 
trizität und  des  Lichts.  2.  Auflage.  Mit  384  Abbildungen. 
[XVI  u.  662  S.]    gr.  8.     1910.     In  Leinw.  geb.  M  12.— 

Tasohenbuoh  für  Mathematiker  und  Physiker.  IL  Jahrgang  1911. 
Unter  Mitwirkung  von  zahlreichen  Fachgenossen  herausgegeben  von 
F.  Auerbach  und  K.  Bothe.  Mit  einem  Bildnis  H.  Minkowskis. 
[IX  u.  667  S.]    8.     1911.    In  Leinw.  geb.  JC  7.— 

Tesar^  Ii.«  Professor  an  der  Kaiser  Franz  Josefs-Sberrealschule  zu  Wien, 
die  Mechanik.  Eine  Einführung  mit  einem  metaphysischen  Nach- 
wort. Mit  111  Ftguren.  [XIV  u.  220  8.]  gr.  8.  1909.  Geh.  JC  S. 20, 
in  Leinw.  geb.  JC  ^. — 

Weber^B«.  Professor  in  Neuchätel  (Schweiz),  Beispiele  und  Übungen 
aus  Elektrizität  und  Magnetismus.  Mit  74  Figuren.  [Vlli  u. 
380  S.]     8.     1910.     Geh.  u4C  4  80,  in  Leinw.  geb.  JC  5.26. 

Weber^  Dr.  H.,  u.  Dr.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Stras- 
burg i.  E.,  Encyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein 
Handbuch  für  Lehrer  und  Studierende.    3  Bde.   gr.  8.   In  Leinw.  geb. 

I.  BftDd.    Elementare   Algebra  nnd  Analysis.    Bearbeitet  Ton  H.  Weber 
8.  AaflAge.    Mit  40  Figuren.    [XVIH  a.  582  S.]    1910.    JC  10.— 

IL     —        Elemente  der  Geometrie.    Bearbeitet  von  H.Weber,  J.  Wellstein 
and  W.  Jaoobsthal.    2.  Aufl.  Mit  251  Fig.   [Xn  n.  596  S.]   1907.  JC  12.— 

LEI.  —  AngewandteElementar-Mathomatik.  2.Aaflage.  LTeil:  Mathe- 
matisebe  Physik.  Mit  einem  Buch  Ober  Maxima  nnd  Minima  'n>n 
U.  Weber  und  J.  Wellstein.  Bearbeitet  von  B.  H  Weber,  Professor 
in  Rostock.  Mit  254  Figuren.  [XII  u.  536  S.]  1910.  JC  12  ^.  IL  Teil: 
Graphik,  Prinsipien  der  Wahrscheinliolikeitsrechnung,  Ver- 
Miohertingsmathematik,  Astronomie.     [Unter  der  Presse.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  In  Leipzig  und  Berlin 

Mathematisch  -  physikalische  Schriften 
für  Ingenieure  und  Studierende 

Herausgegeben  von  E.  Jahnke. 

In  Banden  zu  6—8  Bogen.    8.    Steif  geheftet  und  gebunden. 

Die  Entwicklune  der  modernen  Technik  dr&ngt  auf  stärkere  Heranziehung  der  mathematisch;' 
Methoden.  Der  Ingfenieur  indessen,  welcher  bereit  ist,  sich  mit  dem  nötigen  Rüstzeug  zuverseli.-; 
sieht  sich  vergeblich  nach  kurzen  Darstellungen  um,  die  geeignet  wären,  ihn  schnell  in  'i.^ 
besondere  Gebiet,  das  ihn  gerade  interessiert,  emzufflhren.  —  Diese  Lflcke  will  vorliegende  Sami: 
lung  ausfüllen.  Sie  setzt  sich  zum  Ziel,  dem  Ingenieur  Schriften  zu  bieten,  welche  auf  e  t  ^%  „ 
100  Seiten  fctr  ein  eng  begrenztes  Gebiet  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfaßl  ^  = 
ableiten  und  deren  Verwendbarkeit  in  den  einzelnen  Teilen  von  Physik  und  Technik  aufdeckt! . 
Dabei  kann  Vollstündigkeit  der  Beweisführung,  die  vom  Standpunkte  wissenschaftlicher  Strer.i 
erstrebenswert  wäre,  hier  nicht  erwartet  werden.  Vielmehr  wird  besonderer  Wert  darauf  geick? , 
Dinge,  die  für  die  Anwendungen  von  Wichtigkeit  sind,  nicht  zugunsten  wissen- 
schaftlicher Strenge  zurücktreten  zu  lassen.  Die  Darstellung  der  einzelnen  Gebiete  «nra 
so  gehalten  sein,  dafi  jede  ein  abgeschlossenes  Ganzes  für  sich  bildet. 

Bisher  erschienene  Bände: 

I.  Einführung  In  die  Theorie  des  Magnetismus.  Von  Dr.  R.  Gans,  Professor 
an   der   Universität   Tübingen.     Mit  40  Figuren.     {VI  u.  110  S.)     1908.     Slef  gca 
M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

II.  Elek  Iromagnetische  Ausgleichs  Vorgänge  in  Preileitungen  und  Kabeln 
Von  K.  W.  Wagner,  Ingenieur  in  Charlottenburg.  Mit  23  Figuren.  \IV  o.  109  S.j 
1908.    Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

III.  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Eleklrizitftt  und  des  Ma- 

gnelismus.    Von  Dr.  CLSchaefer,  Privatdozent  an  der  Universitil  Breslau.     Mr 
ildnis  J.  C.  Maxwells  und  32  Figuren.     (VIII  u.  174  S.]    1906.    Steif  geh.  M.  3.4u. 
in  Leinwand  geb.  M.  3.80. 

IV.  Die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin. 
Professor  am  Sophien  -  Realgymnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Pigurenlafel.  |V  u.  129  S.] 
1908.    Steif  geh.  M.  2.80.  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 

V.  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor 
an  der  Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  Em  de,  Ingenieur  in  Berlin.  Mit  53  Figuren. 
(XU  u.  176  S.)    gr.  8.    1909.    In  Leinwand  geb.  M.  6.~ 

VI.  1  u.  2.  Die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in  der  theoretischen 
Physik.    Von  Dr.  W.  v.  Ignalowski  in  Berlin.    In  2  Teilen. 

1.  Teil.    Die  Vektoranalysis.     Mit  27  Figuren.     (VIII  n.  112  S.|    1909.    Steif  geh. 

M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.— 
II.    —      Anwendung  der  Vektoranalysis  in  der  theoretischen  Physik.  Mit  14  Figuren. 
(IV  u.  123  S.j    1910.    Steif  geh.  M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.- 

VII.  Theorie  der  Kräftepläne.  Von  Dr.  H.  B.  Timerding.  Professor  an  der  Tech* 
nischen  Hochschule  zu  Braunschweig.  Mit  46  Figuren.  (VI  u.  99  S.]  1910.  Steif 
geh.  M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.— 

VIII.  Mathematische  Theorie  der  astronomischen  Finsternisse.  Von  Dr.  P. 
Seh w ahn.  Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  „Urania"  in  Berlin.  Mit  20  Fig. 
(VI  u.  128  S.l    8.    1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

IX.  Die  Determinanten.  Von  Geh.  Hofrat  Dr.  B.  Netto,  Professor  an  der  Universität 
Gießen.    [VI  u.  130  S.j    8.    1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  io  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

X.  I.  Einführung  in   die  kinetisehe  Theorie  der   Gase.     Von   Dr.   A.  Bvk, 
Privatdozent  an  der  Universität  und  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.    2  Teile. 
1.  Teil:    Die   idealen   Gase.     Mit  14  Figuren.     (V  n.  102  S.)     1910.    Steif  geh. 
M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 
XI.  1.  Grundzüge   der   mathematisch-physikalischen  Akustik.    Von  Dr.  A. 
Kai  ahne,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danxig.    2  Teile. 
I.  Teil :  [VII  u.  144  S.j    I9I0.  Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 
XII.  Die  Theorie  der  Wechselströme.    Von  Professor  Dr.  E.  Or lieh,  Mitglied  der 
phvsikalisch-technischcn  Keichsanstaltzu  Charlottenburg.  Mit  37  Figuren.  (IV  u.  94  S.) 
1912.    Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 
XIII.  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.    Von  Dr.  Martin  Krause  unter  Mit- 
wirkiiHK  von  Dr.  Emil  Naetsch,  Professoren  an  der  Technischen  Hochschule  zu 
Dresden.  Mit  25  Figuren.  [VII  u.  186  S.(  1912.  Steif  geh.  M.  3.60,  in  Leinwand  geb.  M.  4.- 
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